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Exercice 1. On pose pour t > 0 :

F (t) =
∫

]0,∞[

e−tx − e−2x

x
dx.

1 Montrer que F (t) est bien définie.
� En zéro la fonction est équivalente à 2 − t et à l’infini sa valeur absolue est majorée

par e−ax, a = min(2, t).
�

2 Montrer que F ∈ C1(]0,∞[).
� On applique le théorème de dérivation en notant que pour t ∈ [α,∞[, 0 < α, on a∣∣∣∣∣∂t

(
e−tx − e−2x

x

)∣∣∣∣∣ =| −e−tx |≤ e−αx

donc F ∈ C1([α,∞[).
�

3 Calculer F ′. En déduire F .
�
F ′(t) = −1/t, F (t) = − log(t) + C, F (2) = 0, F (t) = log(2/t).
�

Exercice 2.
Pour R > 0, on pose DR = {(x, y); x2 + y2 ≤ R2}, KR = {(x, y); | x |≤ R, | y |≤ R}.
a Calculer

∫
DR

e−x
2−y2

dxdy.
�
On passe en coordonnées polaires et on trouve π

(
1− e−R2).

�

b En comparant
∫
DR

e−x
2−y2

dxdy,
∫
KR

e−x
2−y2

dxdy et
∫
D√

2R

e−x
2−y2

dxdy, donner un

encadrement de
∫ R

0
e−x

2
dx.

�∫
DR

e−x
2−y2

dxdy ≤
∫
KR

e−x
2−y2

dxdy ≤
∫
D√

2R

e−x
2−y2

dxdy

et donc π
(
1− e−R2) ≤ 4

(∫ R

0
e−x

2
dx

)2

≤ π
(
1− e−2R2)

1



�

c En déduire que la valeur de ∫ ∞
0

e−t
2
dt.

�
on fait R→∞ et on trouve

√
π/2.

�

Exercice 3.
On définit

K =
{
(x, y, z) ∈ R3, 0 ≤ x, 0 ≤ y, 0 ≤ z, x+ y + z ≤ 1

}
.

Calculer ∫∫∫
K

1
(1 + x+ y + z)3dxdydz.

�
−5/16 + log(2)/2
�

Exercice 4.
1 Calculer les coefficients de Fourier de la fonction 2π-périodique f définie sur R, dont la
restriction à [−π, π[ est donnée par f(x) = ex.

�

cn(f) = (−1)n sinh π
π(1− in)

2 Enoncer le théorème de Parseval et le théorème de Dirichlet.
3 Calculer les sommes suivantes :

∞∑
n=1

(−1)n
1 + n2 ,

∞∑
n=1

1
1 + n2 .

�

On applique le théorème de Dirichlet : en 0 et on trouve
∞∑
n=1

(−1)n
1 + n2 = 1

2

(
π

sinh π − 1
)
et

en π et on trouve
∞∑
n=1

1
1 + n2 = 1

2

(
π

cosh π
sinh π − 1

)
.

�
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