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Exercice I. Soit X une variable aléatoire réelle de densité donnée, pour = € R par

Fx(@) = e " (2),

avec  un parameétre réel, on note Py cette loi. On considére le modéele P = {Py : 0 € R}
et (Xi,...,X,) un n-échantillon associé, avec n € N*,

1. Déterminer 6,,, 'estimateur du maximum de vraisemblance associé au modéle P.
2. Montrer que 6#,, a méme loi que 6 + %E ou F suit une loi exponentielle de parameétre 1.

3. Montrer que 6, est un estimateur biaisé de 6 qui converge en moyenne quadratique
vers . Calculer son risque quadratique.

4. Montrer que 6, est un estimateur fortement convergent de 6.

5. Construire un intervalle de confiance au niveau 95% pour 0 de la forme [g(n, 0,), ,]
ol g est une fonction que 'on explicitera.

6. On s’intéresse & un deuxiéme estimateur de # donné par 0~n = X,, — 1 avec X,, =
L5 | X;. Calculer son risque quadratique. Est-ce qu'un de ces deux estimateurs est
n 1=
préférable a 'autre ?

Soit maintenant Y une variable aléatoire réelle de densité donnée, pour x € R par
fr(z) = Ae 0 o (2),
avec (0, A) € Rx]0, oo[, on note Py \ cette loi. On considére le modele P = {Py, : (0, ) €

Rx]0,00[} et (Y1,...,Y,) un n-échantillon associé, avec n € N*.

7. Montrer que Y a méme loi que 6 + %E ou E suit une loi exponentielle de parameétre
1. Calculer les deux premiers moments de Y.

8. En déduire un estimateur fortement convergent de (6,\) & partir de I’échantillon
(Y1,....Y,).

Exercice II. On considére le modeéle uniforme P = {Py = U([#,0 + 1]) : # € R}. On
note (Xi,...,X,) un n-échantillon associé.




1. Montrer qu’il existe une infinité d’estimateurs du maximum de vraisemblance associés
au modeéle P.

On considére alors, pour ¢ € [0, 1], 'estimateur

0,(t) =t(max X; — 1) + (1 — ¢) min X;.

1<i<n 1<i<n

2. Montrer que X; — 6 a méme loi que U avec U ~ U([0, 1]). Montrer également que U et
1 — U ont méme loi.

3. En déduire que min;<;<, X; — 0 et 0 + 1 — max;<;<,, X; ont méme loi.

4. Montrer que minj<;<,(X; —0) = min;<;<, X; — 0 est une variable aléatoire continue
de densité

f@) =n(l—2)" ().

5. Parmi la famille d’estimateurs {6,(¢) : t € [0,1]}, en existe-t-il un sans biais? On
pourra calculer explicitement le biais ou bien donner un argument théorique direct.

Exercice III. On joue a pile ou face avec une piéce de monnaie tombant sur pile
avec probabilité p €]0,1[. On considére que « faire pile » est un succés. On note X, la
loi du r-iéme succés, avec r € N*. On note P, la loi de X, et on considére le modele
P =A{P,:p€0,1]}.

1. Montrer que X, est a valeurs dans {n € N*:n > r} et que pour n > r on a

P(X, = n) = (” - 1>p’“(1 )

r—1

2. Montrer que pour tous z € C tels que |z| < 1 on a

11—z

400 r
1
Z(n—1)(n—2)...(n—r+1)x"f’": (r—1)! ( ) .
Pour r = 1, la convention est (n — 1)(n —2)....(n —r+1) = 1.
3. En déduire la fonction caractéristique de X,.

4. Comment appelle-t-on la loi de X3 7 Soit (Y73,...,Y,) un r-échantillon associé a la loi
de X;. Expliquer pourquoi X, a méme loi que Y; + ...+ Y,.

5. En déduire que

E(Xr) = ga Var(Xr) = %

et recalculer la fonction caractéristique de X, par une autre méthode.
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6. On suppose dans cette question (et uniquement dans cette question) que p = /\_TH avec

A > 0 un parameétre fixé. Montrer que X, — r converge en loi lorsque r tend vers 4o00.
On pourra se contenter de donner la fonction caractéristique de la loi limite.

7. Calculer I'estimateur du maximum de vraisemblance p,, de p associé au modéle P.
8. Quelle-est I'information de Fisher associée a ce modeéle ?

9. Montrer que p,, est un estimateur fortement convergent.

Exercice IV. Soit (X,Y) un vecteur gaussien centré, avec E[X?| = 4 et E[Y?] = 1, et tel
que les variables 2X + Y et X — 3Y sont indépendantes.

1. Déterminer la matrice de covariance de (X,Y).
2. Est-ce que le vecteur aléatoire (X,Y') est a densité ?

3. Montrer que le vecteur (X +Y 4+ 1,2X —Y) est également gaussien, puis déterminer
ses paramétres. Est-ce que X +Y + 1 et 2X — Y sont indépendantes ?
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