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EXAMEN TERMINAL
PROBABILITES

Durée 1h30

PROBLEME I
8 points

Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes et de méme loi exponentielle £(1).
Rappelons que la loi exponentielle £(u) est une loi continue de densité

f(z) = pe ™ Laxo.
Soient U et V les variables aléatoires réelles définies par

X4y
U= X4+¥ o T = ; .

1. Le vecteur aléatoire (X,Y) est il un vecteur aléatoire & densité? Si oui, donner sa
densité f(x,y).

2. Montrer que la densité de probabilité du couple (U, V') est donnée par
U
f(U7V) (U’? U) = ﬁ. exp(_u)lu201v>1.

3. En déduire les lois marginales de U et V.

4. Les variables aléatoires U et V sont elles indépendantes ?

PROBLEME II

4 points
Soient X, Y et Z trois v.a. telles que
X 1 110
vy |~N[]lO], 121
A 0 011

1. Donner les lois de X, Y et Z. Sont-elles indépendantes ?
2. Le vecteur (X,Y, Z) possede-t-il une densité ?

¥




3. On pose
U=X, V=X+2Z-Y, W=721

Montrer que les variables aléatoires U, V et W sont indépendantes et calculer leur loi.

PROBLEME III
8 points

La loi de Paréto, encore appelée loi de puissance, est utilisée pour modéliser les dépassements
d’un seuil. On dit qu’une variable aléatoire X suit la loi de Paréto P(a,d) avec a > 0 si
X = 0e¥ ou Y suit la loi exponentielle £(a). Si (X,)nen+ est une suite de variables aléatoires
indépendantes et de méme loi que X, on peut estimer la valeur 6 par

0, = min Xj.
1<k<n

1. Montrer que la fonction de répartition de X est donnée par

Fx(z) = (1 - <g>“> Loz

2. Vérifier que f,, suit la loi de Paréto P(na,d). (On pourra calculer la fonction de répar-
tition de 6,,.)

3. Montrer que 0, converge presque sturement vers 6.

4. Montrer également que n (én — 9) converge en loi vers une v.a. Z qui suit une loi
exponentielle £(\) avec A > 0 a déterminer.




—

AhsTeR 1, tow 03/n/13

A EESUNAL
co QRECTION

PROBLEVE T |
hT =
/|) (X\{) M}fum \)Qp{/(’w\ ex A,(W)lé( can }(9}"/ oam}ﬁ[w \‘o?/LinLQ@ OVQ&[&A@ N
Dol ilidul . De gl
P i
é)(/\{) (uv)c (X (n) 6\/(b> e e ﬂk;a 830

) e W)=
| ¢ R g R X14/+@°[
(x, Y) /1__% wj)/%b
L!pcd/' f” /Q)L @W,'Lg/g/wlmz
(@‘i_ Iy eﬂqujj(do[ . ®tFx NG
(u , w) —> (u(/” %> / %{) |
c(mc_ L‘F&} n \fé C[Aﬁ@mwmfgﬁwi Lo (XyC&/M /\ﬂ’c&wo{ p&«,{i/

e

. L Ze
LU/V)CJ (M v(c./@wta c{,%w Z
Sf,,*f//)a Unme ag(mo‘iwv\ Wwbg Lﬂm& C(»()f{o(ww e Cm

/L{[h((JW]fffp\z%(u,wf)%u/”/%ﬁdw{w - ﬂ .
= E[h (% &;:/)}jggww%é}u s ™)

O (/%zﬁu 7 cfcuj&wml de OM‘ALZ A‘jj”;%

ool

—
9
u
~ 4_4 “« -
T N
A _ua 1€
A5 ,bz




Rosi, € [ k(o] :/

" /’(“/v’);‘iz fe ﬁg;,o ﬂ@%([“f[f

- (A
/f ﬁ
— ¢ /ﬂ’%éo Y
A< ~

f;la g M A K(C(/V){M’V) -

9/ U(,\‘ \/Acfv} W\C(ﬂ/}%(?ﬂmkx CAA

Lt = /} .u, // n
{‘/‘/W L/A)) . ()u( / 0V /v) "
@Ro&u:’ﬂﬁﬂj

1) X W (1) Yudle ) Zw o)

/i)c*cw &t'wx )</ A /)m'CAJ WC(JJ/}G\A(J@M\}PS/ l//%é llj {'(;?jﬂ/{z f‘&w /121 MELJ
C& [ OvaL e mﬁﬁ oQ/y"’w«Wg. DAC X, Vel 7 me -%\f’ S &“«'”Z;O/;;WC/‘{"‘Z';" :

‘ e, . X . I
Z/ f’!z 1 (: -1=0 Done (z//w ,/Dc’?c\cL> J 1{29 o{/m,}(
'

DN




X |
( l/ > [4@/5}««:(&0; K/p-ez @

-

. (\7 : (0)
W OO
.. \/\_/
/ a(/[ Afs (ﬁ‘rﬁ'fy/x)
u 11 \‘
/ / % A OO
WU heh-G2)
Diwe (\//)A/J/(()/ (1::))

U/V(,f//'/}/)) (/:4 fs. W UM/O/,W ‘
U I/D\/ cm{ ;%aww?mfig cen b Mivl(' o covarimmct o &(%maﬁ :

W oBLATE ﬂﬁ

) T X(a) = [84<]
Done posn %<0, Ffn)=PX<H) = O

Poun 7156)
/;(), P6eYn)- PCTER) = PLYL o)

| (’c) 1z
G &/”): ( (&U/ /1 - exp [~ & ()03(2“»
0




k1 oo () ) 1) |

) )= PEC)=F PC o X< )

5)_,;‘ (1) = [(7)/ +o;>[ dome ﬁé’)‘ (n) = O o »<E

St x>0

QK (p(.fé"/”f@xﬁ G)er- P (xSl }

e N4 s X4 § ) ) scbpcluce X
:/]’gﬁ/ﬁ)(ﬂ<xg> g

. j@/ﬂ)@g )): 1- @)M

) . i s
e CQ;QQMJ/ c},«»\z 6, r )/)(;,m/ Q) .

>/ V>0 ma |
ﬁ/‘é} (QB(> P[@J\F)H\ CaA @56? |

M IO-N\

- - p/p((} ¢)- - {— ((-’Jr?) ,__,>

N O+
AVtC é) - ﬁ> .
(915’
(C’?va ZJ 6_19 ’l( i(jt’m CZ{/C'O‘K 72"‘1 b/{ >0 /

-

L-P/(é’ ) [/é”‘ é—-(\*‘” Ve Bp—6 pis.

1l
/(/ \/, f*’\(é é’) Come () )6’/ l//h(7 ,[) S0 un 7((476) o
2 n < «4‘ - -
so, () -PACZH - 5 (240)=1 (@4/}
= 1 - 4 Fx/(‘”(&)(
Domc \/m——"</ avee L n g’(a/éz)

6\

\__/
2 .

’l.Hm

f«(ew/)




