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Séminaire BOURBAKI
36e année, 1983/84, n° 616 Novembre 1983

PREUVE DES CONJECTURES DE TATE ET DE SHAFAREVITCH
[d'aprés G. Faltings]

par Pierre DELIGNE
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Dans cet exposé, nous expliquons comment G. Faltings prouve la conjecture de
Tate (2.7) et celle de Shafarevitch (3.3, 3.4). Nous traitons en détail des proprié-
tés de la "hauteur" d'une variété abélienne, introduite par G. Faltings. C'est la
partie la plus technique, et la plus longue, de la preuve. Le lecteur qui, aprés
avoir lu les définitions 1.1, 1.2, est prét 3 admettre 1.3, peut passer directement
aux paragraphes 2 et 3.

Notations et terminologie

Certains termes seront employés dans un sens restreint :
Corps := corps commutatif.
Corps de nombres := extension finie de Q .
Schéma := schéma noethérien séparé.
Schéma en groupes sur S : toujours de type fini sur S . En général, plat sur S et
commutatif.

Pour k un corps, on notera k ume cldture algébriquede k.Pour A une variété
abélienne sur k et £ un nombre premier, premier 3 la caractéristique, on note
To(A) 1le module de Tate de A : T,(A) := lim proj Azn(E) . I1 est muni d'une ac-
tion du groupe de Galois Gal(k/k) et d'une structure de module sur 1'anneau
End(A) des k-endomorphismes de A . On pose Vz(A) = TLCA) 6%23 Qz .

1. HAUTEURS

1.1. Soient k un corps de nombres et L un espace vectoriel de rang un sur k
muni pour chaque place v de k d'une valeur absolue v-adique : e, = IIAIIVIIUIV
pour A€k, £€L.On suppose que pour £ € L* := L - {0}, on a IL@HV =1

sauf en un nombre fini de places. D'aprés la formule du produit T_THAJIV = 1 pour
A € k* , le produit T;TILEHV est indépendant du choix de £ € L* . On appelle de-
gné de L le logarithme de son inverse :

S.M.F.
Astérisque 121-122(1985) 25



P. DELIGNE

deg £ := - logT;flllllV .
Soit 0 1'anneau des entiers de k . Pour v une place de k , on note par

v en indice une complétion en v . Une O0-forume LO de L, i.e. un 0O-module
projectif de rang un tel que LO ®0 k = L , fournit pour chaque place finie v de
k une valeur absolue v-adique sur L ; transporter a LV la valeur absolue de
kV par un isomorphisme de k V-vectorlels kV = LV qui envoie Ov sur LOV .
Pour £€L* , on a IIEIIV = 1 pour presque tout v . Si £ € LO ,

#*(Ly/0.0) = TT nengt .

v fini
Donnons-nous de plus, pour chaque plongement complexe t : k< T , une structure

hermitienne (:= une forme hermitienne définie > 0 ) < > sur 1'espace vectoriel

complexe LL =L ®k . C . Deux plongements complexes conjugués fournissent des es-
2

paces vectoriels LL complexes conjugués, et on suppose que pour £ € LL on a

<JZ,£>L = <Z,7_'>_L . Si, pour v archimédienne induite par un plongement complexe .,
on pose

el <£,£>1(2 pour v réelle,

et
IIl’.IIV = <L, pour Vv complexe,

on obtient un systéme de valeurs absolues du type voulu, et deg L est défini.

Exemple.— Pour k=Q ,ona 0 =727Z et si e est 1l'un des deux générateurs ze

de L
z> degL=-%log<e,e>.
1.2. Soit A une variété abélienne sur un corps k . On note w(A) 1'espace vec-

toriel de rang un suivant sur k : si A est de dimension g ,
g
w(A) := A ((Lie A7) .

Si k est un corps de nombres, on dispose pour chaque place v de k d'une va-
leur absolue v-adique naturelle sur (A) :

(a) Soient (0 1'anneau des entiers de k et AO le modéle de Néron de A sur
Spec(0) .iLe O-module projectif de rang un

w(A), = /g\ ((Lie A))

est une O-forme de w(A) . Il fournit les valeurs absolues cherchées pour les pla-
ces finies.

(b) Soient . : k<= € un plongement complexe et LA la variété abélienne sur
C déduite de A par extension des scalaires. L'espace vectoriel complexe
m(A)L = w(A) Qk,L C est 1l'espace des g-formes différentielles holomorphes sur
LA . On le mmit de la structure hermitienne pour laquelle

1 J -
<, = —— | laaal .
’ (zms LA 1

Ceci fournit les |l llv , pour v archimédien. Faltings utilise —Z—g-lc./\al ; peu
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(616) CONJECTURES DE TATE ET SHAFAREVITCH

importe.
En terme de ces valeurs absolues, on définit la hauteuwr h(A) de A comme

étant

o1

h(A) = m—]' deg O)(A) .

Exemple.— Pour k =@ , si a est 1'un des deux générateurs za de oo(A)Z (une
difgerentietle de Néron), on a

1 1

hA) = - & log( I

2 (28 (1)
Généralisation.— Pour a : G- S un schéma en groupes plat purement de dimension
relative g sur une base S , de section neutre e , on note w(G) le faisceau
inversible sur S dont le faisceau dualisant relatif est 1'image inverse :
Ra!OS = a*w(G)[g] , w(G) = e"‘H-gRa!OS . Pour G 1lisse sur S , on retrouve

g
w(G) =A ((Lie Q) .

|aA5|) .

Pour k un corps de nombres d'anneau d'entiers 0 et S = Spec(0) , si la
fibre générale de G est propre sur k , i.e. extension d'un groupe fini par une
variété abéliemne, 1'intégration sur G(C) fournit encore, pour chaque plongement
complexe t : k<> € , une structure hermitienne sur (G) ®k,1. C . Le degré
deg w(G) est donc défini. Le cas G quasi-fini sera utilisé au § 2.

Remarque.— Un schéma en groupes commutatifs plat sur une base S est dit semi-
abélien si ses fibres sont des extensions de variétés abéliemnes par des tores. On
dit que A est a néduction semi-stable si son modéle de Néron connexe AB (de fi-
bres les composantes neutres du modéle de Néron) est semi-abélien. Il revient au
méme d'exiger que~ A soit la fibre générale d'un schéma semi-abélien sur Spec(0) ;
ce dernier est unique. Si A est a réduction semi-stable, la formation de Ag et
donc celle de w(A)O = m(A“’)) commute 3 une extension des scalaires k < k' , et
le facteur 1/[k:Q] dans la définition de h(A) assure que h(A) est invariant
par extension des scalaires. Si une variété abélienne A sur k acquiert une ré-
duction semi-stable sur une extension k' de k , on définit lahauteur géométrnique
de A par

hgeom(A) = h(A,) .
Du fait que (Ao)o, s'envoie dans (Ak.)o, , on déduit que h(A) 2 h
€galité si et seulement si la réduction est semi-stable.

geom(A) , avec

Rappelons qu'une pofarisation de A est une classe d'équivalence algébrique
(définie sur k ) de faisceaux inversibles amples sur A . Son degné est 1'entier
Cq (£)g/g! = X(£) . Une polarisation principale est une polarisation de degré 1 .
PROPOSITION 1.3.— Quels que soient Le conps de nombres k , Les entiens g et n ,
et h, & n'y a qu'un nombre §ini de classes d'isomonphie de variétes abéliennes
polarisées (A,8) sur k , de dimension g , de degrhé de polarisation n et de
hauteur h(A) < h .

27



P. DELIGNE

Exemple 1.4 Le cas k=Q, g =1 .— Soient E une courbe elliptique sur Q et
une différentielle de Néron. La courbe E admet une équation

y2 + aqXy + aszy - X3 - a2X2 - ayx - ag = 0

a coefficients entiers, telle que, notant F(x,y) le premier membre, la forme w
soit la forme dx/F_= - dy/FX . Soit A<= C 1le réseau tel que (E,w) soit isomor-

~

phe, sur €, a (C/A,dz) . Soient (wi,w2) une base positive de A , T = wa/w,
(Im(x) > 0) et q = exp(2nit) . On a sur C
Z ds
(Esw) & ((I:/A,dZ) o~ (([*/q ’%{Tu) .
Les nombres

—4

cu = (2%1) (1+ 240203 (M)q")
-6

e =‘<;n11> (1-504Z0s(n)q"

et A= (ci - c2)/1728 sont indépendants du choix de la base (wq,w2) de A . Ce
sont des polynSmes a coefficients entiers en les a; (voir par exemple le formulai-
re de Tate, mis au golt du jour par P. Deligne, dans Anvers IV (Springer Lecture

Notes 476)). Ce sont donc des entiers. La courbe E admet 1'équation de Weierstrass
2 = 4x3 - S4 y _ Cs
Y 4X T2 X .

Posons H(E) = exp h(E) et H*(E) = sup(lcal™*,lcel’’®) . Pour montrer qu'il n'y
a qu'un nombre fini de courbes elliptiques sur @ & h(E) donné, il suffit de bor-
ner H*(E) en terme de H(E) .

Prenons une base (wi,w2) de A avec |wql minimal. On a alors Im(t) > /3/2

et /1 -1/2 1
H(E) = k—TE|0)1[.|0)1 Im(r)|> = Tm.|1m(1')/ﬂ|_1/2
H*(E) < Co.H(E).Im(T)1/2 .
Pour Im(t) >a avec a >0, la relation j = ci/A =q ' + 744 + ... entre T

et 1'invariant modulaire j fournit que Im(t) ~ sup(1,logljl)/2n . Parce que A
est entier, on a aussi |jl| £ H*(E)'2 , d'ol

H* (E)

IA

Cq.H(E) .sup(1,log H*(E))1/2
et donc

A

H* (E) < Co.H(E).sup(1,log H(E))"/2 .

Remarque 1.5.— Pour Tt dans le demi-plan de Poincaré, soient y = Im(t) ,

q = exp(2nit) , A(t) le réseau Z @ Z.t , E(t) la courbe elliptique C/A(T) ,
mmie de la forme différentielle dz , o 1la forme différentielle

a = A(E(1),dz)1/12.dz (peu importe le choix de la racine douziéme) et

Vo(z) = %ﬁj ( )la/\a = dmy.1qV 2T (1-qn)2|12 .
E(z

Cette fonction de <t est invariante par SL(2,Z) , donc provient d'une fonction
V(j) de 1'invariant modulaire j . Pour E une courbe elliptique sur k , d'inva-
riant modulaire j € k , posons H(E) = exp([k:QIh(E)) (resp.
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(616) CONJECTURES DE TATE ET SHAFAREVITCH

ngom(E) = exp([k:Q]hgeom(E) ). On a
H E) = V(uj)=/2. TT sup(1,ljl )1/12 .
ge°m( ) L:L—Lﬂ: g v fini v

~

La différentielle logarithmique C log V(t) est, a un facteur prés, la série d'
Eisenstein non holomorphe Ez ; D. Masser a montré qu'elle ne s'annule que pour
j=0 ou j=1728 (Springer, Lecture Notes 437, lemme 3.2). On en déduit que le
maximun de V(j) est atteint en j =0 et que le minimum de hgeom(E) est atteint
par les courbes elliptiques d'invariant modulaire 0 . Ceci fournit le minimum de
h(E) .

Pour E une courbe elliptique d multiplication complexe par 1'anneau des en-
tiers 0 du corps quadratique imaginaire de discriminant -D , la formule de
Chowla-Selberg (J. Crelle 227(1967), 86-110) donne la valeur de h (B) : si €

geom
est le caractére de Dirichlet quadratique de conducteur D , on a

- 1 e(a) [w/zh
exp h E))™2 = —{ r'(a/D ]
(exp hyon ) = 75| TT £(a/D)
(w=# 0% , h =nombre de classes). Le cas particulier D = 3 fournit la valeur
minimun de h(E)

1

hpin = - 7108 /ls—(l‘(1/3)/1“(2/3))3} = - 0.749 .

Nous prouverons tout d'abord le lemme suivant, qui suffirait pour les applica-
tions.
Lemme 1.6.— Soit m un entier divisible par deux nombres premierns =3 . 1L n'y a
qu'un nombre gini de classes d'isomonphie de variétis abéliennes principalement po-
Larnisées (A,8) sur k , de dimension g , munie d'une structure de niveau m :
e : (Z/m)* —=- A ot de hautewr h(A) s h .

Parce que m 2 3 , les triples (A,8,e) n'ont pas d'automorphisme non trivial.
Les classes d'isomorphie, sur k , de ces triples, s'identifient aux k-points d'un
espace de modules M convenable. On prouvera 1.6 en comparant h(A) & la hauteur,
en un sens plus classique, du point de M correspondant & (A,8,€) . L'hypothése
sur m assure que A a réduction semi-stable, de sorte que la hauteur est inva-
riante par extension des scalaires.

1.7. Soit X une variété projective sur @ . Un faisceau inversible £ sur X dé-
finit une classe mod. 0(1) de fonctions hauteur h, sur X(@) . On peut construire
une telle fonction comme suit :

(a) On choisit une variété projective Xz sur Spec(Z), et un faisceau inversi-
ble -Cz sur Xz , tels que (X,£) se déduise de (XZ"CZ) par extension des sca-
laires de Z 3 Q.

(b) On choisit une structure hermitienne sur £ , i.e. sur le fibré en droites
‘CE sur X(€) déduit de £ . Pour simplifier, on la suppose invariante par la con-
jugaison complexe de (X(I) "E(I:) .

Soient alors k un corps de nombres, d'anneau des entiers 0 , et x € X(k) .

29



P. DELIGNE

Parce que X‘E est propre sur Spec(Z) , x se prolonge en

X, € XZ(O) = Hom(Spec(O),XZ) . Soit ﬁx la fibre de £ en x ; c'est un k-espace
vectoriel de rang 1 . Le choix (a) fournit la O-forme x5£27. de -CX . Le choix (b)
fournit, pour chaque plongement complexe ¢ de k , une forme hermitienne sur

£X %,L C . On prend

-1
h£(x) = —[-k—m deg £X .

Le facteur 1/[k:Q] dans la définition assure que pour k < k' , la fonction h,
sur X(k) est la restriction 2 X(k) de la fonction h£ sur X(k') ; par passage
a la limite, on obtient h, sur X@ .

Une version savante du fait qu'il n'y a qu'un nombre fini d'entiers n avec
Inl <h est:

Rappel 1.8.— S{ L est ample, L& n'y a qu'un nombre §ini de x € X(k) avec
h, x) £h .

Soit U un ouvert de X , de complément Y . On appellera distance Logarithmi-
que 3 Y une fonction o> 0 sur U(C) qui prés de Y a le comportement asympto-
tique p x - logZ Ifil2 , pour Y localement défini par des équations £=0.
Cette classe de fonctions sur U(C) ne dépend que de la structure de variété algé-
brique complexe de U(C) , non de la compactification X(C) de U(T) .

Soit, sur U, s une structure hermitienne sur le fibré en droites £ , sup-
posée invariante par conjugaison complexe. La construction ci-dessus de h£ permet
encore d'attacher & (£,s) une classe mod. 0(1) de fonctions hauteur h£,s sur
U@ . On dit que s est 3 singularnités Logarithmiques le long de Y si pour p
une distance logarithmique 3 Y et pour so une structure hermitienne sur £ , on
a pour r assez grand

sup(s/so,So/s) < 0(0) .

PROPOSITION 1.9.— S{ £ est ample et que s est d singulanités Logarithmiques Le
Long de Y = X-U, pour tout conps de nombres k 4L n'y a qu'un nombre gini de

x € Uk) avec h£,s(x) <h.

Preuve.— Fixons un plongement projectif X <»P et soit D une hypersurface de P
contenant Y . Soient r > 0 et s(D,r) une structure hermitienne sur

"C(I:l (X-D)(T) avec le long de D le comportement asymptotique s(D,r) X so.lfl-zr ,
pour s, une structure hermitiemne sur £ et f une équation locale de D . On a
s ¢s(,r) donc, 3 0(1) pres, h£,s > h.C,s(D,r) sur (X-D)(@ . Par ailleurs,
encore 3 0(1) preés,

1
Be,s(,1/m) = 7 Peencop) -
Pour n assez grand, £@n(-D) est ample et, d'aprés 1.8, il n'y a qu'un nombre

fini de x € (U-D)(k) avec h,cen(-D) borné. On conclut en écrivant Y comme in-
tersection de diviseurs D .
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(616) CONJECTURES DE TATE ET SHAFAREVITCH

1.10. Preuve de 1.6.— Sur 1l'espace de modules M , on dispose du schéma abélien uni-
versel A[M] et du faisceau inversible w := w(A[M]) . Ce dernier est muni de la
structure hermitienne s suivante : la fibre @, de w en x € M(C) est w(AS() ,
pour Ax la fibre de A[M] en x , et pour a € @, <e,a> = e AxlaAal .
Description analytique de (M,w,s) .— Soit V un espace vectoriel réel de dimension
2g muni d'une forme symplectique ( . L'espace de Siegef S correspondant est 1'
espace des structures de Hodge réelles de type {(-1,0),(0,-1)} sur V polarisées
par ( (sous-espaces isotropes maximaux F° c Vﬂ: =V ®]R C, tels que

Fo & Fo = Vp et que ig(x,x) >0 pour x € FO, x # 0 ). Le groupe Sp(V) agit
sur S . Le choix d'une base symplectique (ei’fi)1.<_isd de V identifie S a1'

espace des matrices symétriques Zij avec Im(Zi j) défini > 0 : imposer
fi _Z-:Zijej € Fo .

Fixons un ggseau entier VZ , engendré par une base symplectique (ei,fi)1 <i<d?
et € :(Z/(m)"" = VZ/mVZ . Le quotient de S par le groupe de congruence de
niveau m, T := Aut(Vz,w,ao) , s'identifie alors d une composante connexe de -
M(C) ; la variété abélienne correspondant 43 F° € S est A = FO\VGJ/VZ , sa pola-
risation est déduite de ¢ et sa structure de niveau m de €o . Variant €o , on
obtient toutes les composantes connexes.

Sur S, les %\ ((VE/F°)") sont les fibres d'un fibré en droites Sp(V)-équi-
variant ® . Sur S , nous trivialiserons  par sa base e déduite de la base
€1,...,eg de VE/FO . La métrique hermitienne s sur w pour laquelle
<e,e> = n &det Im(Z) est Sp(V)-invariante, et cette invariance la caractérise 3 un
facteur prés. Paxr passage au quotient par I', w et s sur S fournissent w et
s sur M(T) .

Pour g> 1, les HOM,w®™) sont de dimension finie et la compactification de
Baily-Bonet M(C)~ de M(C) est, pour n assez grand, 1'adhérence de M(C) dans
le plongement projectif défini par les sections globales de «® . Cette description
montre que M(C)~ provient d'une compactification M" de M (définiesur Q) et fournit
unprolongementde w a8 M (utiliser aussiA. Borel, J. diff. géom. 6(1972),543-560).

La proposition 1.9 raméne 1.6 aux propositions 1.11 et 1.12 suivantes.

PROPOSITION 1.11.— La structure hermitienne s de o est & singubarnités Logarnithmi-
ques Le Long de M -M .

Sur un domaine de Siegel, la base e de w est X aux images inverses sur $
des sections locales inversibles de w sur M ; on le vérifie i 1'aide des séries
d'Eisenstein ; les images inverses de fonctions 'distance logarithmique 3 M -M "
sont X aux fonctions £(Im Z) , pour £ une forme linéaire £(Y) = Tr(FY) , avec
F symétrique défini > 0 ; on peut le vérifier en utilisant, plutdét que la compacti-
fication de Baily-Borel M de M, les compactifications toroidales de [1]. La pro-
position en résulte.
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A (w,s) correspond une classe mod. 0(1) de fonctions hauteur hw s Sur
M(@) . Identifions un triple (A,8,e) comme en 1.6 au point correspondant de
M(k) = MQQ) .

PROPOSITION 1.12.— A un 0(1) (uniforme en k ) pres, on a

h(A) = h, ((A,8,€) .

Si on disposait, sur Z, d'une bomne théorie des compactifications des espaces
de modules de variétés abéliennes, on pourrait donner de 1.6 la preuve suivante. On
dispose de My, sur Spec(Z) et, sur My, d'un schéma abélien "universel" A[MZ]
prolongeant le schéma abélien universel A[M] sur M.

On espére que :

(a) Chaque compactification toroidale du type introduit dans [1] de M(T) , si dé-
finie sur Q@ , a un analogue sur Spec(Z) . Choisissons-en une, M(C)~ et soit M‘Z
la compactification correspondante de My .

(b) Le schéma abélien universel sur M;, se prolonge en un schéma semi-abélien
AlMy; ] sur M3 .

(¢) Sur @ , la compactification M~ de M domine M : on dispose de
u:M —M . Le prolongement u*» de © a M est w(A[M]) .

De (a) (b) résulte que si (A,8,e) sur k correspond au point x € M(k) , se
prolongeant en X, : Spec(0) — M , le modéle de Néron connexe Ag de A est
xéA[M'“E] . La fonction hauteur h(A) correspond donc & la fonction hauteur hw,s
sur M(Q) , relative au faisceau inversible o := w(A[MZ]) sur MoM, 3 s, et
d la structure entiére (M“E,w(A[M”Z])) . Ades 0(1) pres, les hauteurs hw,s sont
indépendantes des structures entiéres, et 1.12 résulte de ce que «© sur M est
1'image inverse de w sur M .

On ne dispose malheureusement pas de (a) (b) (c) et, pour prouver 1.12, nous
nous raccrocherons 3 la théorie des compactifications des espaces de modules de
courbes.

Lemme 1.13.— Pour X un schéma en courbes semi-stabfes sun S , Pic®(X/S) est un
schéma semi-abélien sur S .

Lemme 1.14.— Soient A un schéma semi-abélien sur un schéma noamal S . Toute de-
composition A = A' xA" sur un ouvert dense de S 4e profonge & S entier, avec
des facteurs semi-abZliens.

Lemme 1.15.— Soient A un schéma semi-ab@lien sun un schima S et, sur un ouvert
dense U de S, s0it H un sous-sch@ma en groupes §ini et plat de A . Apres un
changement de base propre sunfectif S'=—S , H' 4e prolonge en un so0us-schéma en
ghoupes plat swr S tout entien, germé dans A, et A/H' st semi-abélien.

Dans ces lemmes, pour éviter des questions délicates et sans intérét de repré-
sentabilité, il y a intérét a travailler partout avec des espaces algébriques.
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PROPOSITION 1.16 (0. Gabber).— Sodient X .wrnlductible, de type §ini sur S , et A
un Achéma abélien sun X . 12 existe un diaghamme commutatif

Yc—i—»Y'

ul

(1.16.1) X ,a
l/
S

avec u propre sunfectif et a propre, tel que Uu*A se profonge en un schéma
semi-abélien sun Y .

Preuve (esquisse).— Utilisant que la fibre générique de A/X est quotient d'une
jacobienne, le théoréme de compléte réductibilité de Poincaré et la propreté du
champ modulaire des courbes stables, on trouve Y , Y , un ouvert dense V de Y,
un schéma abélien A' sur V et une courbe stable C sur Y , tels que sur V ,
A v A' soit quotient de Pic{}(C) par un schéma en groupes fini et plat. On con-
clut en appliquant les lemmes 1.13 & 1.15.

1.17. Preuve de 1.12.— Appliquons 1.16 aux composantes irréductibles de

MZ — Spec(Z) . On peut supposer, et on suppose, que dans le diagramme (1.16.1)
obtenu, Y est normal, que Y est dense dans Y et que Y(i domine la compac-
tification M‘i de MlQ .

Ye— Y Yp Y(i

! / ult o we]”

Mz g Yo — Mg

| IS
Spec (Z) Spec(Q)

Vu 1'invariance de la hauteur h(A) par extension des scalaires, la méthode de dé-
monstration esquissée aprés 1.12 s'applique, pour autant qu'on puisse montrer que
u*(w) est le w du schéma semi-abélien A[Y(i] sur Y(i qui prolonge u*A[MQ] .
I1 suffit de le vérifier aprés extension des scalaires 3 C .

Notons que pour £ un fibré en droites sur un ouvert dense Y d'une variété
normale Y , (a) une extensionde Y 3 Y est uniquement déterminée par ses
images inverses sur des courbes lisses v : C — Y , avec v '(Y) dense - cette
image inverse &tant vue comme extension 3 C de 1'image inverse de £ sur v '(Y);
(b) pour s une structure hermitienne sur £ , £ admet au plus une extension i
Y™ relativement 3 laquelle s soit 3 singularités logarithmiques le long de Y -Y.
Cumulant ces remarques et invoquant 1.11, on se raméne 3 vérifier le

Lemme 1.18.— Sodient C une courbe algébrique Lisse sun € et A un schéma semi-
abélien surn C , abélien sur Le complément U = C-S d'un ensemble §ini de points.
La métnique henmitienne sur w(A)IU donnée, en y € U, par <a,a> = J laaal
est d singularnitis Logarithmiques Le Long de S . By
Soient s € S et identifions un petit voisinage de s (évitant S- {s}) au

’
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disque unité D , par une coordonnée locale 2z centrée en s . Considérons 1'image
inverse Aj de A sur D . Soient L le fibré vectoriel Lie (AD) et A le noyau
de 1'exponentielle Lie(AD) —»AD . Ce noyau est fermé dans L , étalé sur D et,
sauf au-dessus de 0 , un fibré en réseaux. Soit A° < A 1la réunion (disjointe) des
sections passant par les points de la fibre de A en 0 . Si on choisit une base
de L, A, < Lz ~ 8 apparait comme un réseau variable dans (3 (z#0) ; 1le
sous-réseau Ag se prolonge en z =0 , et A, - Ag tend vers 1'infini (puisque
A est fermé). Parce que A est un modéle de Néron connexe, les sections de AD
sur D* appartenant d un sous-groupe d'indice fini du groupe de toutes les sections
de torsion se prolongent & D . Ceci impose : Ag = invariants de la monodromie lo-
cale dans A, . Parce que la fibre de AD en 0 est semi-stable, Lo est engen-
dré par A3 . On a

(*) L est 1'unique fibré vectoriel prolongeant L|D* , de sections locales les
combinaisons linéaires a coefficients holomorphes de sections locales de A° .

On sait (voir par exemple P. Griffiths, Periods of integrals on algebraic ma-
nifolds II, Publ. Math. IHES 38, aux p. 175-177) que, en dehors de z =0 , AD
admet une description analytique du type suivant : pour une base convenable ¢ de
L sur DX ,ona AZ = (I:g/A(z) , le réseau variable A(z) vérifiant : il contient
Z8& ; si A°(z) est le sous-réseau fixe par la monodromie locale, A°(z) tend
vers une limite pour z -» 0 (limite dans 1'espace des sous-Z-modules discrets de
rang r = rg A°(z) de 8 ) ;5 A(z) - A°(z) tend vers l'infini. Les formules
asymptotiques de Loc. cit. montrent de plus que le volume de €8/A(z) croit en
|10g|z||2g-r . D'aprés (*), la base ¢ de LID* se prolonge en une base de L
sur D ; 1.18 en résulte.

1.19. La preuve donnée de 1.6 s'applique aussi bien pour € une polarisation de
degré fixe n , plutdt que de degré 1 . La description analytique de 1'espace de
modules correspondant M = Mg, n,m est un peu plus compliquée. Le groupe

G := GL(2g,Z/(m)) agit sur M (changement de structure de niveau) et M/G est
1'espace grossier de modules Mg,n des variétés abéliemnes polarisées (A,8) , de
dimension g et de degré de polarisation n . Le fibré » sur M, avec sa struc-
ture hermitierme, est G-équivariant. Sa puissance tensorielle (#G)-igme se des-

Ps

cend donc 3 M/G . Soit h ume fonction hauteur correspondante sur Mg n- M/G ,
b
divisée par #G . On déduit de 1'analogue de 1.12 pour les variétés abéliemnes mu-

nies d'une polarisation de degré n (plutdt que principale) le

Lemme 1.20.— Pour (A,8) sur k connespondant @ un point a de Mg,n(k) cMg’n@),
on a
hgeom(A) = h() + 0(1) .
La preuve de 1.9 montre que, comme c'est le cas pour les hauteurs usuelles,

h(a) est borné inférieurement sur Mg n((]_)) :
’
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Lemme 1.21.— Quels que soient g et n , AL existe Cg n tel que pour toute varie-
’

18 abélienne A sur un conps de nombres, admettant une polarisation de deghé n ,

on ait

h(A) = hgeom

A) 2 Cg,n .
Remarque 1.22.— On peut montrer que pour A une variété abélienne 3 réduction semi-
stable sur un corps de nombres k , de duale A* , on a h(A) = h(A*) . Sur un corps
quelconque, pour A une variété abélienne sur k , A“%xA** admet toujours une po-
larisation principale (Zarhin). Puisque h(AxB) = h(A) + h(B) , il en résulte que

N 1
dans 1.21 on peut prendre Cg,n indépendant de n (remplacer Cg,n par ¢ ng’1 ).

Lemme 1.23.— Le conps k , g, n et h é&tant §ixés, 4L existe un ensemble find
S de places de k tel que toute varniété abélienne polarisée (A,8) de dimension
g et de degré de polarnisation n sur k , avec h(A) < h , ait réduction semi-
stable en dehons de S .

Soit (A,8) . Sur une extension k' de k qu'on peut prendre de degré
< IGL(2g,Z/(15)1 , A' := Ak' a réduction semi-stable. Le morphisme AO ®0 — A('),
a une différentielle non inversible en réduction en chaque place de k' au-dessus
d'une place de k ol A a réduction non semi-stable. Si la caractéristique rési-
duelle est p , chacune de ces places contribue un terme au moins égal a
log p/[k':Q] a3 h(A) - h(A') . On a donc log p/[k':Q] < h(A) —cg,n et ceci borne p.

1.24 Preuve de 1.3.— On déduit de 1.20 que les (A,®8) ne forment, sur la cldture
algébrique de k , qu'un nombre fini de classes d'isomorphie. Pour chacune de ces
classes, le lieu de mauvaise réduction est borné par la réunion de S (1.23) et du
lieu de mauvaise réduction potentielle (fixe), et A admet une structure de niveau
m =15 sur une extension k' de k de degré et ramification bornés. Il n'y a
qu'un nombre fini de tels corps k' (Hermite), et qu'un nombre fini de fagon de

descendre de k' 3 k.
Montrons qu'on peut améliorer 1.3 en omettant 6 .

Rappel 1.25.— Soit E un orndre d'une algébre semi-simple S sun Q .

(i) E*, agdssant sur L'ensemble des idempotents de E par automorphismes inté-
nlews, n'a qu'un nombre gini d'onbites.

(ii) Pour S une algébre a involution, E* , agissant sur L'ensemble des ELZments
hermitiens (h = h*) de E de norme donnée (par xhx* ), n'a qu'un nombre gini d'on-
bites.

Appliquant 1.25 34 1'anneau des endomorphismes d'une variété abélienmne A sur
k , on obtient

Rappel 1.26.— (i) Les vaniités abéliennes facteuwr direct de A ne gorment qu'un
nombre fini de classes d'isomonphie.

(ii) Les polarisations de degré n, © , de A ne fournissent qu'un nombre §ini
de classes d'isomonphie de varietés abéliennes polarnisées (A,8) .
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De 1.26 (i), on déduit de 1.3 par 1'argument 1.22 de passage & A% xA*+ | la

Variante 1.27.— Pour k , g et h 4ixés, 4L n'y a qu'un nombre §ini de classes
d'{somonphie de vaniétés abéliennes A surn k de dimenmsion g et de hauteur
h(A) <h .

Noter que, par 1.26 (ii), cette variante renforce 1.3.

2. ISOGENIES

Dans ce paragraphe, nous &tudions la variation de la hauteur h(A) par iso-

génie, pour A 3 réduction semi-stable, et en déduisons la conjecture de Tate.

2.1. Pour toute suite exacte 0 — A' — A — A" — 0 de schémas en groupes commu-
tatifs plats sur une base S , on dispose d'un isomorphisme naturel

w(A) ~ w(A') ®w@" .

Pour k un corps de nombres d'anneau d'entiers 0 , S = Spec(0) et A (donc A',

A" ) de fibre générale propre sur k , cet isomorphisme est compatible aux structu-
res hermitiennes des deux membres. Ceci traduit que

On a donc JA(E) [A”((E)JA‘(E)
deg w(A) = deg w(A') + deg w(A") .

Soit u : A » B une isogénie entre variétés abéliennes sur k , de noyau H,
et soit HO 1'adhérence schématique de H dans le modéle de Néron connexe A8 de

=

A . On suppose A 3 réduction semi-stable. La suite

0 —H
est alors exacte. Elle fournit
(2.1.1) h(B) = h(4) -

— A2 - B2 —0

0 0 0

1
[k:Q]

deg w(H(")‘) .

2.2. Calculons w(H) pour H un schéma en groupes commutatifs plat quasi-fini sur
S =Spec(0) . Sur k, H estétale, LieH=10 et o(H) ®0 k est canoniquement
isomorphe & k . Via cet isomorphisme, la 0O-structure wH) de o(H) ®O k coin-
cide avec celle 0 de k sur l'ouvert de S ol H est étale, mais pas ailleurs,
et les structures hermitiennes différent.

(a) La structure hermitienne de w(H) ®0 C ~C est #H fois la structure standard.

(b) Supposons tout d'abord H fini sur S , d'algébre affine O(H) . Cette alge-
bre est d'intersection compléte. Soit D-' sa différente inverse : le plus grand
sous-0 (H) -module de 0O(H) ®0 k sur lequel la trace TrH /s soit 3 valeurs dans O .
La trace 1'identifie au 0-dual de O(H) . On a O(H) = D~' . Parce que H est un
groupe, il existe un O-module Do' : 0 = Do’ =k , tel que 7' =05" ® 0(H) . On a

o) = 05" .
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(c) Dans le cas général, on définit 05" en se localisant pour la topologie
€tale sur S : localement, H est extension d'un schéma en groupe étale H'" par
H' fini, et 05" pour H := 05" pour H' . On a encore w(H) = Dg' . En particu-
lier, 1'isomorphisme w(H) ®0 k = k se prolonge en 0 < w(H) .

La définition du degré donne

2.2.1) deg w(H) = log[(#H)'[k:Q]/z.#(m(H)/O)] .

I1 résulte de [3] prop. 9 de 1'appendice que w(H)/0 est annulé par #H , d'ol 1la
borne

(2.2.2) so() /0] #ulU

Nous aurons a faire usage de la condition suivante, automatique pour H fermé
dans A semi-abélien sur S .

(2.2.3) Pour toute place finie v de k , soit HV le schéma en groupes sur
Sv = Spec(()v) déduit de H . Il est extension d'un sous-groupe ouvert H;; d'un
groupe H; fini étale sur SV par un groupe H\'{ fini sur SV .

Soit £ un nombre premier et supposons H annulé par £ . Soit K une clo-
ture algébrique de k . Le groupe de Galois Gal(k/k) agit sur Hk) , qui est un
vectoriel de rang fini r sur ]FK . Soient x[H] : Gal(k,k) — ]Fz le déterminant
de cette représentation et xo[H] son composé avec le transfert
Gal (F/Q)ab — Gal(k/ k)ab - Si € est la signature de la représentation de permuta-
tion de Gal(k/Q sur Gal(k/Q)/Gal(k/k) , on a

Xo[H] = det(Indgzng% HE) - IFE)) = det Ind H(E).er .

L'hypothése (2.2.3) assure que ¥XolH] : Gal(k/Q) — ]Fz n'est ramifié qu'en £ ,
donc est une puissance du caractére T donnant 1'action de Gal (k/Q) sur les ra-
cines {-iémes de 1 .

Soit v ume place de k divisant £ . Sous 1'hypothdse que 1'indice de rami-
fication absolu e en v soit < (£-1) » M. Raynaud [3] théoréme 4.1.1 relie la
restriction de x[H] au groupe d'inertie en v 3 la longueur de la v-composante
de w(H)/0 . I1 traite du cas d'un groupe fini sur S, » mais 1'hypothése (2.2.3)
permet de se ramener 3 ce cas. On déduit de son résultat que

PROPOSITION 2.3.— Pour H annulé parn £ et verniflant (2.2.3), 84 pour toute place
v de k diuisant £ £'indice de namification absolu est < £-1 , On a, posant

#(H)/0) = £,
Xol[H] = t% .,

Nous allons en déduire le
THEOREME 2.4.— Soit A une varniété abélienne sur k , 4 nlduction semi-stable. 1L
existe un ensemble §ini F de nombres premiens tels que, pour u : A->B une is0-
génie de degné premier aux L' € F, on a
h(A) = h(B) .
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Nous prouverons qu'on peut prendre F ne dépendant que de la classe d'isogé-
nie de A . Pour prouver cet €noncé plus fort, il suffit de traiter d'une isogénie
de noyau H annulé par un nombre premier £ . Soient F, 1l'ensemble des £' tels
que, en une place de k divisant £' , 1'indice de ramification absolu soit
2 £'-1 et p un nombre premier tel qu'en chaque place divisant p , A ait
bonne réduction. Notre F vérifiera F o F, U {p}

Pour chaque place v de k divisant p , soient q, le nombre d'éléments du
corps résiduel, e, 1'indice de ramification absolu et P, le polyndme caractéris-
tique de 1'automorphisme de Frobenius arithmétique o, agissant sur TK(A) . C'est
un polyndme unitaire d coefficients entiers indépendants de £ , ne dépendant que
de la classe d'isogénie de A . Soient a‘:...agd les racines complexes de PV ,
avec leur multiplicité. D'aprés A. Weil, ce sont des nombres de valeur absolue q’\fz

Soit R un anneau d'entiers de corps de nombres assez grand pour contenir les
a‘i’ (vlp) . Si H(K) est de dimension r sur lFﬂ , 11 existe R —-»]an , de noyau
A , et, pour chaque vVIp , une partie I, a r éléments de [1,2d] telle que le
polyndme caractéristique de @, agissant sur H(k) soit la réduction mod. A du
produit des (T-a‘i’) , 1€ JV . On a alors

XG0y = TT(TTal)™ , md. r .

P° o vip\iedy,
Si #(w(H)/0) = Vo , on en déduit par 2.3 que

e
(2.4.1) TT( T‘[a‘{) Vep" , mod. A
le IEJV [k'Q] r/z
La valeur absolue complexe du premier membre est p~ "' . La congruence ne

peut donc &tre une égalité que si n = [k:Ql.r/2 , auquel cas deg w(H) = 0 (2.2.7).

Si F. est 1'ensemble des £ qui divisent 1'un des nombres NR/Z(W( TT o.‘i’)ev-pb) R
vIp ieJ (v)
oll, pour 1< r < 2d convenable, les J(v) sont des parties & r é&léments de

[1,2d] et od 1<b < [kiQl.r, b# [k:Ql.x/2 , alors F=F4U {p} UF2 convient :
la congruence (2.4.1) implique égalité, deg w(H) = 0 , et on conclut par (2.1.1).

2.5. Fixons un nombre premier £ , soit AE,,(F) le groupe des points de torsion de
A) d'ordre une puissance de £ , et soit W un sous-groupe £-divisible de
Azm(T(_) , stable par Gal(k/k) . I1 correspond 2 un sous-module stable T,(W) = T,(A),
avec TI,(A)/T?_(W) sans £-torsion. Pour chaque entier n , soit B(n) le quotient
A/W£rl de A.

THEOREME 2.6.— Powt n asez grand, h(B(n)) est indépendant de n .

La preuve est semblable a celle du théoréme 2.4, la référence [3] 4.1.1 étant
remplacée par [3] 4.2.1 qui affirme : si W est un groupe £-divisible sur
SV = Spec (0 V) (v place de k divisant £ ), d'algébre de Lie de dimension d ,
et si x[W] : Gal(?v/kv) — Zz est le déterminant de 1'action de Gal(?v/kv) sur

T,(W) , la restriction de x[W] au groupe d'inertie I < Gal('lEV/kV) est 19 R
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pour T le caractére donnant 1l'action de Gal (EV/kV) sur les racines de 1'unité
d'ordre une puissance de £ . Par ailleurs, le Ov-module co(WZ)/O est de longueur
d.eV . ‘

Deux problémes apparaissent.

(a) Soient W(n) 1'adhérence schématique de W[_n dans Ag , et W(n)V son ima-
ge inverse sur Sv . Soit W(n)% le plus grand sous-schéma en groupes de W(n)V
fini sur SV . Alors UN@P (€ ) < W

vV
n'est peut-€tre pas un groupe £-divisible.

(b) Méme si c'est le cas, les W(n)“’, ne forment peut-€tre pas sur S, un groupe
£-divisible : bien qu'exactes au point générique, les suites

n
0 — W)Y — Wn+m9 —E— Wm)o — 0

pourraient ne pas étre exactes.

Ces difficultés disparaissent pour A remplacé par A/W£n , N assez grand
(pour (b), cg. [4] prop. 12), et on en déduit le théoréme.

Si A est principalement polarisée et que W est un sous-espace isotrope ma-
ximal, les A/W'zn admettent encore une polarisation principale. Par 1.3 et 2.6,
ces quotients se répartissent en un nombre fini de classes d'isomorphie. Comme ex-
pliqué dans 1'exposé de Szpiro, on déduit de 13 la conjecture de Tate. L'informa-
tion additionnelle fournie par le théoréme 2.4 donne, par la méme méthode, 1'énoncé

plus précis suivant

THEOREME 2.7.— Soient A une varidté abéliemne suwr un conps de nombres k , de
clitune w@gébuque k . Le groupe de Gatois Gal(k/k) agit sun T(A) := WTK(A) )
d'ox p :Z[Gal(k/k)] — End5(T(A) . La sous-atgebre p(Z[Gal(kK/k)]) de

Endi (T!.(A)) est d'indice §ini dans Le commutant de End(A) .

Outre la conjecture de Tate et la semi-simplicité de 1'action de Gal(k/k)
sur VI,(A) , ce théoréme affirme que pour presque tout £ , les combinaisons
Z[linéaires d'éléments de Gal(k/k) remplissent le commutant de End(A) dans
EndZZg(TZ(A)) .

COROLLAIRE 2.8.— Sun un conps de nombres k , une classe d'isogénie de variétés
abéliennes se compose d'un nombre fini de classes d'isomonphie.

Soit A une variété abélienne sur k . La donnée d'une variété abéliemne A'
isogéne & A équivaut 3 la donnée, pour tout £ , d'un réseau Té c VZCA) stable
par Gal(k/k) , avec Té = TI.(A) pour presque tout £ . Pour que A' soit isomor-
phe & A, il faut et il suffit qu'il existe b € End(A) ® Q tel que pour tout £,
b.TI_(A) = T}’ .

Pour chaque nombre premier £ , le fait que Qz[Gal (k/k)]1 ait pour image dans
End(V/e(A)) le commutant de End(A) ®Q£ implique que (End(A) ®Q£)* n'a qu'un
nombre fini d'orbites dans 1'ensemble des réseaux TI"_ c VZ(A) stables sous Galois.
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Pour les £ tels que End(A) ® Z[_ soit un ordre maximal dans 1l'algébre semi-simple
End(A) @ Q, , et que Z K[Gal (k/k)]1 ait pour image dans End(TE(A)) le commutant de
End(A) , il n'y a méme qu'une orbite.

Soit G 1le groupe algébrique sur @ groupe multiplicatif de la Q@Q-algébre
End(A) ® Q . C'est un groupe réductif. Le groupe adélique G(Af) agit sur les sys-
témes de réseaux (Té) , et ce qui précéde montre qu'il n'y a qu'un nombre fini d'or-
bites. Pour chacune, 1l'ensemble des classes d'isomorphie de variétés abéliennes cor-

respondantes s'identifie a un ensemble de doubles classes G(Q)\G(Af) /K, avec K

sous-groupe compact ouvert de G(Af) . Un tel ensemble est fini, et le corollaire
en résulte.

COROLLAIRE 2.9.— Sut un conps de nombres k , Les varniétés abéliennes polarisées
(A,8) , de degné de polanisation n §4{xé, avec A 4isogene a une varieté abélienne
fixe B , ne forment qu'un nombre fini de classes d'isomonphie.

Preuve.— Appliquer 1.26 (ii).

3. LA CONJECTURE DE SHAFAREVITCH

THEOREME 3.1.— Sodent k un conps de nombres, K une cliture algébrique de k ,
S un ensemble fini de places finies de k , £ un nombre premier et d un entienr.
12 existe un ensemble fini T de places ginies de k , disjoint de S , tel qu'une
neprésentation L-adique semi-simple de dimension d , p : Gal(k/k) — GL(d,Q,) ,
non hamifiée en dehons de S , s0it uniquement déterminZe (& Lsomonphisme de repré-
sentations pres) par Les traces Tr(o(e,)) , powr v ET.

On sait (Hermite) qu'il n'existe qu'un nombre fini d'extensions galoisiennes
k' de k , non ramifiées en dehors de S et de degré borné. D'aprés Cebotarev, il
existe donc un ensemble fini T de places de k , disjoint de S , tel que les
classes de conjugaison des Frobenius o, (v € T) remplissent tout Gal(k'/k) ,
pour toute extension galoisienne k' de k , non ramifiée en dehors de S , de de-
gré < £2d2 . Prouvons que T convient.

Soient donc p1 , P2 deux représentations £-adiques du type dit, avec
Tr p1((pv) = Tr p2 (cpv) pour v € T . Nous voulons montrer que 4 €t pz ont méme
caractére, donc, étant semi-simples, sont isomorphes. Soit M 1'image de 1'algébre
Zz[Gal('E/k)] par _

P1xp2 : Zy[Gal(k/k)] — My(Q,) xMy(Q,) -

I1 s'agit de vérifier que, sur M, la forme linéaire &(mq,mz) := Tr(ms) - Tr(mz)
est identiquement nulle. L'algébre M est un Z [module dezgz:ng < 2d2 . L'image
de Gal(k/k) dans le quotient (M/M)* a donc moins de £ éléments et, par hy-
poth&se, chaque élément de cette image est un (o1 x P2) (wv) , Vv €T . Par Nakayama,
les (p1xpP2) (cpv) (v € T) engendrent ZZZ-linéairement M . Sur eux, la forme liné-
aire & s'annule par hypothése, d'oi & =0 sur M.
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Remarque.— Un énoncé plus faible que 3.1 avait &té obtenu par J.-P. Serre, modulo
une hypothé&se de Riemann généralisée.

COROLLAIRE 3.2.— Soient k un conps de nombres et S un ensemble §ini de places
de k. 1L n'y a qu'un nombre §ini de classes d'isogénie de variétss abiliennes de
dimension g sun k , a bonne néduction en dehons de S .

On fixe un nombre premier £ et on applique 3.1 3 S U {places divisant £} ,
2 et d = 2g . Pour chaque variété abélienne A du type considéré, la représenta-
tion £-adique VZ(A) = K(A) ®02£ est semi-simple (par 2.7), et il n'y a qu'un
nombre fini de possibilités pour la trace de @ (v € T) : par A. Weil, elle est
entiére et bornée par Zg/cf/ . I1 n'y a donc qu'un nombre fini de possibilités pour
la classe d'isomorphie de VF,(A) , et on conclut par la conjecture de Tate.

De ce corollaire on déduit par 2.8 et 2.9 :

COROLLAIRE 3.3.— Soient k un coaps de nombres et S un ensemble gini de places
de k . 1L n'y a qu'un nombre §ini de classes d'isomorphie de varietés abéliennes
de dimension g sun k , @ bonne réduction en dehorns de S .

COROLLAIRE 3.4.— Soient k un conps de nombres et S un ensemble fini de places
de k. 1L n'y a qu'un nombre §ini de classes d'isomonphie de varietis abéliennes
polarisées (A,0) sur k , de dimension g et de degnl de polarisation n , a
bonne réduction en dehons de S .
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