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Premiére partie

Corps finis

1 Anneaux quotients de Z et de K[X]

1.1 Généralités, anneaux, idéaux, anneaux quotients, ca-
ractéristique

Un anneau (A, +, X) est un ensemble A muni de deux opérations (lois), + et x,
telles que (A, +) est un groupe commutatif d’élément neutre noté 0, et telles que
X est associative, distributive par rapport a +, et munie d’un élément neutre
noté 1. On note A* le groupe multiplicatif de A, constitué des éléments inversibles
(ou unités) de A. Ne pas confondre A* avec A\ {0} : 'anneau A est un corps
lorsque A* = A\ {0}. On ne considérera que des anneaux commutatifs (i.e. dont
la multiplication est commutative), de méme lorsque nous parlerons de corps nous
sous-entendrons qu’il s’agit d’'un corps commutatif.

Un idéal I de A est un sous-groupe additif de A avec la propriété supplémentaire :
acAxel =axrel.

L’anneau quotient A/I est 'ensemble des parties de A de la forme x + I. On
vérifie que 'addition et la multiplication des parties (z + I) et (y + I) fait de
A/I un anneau, et que 'application z — = + I (la projection) est un morphisme
de A sur A/I. L’ensemble aA des multiples de a € A est appelé ['idéal principal
engendré par a, et est parfois noté (a).



On emploie également les notations :
a =0bmod [ a=0b modc

pour signifier que les éléments a et b de A se projettent sur le méme élément de
I'anneau quotient A/I (resp. A/(c)), i.e. a—b € I (resp. a — b € (c)). On écrit
aussi a = bmod I, a = b mod c. On a tendance a utiliser la méme notation a pour
signifier I’élément de A et son projeté dans A/ §’il n’y a pas d’ambiguité : s’il
y a ambiguité on utilise parfois la phrase «a modulo I» pour signifier le projeté
de a.

Exemples d’anneaux : Z,Z/nZ,Q, K[ X|, K[X,Y], K[| X]], K(X), Z]1].

Dans la suite on s’intéresse plus particuliérement aux cas de Z et de K[X], I'an-
neau des polynémes a coefficients dans le corps commutatif K, ainsi qu’a leurs
quotients.

Soit ¢ I'application

6 N — A
no o= 141441
—_——

n fois

qui se prolonge en un morphisme d’anneaux de Z dans A. On appelle caractéris-
tique de A, et 1'on la note car(A), le plus petit entier strictement positif n, s'il
existe, tel que ¢(n) = 0 dans A : si cet entier n’existe pas on définit la caracté-
ristique de A comme étant égale a zéro.

— EXERCICE 1. Montrer que si n = car(A), ker ¢ = nZ et qu’il existe un iso-
morphisme d’anneauz entre 7./nZ et un sous-anneau de A.

1.2 Reconnaitre un inversible et calculer 'inverse dans A =
Z/nZ, A= K[X]/(P)

On note également par Fy 'anneau (et le corps) Z/27Z.

— EXERCICE 2. Soit A lanneau A = Fo[X]/(X? + 1). Décrire A, combien A
a-t-il d’éléments ? Quel est A* ?

—Solution. A* = {1, X, X?}. On a la factorisation X°?+1 = (X+1)(X%+
X +1). Aprés avoir exclu les multiples de (X +1) et (X?4+X+1) il
reste X et X?. On constate qu’ils sont inverses 1’un de 1’autre.

L’exercice précédent se généralise de la maniére suivante :

Théoréme 1 On a les caractérisations suivantes de l'inversibilité :



— [ ’entier k est inversible dans Z/nZ si et seulement si pged(k,n) = 1.
— le polynome Q(X) est inversible dans l’anneau K[X]/(P) si et seulement si

pged(P,Q) = 1.

Si d est un diviseur non-trivial commun & k et a n, on a, en posant a = n/d # 0
dans Z/nZ, ka = 0 mod n. L’élément k de Z/nZ n’est donc pas inversible, sinon
'associativité de la multiplication impliquerait les égalités suivantes dans Z/nZ

a=(k"'k)a=Fk"(ka)=k"0=0

ce qui est absurde. On raisonne identiquement dans K[X]/(P).
La réciproque, c¢’est-a-dire étre premier avec n (ou avec P) implique I'inversibilité,
vient de 'existence de la division euclidienne dans Z et dans K[X].

On reconnait donc le caractére inversible d’un élément d’un de ces anneaux quo-
tients grace a ’algorithme d’Euclide. On calcule I'inverse d’un élément par 1’algo-
rithme d’Euclide étendu qui nous donne une identité de Bézout. Soit & calculer,
par exemple, I'inverse de X2+ 1 dans Fy[X]/(X*+ X + 1). L’identité de Bézout
a trouver est de la forme :

UX) X'+ X+ 1)+ V(X)(X?+1)=1.

L’algorithme d’Euclide appliqué a (X% + X +1) et X2+ 1 nous donne la suite de
divisions euclidiennes suivantes :

X'+ X+1 = (XP+D)(X2P+1)+X (1)
X*4+1 = X-X+1 (2)

Pour trouver l'identité de Bézout, on écrit la derniére égalité (2) sous la forme :
=X +1)+X-X (3)

Puis on remonte progressivement la suite d’égalités, en remplacant le reste de la
division euclidienne par son expression : ici on transforme (1) en une expression
pour le reste X

X=X"+ X +1+(X*+1)(X*+1)

et 'on substitue dans (3) pour obtenir

I = X+ D+ XX+ X +1+(XP+1)(X2+1))
I = X(X*'"+X+1D)+0+X(X2+1)(X*+1)
I = X(X'"+X+1D)+(XP+X+1)(X?+1).

C’est l'identité de Bézout avec U(X) = X et V(X) = X3 + X + 1. L’inverse de
X2 +1 dans Fo[X]/(X*+ X +1) est V(X) = X3+ X + 1.
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1.3 Irréductibilité, polynémes irréductibles
On a la conséquence suivante du théoréme 1 :

Proposition 2 L’anneau Z/nZ est un corps si et seulement si n est premier.
L’anneau K[X]/(P) est un corps si et seulement si le polynome P(X) est irré-
ductible.

Notons qu'un polynéme P(X) € K[X] admet a comme racine dans K si et
seulement s'il est divisible par le polynéme (X —a). En particulier, si un polynéme
est irréductible sur K, et s’il est de degré strictement supérieur a 2, il n’a pas
de racine dans K. Attention, la réciproque n’est pas vraie, un produit de deux
polynomes irréductibles sur K de degrés > 1, n’a toujours pas de racine dans K,
mais n’est plus irréductible.

Il y a unicité de la décomposition en facteurs irréductibles dans les anneaux Z
et K[X] (c’est une conséquence de l'existence de la division euclidienne). En
particulier, retenons :

Proposition 3 le nombre de racines d’un polynéme de K[X] est inférieur ou
égal a son degreé.

— EXERCICE 3. Quels sont tous les polynomes irréductibles de Fy| X de degré 3 2
de degré 4 ¢

Points essentiels a retenir

I'anneau Z/nZ est un corps si et seulement si n est premier

I'anneau K[X]/(P) est un corps si et seulement si P(X) est irréductible
sur K

e savoir calculer un inverse dans Z/nZ et K[X]/(P)

e savoir ce qu’est la caractéristique d’un anneau.

2 Corps finis, extensions de corps

2.1 Premiéres constructions de corps finis

La proposition 2 nous donne deux maniéres de construire un corps fini :
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— prendre un nombre premier p et former le quotient Z/pZ,

— prendre un polynéme P irréductible sur le corps Z/pZ et former le quotient
Z|pZ[X]/(P).

— EXERCICE 4. Soit P un polynome a coefficients dans Z/pZ de degré n. Pourquoi
UVanneau Z/pZ|X]/(P) a-t-il p"™ éléments ?

Les questions que nous voulons nous poser maintenant sont :

1. Ces constructions nous permettent-elles d’obtenir tous les corps finis, a
isomorphisme pres ?

2. Deux polynémes P et @ de Z/pZ[X], irréductibles et de méme degrés,
donnent naissance a deux structures de corps a ¢ = p" éléments. S’agit-
il de structures essentiellement différentes, ou existe-t-il un isomorphisme
caché entre les deux?

Commencons par chercher la réponse a la premiére question. Soit donc un corps I,
que nous supposerons fini et a |F| = ¢ éléments.

— EXERCICE 5. Montrer que la caractéristique de F est un nombre premier p.

Le corps FF contient donc un sous-corps F, isomorphe a Z/pZ. On constate que F
est naturellement muni d’une structure d’espace vectoriel sur F,, (il suffit de dégra-
der la multiplication interne dans [F en la multiplication externe par [F,,. Puisque [F
a un nombre fini d’éléments, il ne peut-étre que de dimension finie n sur I, il a
donc g = p™ éléments. On peut donc soupgonner que la réponse a la question 1 est
affirmative, auquel cas il s’agit de mettre en évidence un polynéme P irréductible
de degré n sur Z/pZ et un isomorphisme entre F et Z/pZ[X]/(P). Pour ce faire,
commencons par quelques généralités sur les extensions de corps.

2.2 Extensions de corps, extensions simples

Généralisons légérement la situation précédente, soit K un corps (commutatif)
qu’il n’est pas nécessaire pour l'instant de supposer fini, et soit L une extension du
corps K. Ceci veut dire que L contient ' comme sous-ensemble et que 1’addition
et la multiplication dans L prolongent celles de K : en d’autres termes, si z,y € K,
x +y et x X y désignent le méme élément (de K) que les opérations soient prises
dans (K, +, x) ou dans (L, +, x). On note 'extension par L/K ou L : K.

Commencons par la méme remarque qu’au paragraphe précédent : le corps L est
muni d’une structure d’espace vectoriel sur K. Si cette espace vectoriel est de
dimension finie on note [L : K] sa dimension, on dit que Iextension L/K est
finie, et on appelle [L : K] le degré de I'extension.

On a la formule suivante.



Proposition 4 Soient L/K et M/L des extensions finies. Alors M/K est une
extension finie et [M : K| = [M : L|[L : K].

Preuwve : Soit (¢;);=1., une base de L sur K ou a = dimg L. Soit (m;);=1., une
base de M sur L ou b = dimy M. On vérifie, sans difficulté particuliére, que
(€;m;)i=1.a,j=1. €st une base de M sur K. 1

Définition 5 Soit L/K une extension et soit « € L. On note K («) lintersection
de tous les sous-corps de L contenant K et a. On dit que c’est le plus petit corps
contenant K et a, ou encore le corps engendré par K et . On dit que L est une
extension simple de K s’il existe a« € L tel que L = K(«). On dit encore que «
est algébrique sur K si lextension K(a)/K est finie.

Lorsque « est algébrique sur K on appelle polynéme minimal P,(X) de «, le
polynéme unitaire non nul de K[X] de plus petit degré s’annulant en .

— EXERCICE 6. Montrer que le polynéme minimal P,(X) de « est irréductible
sur K.

— EXERCICE 7. Soit I, = {P(X) € K[X] | P(a) = 0}. Montrer que I, est
idéal (P,).

— EXERCICE 8. Lorsque o est algébrique sur K, montrer que 1,a,0?,...,a" !

est une base de K(a) sur K, ot n = deg(P,) = [K(a) : K].
On vient de montrer que 'application
¢ K[X] — K(a)
P(X) — P(a)
induit par passage au quotient I'isorphisme K[X]/(P,) — K(a).

Enoncons :

Proposition 6 Lorsque « est algébrique sur K, son polyndome minimal est irré-
ductible et le corps K (a) est isomorphe a K[X]/(P,).

Nous pouvons maintenant reformuler la question 1 de la section 2.1 ainsi : «tout
corps fini F est-il une extension algébrique simple de F,, = Z/pZ, ot p = car(F) 7»
3 Théoréme de I’élément primitif

Dorénavant nous nous intéressons exclusivement aux corps finis. Le résultat prin-

cipal de cette section est le théoréme suivant, appelé «théoréme de 1’élément
primitify :



Théoréme 7 Le groupe multiplicatif K* d’un corps fini K est un groupe cyclique.
Tout générateur de ce groupe est appelé élément primitif de K.

Pour démontrer ce théoréme nous utiliserons le résultat suivant : rappelons que
le nombre d’entiers k, 1 < k < n, premiers avec l’entier n > 1 est habituellement
noté ¢(n) (indicateur d’Euler de n). Il s’agit du nombre de générateurs du groupe
additif (Z/nZ,+). C’est aussi, (théoréme 1) le nombre d’éléments inversibles de
l'anneau (Z/nZ,+,x) (lorsque n > 2).

Lemme 8 Pour tout entier strictement positif n, on a [’égalité :

> é(d) =n.

dn

Preuve : Un élément d’ordre d dans (Z/nZ,+) engendre un sous-groupe cy-
clique de (Z/nZ,+), qui lui-méme contient ¢(d) générateurs, i.e. éléments d’ordre
d. Pour tout d|n, il y a exactement un sous-groupe cyclique d’ordre d dans
(Z/nZ,+), il y a donc exactement ¢(d) éléments d’ordre d dans (Z/nZ,+).

Preuve du théoréeme 7:  Soit n = |K*|. Le phénoméne qui implique le théoréme
est quun polynome de K[X] a un nombre de racines majoré par son degré. En
particulier le nombre d’éléments de K* qui vérifient

=1 (4)

est au plus d. Appelons Ny 'ensemble des © € K* d’ordre (multiplicatif) d dans
K*. Soit Ny = (0, soit Ny contient au moins un élément, disons x. Mais alors x
engendre un sous-groupe cyclique de K* qui contient donc d éléments, chacun
desquels vérifie (4). Ce sous-groupe de K* contient donc ¢(d) générateurs, et on
en déduit
[Na| = ¢(d)

puisqu’il n’y a plus de place dans K pour d’autre solution de (4). On vient de
montrer que |Ng| = 0 ou |Ng| = ¢(d). Comme (Ng)g, est une partition de K*,
d’apres le lemme 8 on en déduit |Ny| = ¢(d) pour tout d. En particulier N,, # (),
i.e. il existe un générateur de K*.

Si K est un corps fini de caractéristique p, et si a est un élément primitif de K,
on a clairement K = F,(«). le théoréme 7 implique donc :

Proposition 9 Tout corps fini de caractéristique p est une extension algébrique
simple de F, = Z/pZ.

D’aprés la proposition 6 on a donc répondu par I'affirmative a la question 1 de
la section 2.1.



Polynémes primitifs.

Soit P un polynéme irréductible sur F, = Z/pZ, et formons le corps K =
F,[X]/(P). Renommons « ’élément X modulo P de K, de telle sorte que l'on a
K = Fp(«). L’élément o de K peut étre ou ne pas étre un élément primitif de
K. Qu'il le soit ou non dépend exclusivement du polynéme P(X). On dit que le
polynome irréductible P(X) est un polynome primitif sur F, si I'élément associé
a est un élément primitif de F,(«). Attention, certains polynémes irréductibles
sont primitifs, d’autre non.

— EXERCICE 9. Montrer que les trois polynémes irréductibles de degré 4 de Fo| X|
sont X* 4+ X +1, X*+ X3 +1, X*+ X3+ X2+ X + 1. Ezactement un de ces
trois polynomes n’est pas primitif. Trouver lequel.

Points essentiels a retenir

e Si L/K est une extension, L est un K-espace vectoriel, [L : K] = dimg L
e la formule des degrés, [M : K| =[M : L][L : K|

e ce qu'est le polyndéme minimal P, d'un élément algébrique «, il est
unitaire, irréductible.

e L’extension algébrique simple K («) est isomorphe a K[X|/(P,)

e le groupe multiplicatif (K*, x) du corps fini (K, +, x) est cyclique, un
générateur de K* est dit élément primitif de K.

e Si K est un corps fini, p sa caractéristique, et si o est un élément primitif
de K, alors K = F,(a). Attention, K = F,(«) n'implique pas forcément
que « soit un élément primitif de K.

e Faire la distinction entre un polynéme irréductible de F,[X], et un po-
lynome irréductible primitif de F,[X].

4 Unicité du corps a p" éléments, le polynome
X1—X
4.1 La question de 'unicité

Soit K un corps a ¢ éléments. Comme tout élément du groupe multiplicatif de K
a pour ordre un diviseur de ¢ — 1, on en déduit que tout élément de K est une



racine de X? — X. On a donc :

Proposition 10 Soit K un corps a q éléments. On a la factorisation

X' -X=][(X-a) (5)

acK

Soit P(X) un polynéme irréductible dans F,[X] et soit n = deg P son degré.
Notons ¢ = p™. Nous avons vu qu’il existe un corps d’extension de F, dans lequel
P(X) admet une racine o (notamment F,[X]|/(P)) et que F,(a) est un corps a
q éléments. On constate que « est une racine commune a P(X) et X9 — X : les
deux polynémes P(X) et X?— X ont donc un pged non-trivial dans F,(«)[X] et
aussi dans IF,[X] (le pged s’obtient par divisions euclidiennes). Comme P(X) est
irréductible sur I, on en déduit :

Proposition 11 Soit P(X) € F,[X] un polynome irréductible de degré n. Le

'

polynome P(X) est un diviseur de X7 — X, ou q = p".

Pour montrer 'unicité, a isomorphisme prés, du corps a ¢ éléments, il suffit de
mettre en évidence, pour tout polynoéme irrécuctible @) € F,[X] de degré n, un
isomorphisme entre F,(a) et F,[X]/(Q). Or soit @ un tel polynéme : d’aprés
les propositions 10 et 11, il doit exister un élément 5 € F,(«) racine de Q(X).
Comme Q(X) est irréductible, Q(X) est le polynome minimal de § sur [F,. Donc
Fy(8) = F,[X]/(Q). Mais F,(8) C Fy(a) et [F,(8)| = g donc Fy() = Fy(a).

On a bien 'isomorphisme annoncé. En d’autres termes nous avons montré :

Théoréme 12 Soit q le cardinal d’un corps fini. Toutes les structures de corps
a q €léments sont isomorphes.

— EXERCICE 10. Vérifier que X* + X + 1 et X* + X3 + X2+ X + 1 sont des
polynomes irréductibles sur Fy. Expliciter isomorphisme entre Fo[ X|/(X*+ X +
1) et Fp[X]/(X*+ X3+ X2+ X +1).

4.2 Description globale du corps a ¢ éléments. Existence
de polynoémes irréductibles de tous degrés

Soit ¢ = p". Nous ne sommes pas encore str qu’il existe un corps a ¢ éléments,
car nous ne savons pas (encore) s'il existe un polynoéme irréductible de degré n
sur IF,. Nous allons le démontrer d’une maniére indirecte en construisant le corps
a g éléments d’une autre facon.

Commencons par le lemme suivant.



Lemme 13 Soit K un corps de caractéristique p. pour tous a,b € K on a :

(a+b)P =d’ +b° (a+ b)Y =a” + .

Preuve : Constater que le coefficient binomial ( k4 ) est divisible par p pour m #
0, p. Faire une récurrence sur z. 1

Nous avons encore besoin du lemme technique suivant.

Proposition 14 Soit ¢ = p" soit K un corps d’extension de F,,. Sur le corps K,
le polynome X1 — X n’a pas de racine multiple.

Preuve : soit a une racine de X? — X dans K. On a :
X-—X=X"-a"4a-X=X—-a)!— (X —a)
d’apres le lemme 13. Donc
X - X=(X—-a)(X —-a)t—1).
Or (X —a)? ! — 1 n’admet clairement pas a comme racine. 1

Considérons maintenant le polynéme X? — X dans F,[X]. Il existe un corps K
dans lequel X% — X se factorise entiérement, c’est-a-dire dans lequel la décompo-
sition de X? — X en produit de facteurs irréductibles est constitué uniquement
de monomes. Ceci n’est pas particulier & X? — X mais est vrai de tout polynoéme.
Pour obtenir un tel corps, il suffit de construire une suite d’extensions successives
L de F,. Si X9 — X ne se décompose pas entiérement sur L, prendre un facteur
irréductible P de X9 — X et remplacer L par le corps d’extension L[X]/(P).

Soit donc un corps d’extension K de F, dans lequel X7 — X se factorise entiére-
ment. On déduit de la proposition 14 que X? — X admet exactement ¢ racines
dans K. Soit R cet ensemble de racines. Le lemme 13 montre que R est stable
par addition. Il est immédiat de vérifier que R est stable par multiplication. On
en déduit que R est un corps, qui contient donc exactement ¢ éléments. Les
propositions 6 et 9 montrent donc :

Proposition 15 Pour tout p premier, il existe des polynémes irréductibles sur
F, de tous degrés.

Il est donc justifié de parler du corps fini a ¢ éléments, pour tout ¢ de la forme
g = p", p premier. On le notera dorénavant F,. Concluons cette section par la
remarque et définition suivantes : nous avons vu (Lemme 13) que l'application
o :x +— P est une application linéaire sur I,. Elle est appelée automorphisme
de Frobenius de IF,.
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4.3 Factorisation de XY — X sur F,

Soit ¢ = p™. Nous avons vu (proposition 11) que tous les polyndmes irréductibles
de degré n sont des facteurs irréductibles de X? — X dans [F,[X]. Quels sont les
autres 7

Lemme 16 Soit p un nombre premier. L’entier p®—1 divise p"—1 si et seulement
si d divise n. Le polynéme X — 1 divise X™ — 1 si et seulement si d divise n.

Preuve : Ecrivons la division euclidienne de n par d, n = gd +r. On a :
pt—=1= "% —1=p" —1mod (p’—1)

ce qui démontre la premiére affirmation. La deuxiéme se prouve de maniére ana-
logue. 1

On peut maintenant énoncer :

Théoréme 17 SurF,[X], la décomposition en facteurs irréductibles de X9 — X,
q=7p", est:
xX-x= ][] PX). (6)

P irréductible
degP | n

Preuve : Pour tout diviseur d de n, le lemme 16 nous dit que XP" — X divise
X?— X. Les polynomes irréductibles de F,[X] de degré d, qui sont des diviseurs
de X7 — X d’aprés la proposition 11, sont donc des diviseurs de X? — X. Le
terme de droite de (6) divise donc le terme de gauche. Il reste & montrer qu’il
n’y a pas d’autre facteur irréductible sur F, de X9 — X. Soit donc P(X) un
polynoéme irréductible de F,[X], diviseur de X9 — X. Comme X?— X a toutes ses
racines dans I, P(X) admet une racine a dans F, et c’est méme, & une constante
multiplicative prés, le polynéme minimal de a. On a donc [F,(«) : F,] = deg P
(proposition 6). D’aprés la formule de multiplicativité des degrés (proposition 4)
on a donc n = [F, : F, ()] deg P et deg P est un diviseur de n. 1

— EXERCICE 11. Montrer que F, admet des sous-corps isomorphes a F,a pour
tout d diviseur de n, et que ce sont les seuls sous-corps de [Fy.
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Points essentiels a retenir

e Pour tout p premier et tout entier strictement positif n, il existe, a
isomorphisme prés, un unique corps fini I, a ¢ éléments.

e Le corps [, est constitué de 'ensemble des racines de X? — X. En
particulier on en déduit une méthode pour prouver 'appartenance a
F, : élever le candidat a la puissance g et regarder s’il est inchangé.

e Les facteurs irréductibles sur F, de X9 — X sont les polynomes irré-
ductibles de [F,[X] de degré n, ainsi que les polynomes irréductibles de
degré d, pour tout diviseur d de n.

e Dans F,[X] ona X?— 1| X" — 1 si et seulement si d|n.

e Sur Fy, on a (a+ b)? = a? + bP. L’application = +— 2P est un automor-
phisme de corps, c’est 'automorphisme de Frobenius.

5 Conjugaison

5.1 Racines conjuguées

Soit un polynéme P(X) de degré n, irréductible dans F,[X]. Nous savons main-
tenant que P(X) se factorise entiérement, i.e. a n racines, dans F, ot ¢ = p". Soit
a une racine de P(X). La question qui nous préoccupe maintenant est : quelles
sont les autres racines de P dans F,, et s’expriment-elles en fonction de a?

Proposition 18 Soit a un élément de F,, g = p"™. Soit e le plus petit entier tel
que o = . Soit TI(X) le polynome défini par :

e—1

I(X) =[J(x o).

=0

Alors tous les coefficients de I1(X) sont dans F,,.

Preuve : Commencgons par constater que e est bien défini et e < n puisque
a? = «a. Rappelons quun élément a de F, appartient a [F, si et seulement si
aP? = a. Pour montrer la proposition il suffit donc, d’aprés le lemme 13 de montrer
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Mais comme " = a, les ensembles (a?') sont les mémes lorsque i décrit 'en-

semble {0,...e — 1} ou I'ensemble {1,...¢e}. Donc I1(X)? = II(XP). n

Soit maintenant P(X) un polynéme irréductible sur F, de degré n, et a une de
ses racines dans [F,. La proposition 18 met en évidence un polynome II(X) de
degré au plus n, de F,[X], dont « est aussi une racine. On en déduit que :

1. degll = n,
2. a multiplication par une constante (de F,) prés, I1(X) et P(X) sont égaux.

Nous avons donc démontré le théoréme suivant.

Théoréme 19 Soit P(x) € F,[X] un polynéme irréductible de degré n. Soit o
une racine de P(X) dans Fy, ¢ = p". Alors l’ensemble des racines de P(X) est
l’ensemble :

{a,a®; ... ,ozpn_l}.

— EXERCICE 12.
1. Montrer que si o est un élément primitif de I, alors o [’est aussi.

2. Combien y a-t-il de polynomes primitifs de degré n ?

5.2 Trace

Théoréme 20 (et définition) L’application suivante, définie sur Fy, ¢ = p”,

n—1

xHTr(x):x+xp+;pP2+...+xp

Vérifie les propriétés :
1. Pour tout x € Fy, Tr(x) € F,,.

2. x — Tr(z) est une application linéaire, au sens des F,-espaces vectoriels,
de Fy dans IF,,.

3. Tr(aP) = Tr(x) pour tout v € F,.

4. Pourtout a € T, il existe exactement q/p éléments x de [F, tels que Tr(z) =
a.

Cette application est appelée trace de ¥y sur IF,,.
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Preuve : On remarque que Tr(z)” = Tr(a?) = a? + 2" + - + 2" 4 2. Mais
comme z? = x pour tout x € F,, on obtient que Tr(z)” = Tr(z), ce qui prouve
simultanément que Tr(z) € F, et Tr(xz) = Tr(z?). La linéarité de la trace n’est
autre que le lemme 13. Enfin, pour démontrer le point 4, remarquons que le
polynome

X+Xp_|____+XQ/p_a

a au plus ¢/p racines. Mais F, tout entier est réunion des p parties
{zr eF,, Tr(z) =a}.

Donc, pour que leur réunion soit constituée d’exactement ¢ éléments, chacune de
ces parties doit comporter exactement ¢/p éléments. 1

Points essentiels a retenir

e Les racines d'un polynoéme irréductible P(X) de [F,[X] sont simples et
consistent en un ensemble de la forme

deg P—1

a,al, ... af

e ce qu’est I'application trace de I, dans I, ainsi que ses propriétés élé-
mentaires.

e arguments récurrents dans les démonstrations :

— L’ensemble E n’a pas plus de e éléments car il est constitué de racines
d’un polynome de degré e.
— L’¢lément x de I, ¢ = p", est en fait dans [F,, car 2P = x.
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Deuxiéme partie

Applications des corps finis

6 Suites engendrées par des récurrences linéaires,
m-séquences

6.1 Définition et propriétés des m-séquences

On s’intéresse aux suites (a;)1<i<co & €léments dans un corps fini F,, et engendrées
par une récurrence linéaire du type :

a; = ai_1hpm—1 + -+ aGi—mi1h1 + ai_pho (7)

Pour simplifier 'exposé, et parce que ce sont les séquences les plus utilisées, on se
limitera au cas du corps a deux éléments [Fo. La généralisation au cas ¢ quelconque
ne pose pas de difficulté particuliére.

Examinons un exemple : prenons m = 4 registres, ho = hy = 1, ho = hg = 0. La
récurrence (7) est donc a; = a;_3 + a;_4. Choisissons ag = a3 = a3 = a3 = 1 et
construisons les premiers termes de la suite. On obtient :

[1111]00010011010[1111]- - -

On remarque que le quadruplet (a;,a;i1,a;12,a;43) ne redevient identique au
quadruplet initial (ag, a1, as, az) que pour ¢ = 15. La suite (a;) est donc périodique
de période 15. On constate aussi que cette période est maximale, car le quadruplet
(@i, a;y1, 42, a;43) & pris toutes les valeurs non nulles possibles avant de retrouver
sa valeur initiale. Chaque fois que ce phénoméne se produit, on parle de m-
séquence.

Définition 21 On appelle m-séquence toute suite engendrée par une récurrence
linéaire (7) de degré m et de période maximale P = 2™ — 1.

Comme nous venons de le voir, cette définition équivaut a dire que ’ensemble
des m-uples (a;i1,ait2,. .., airm) prend toutes les valeurs non nulles possibles.

On en déduit :

Proposition 22 Soit (a;) une m-séquence de degré m engendrée par une récur-
rence de type (7). Toute autre suite non nulle engendrée par la récurrence (7)
est une décalée (a;yx) de (a;). De plus, la somme de deuzr décalées différentes
quelconques de (a;) est encore une suite décalée de (a;).
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Preuve : comme chaque m-uple non nul apparait dans (a;), n’importe lequel
des 2™ — 1 choix de conditions initiales (aq, .. ., a,,_1) engendre une suite décalée
de (a;). Par ailleurs, I’ensemble des solutions de la récurrence (7) est un espace
vectoriel de dimension m : si I'on enléve la suite nulle, il reste donc 2™ — 1 suites
solutions de (7). Elles coincident donc avec I'ensemble des décalées d’une méme
solution non nulle de (7).

Une m-séquence posséde de trés bonnes qualités pseudo-aléatoires. La raison
essentielle en est la proposition suivante, conséquence directe de ce que le m-uple

(@iy1,Qivo,- .., Gi1m) prenne toutes les valeurs non nulles possibles.

Proposition 23 Soit 1 < k < m. Le k-uple (a;y1,Giro,...aivx) décrit chaque
k-uple non nul exactement 2™~ % fois lorsque i varie de 1 & P = 2™ —1; le k-uple
nul quant ¢ lui est décrit 2™ % — 1 fois.

6.2 Structure algébrique des m-séquences

Comment faut-il choisir les coefficients h; de la réccurence (7) pour obtenir une
m-séquence 7 Réécrivons matriciellement la récurrence (7), soit :

A; —ma1 0 1 O O Ai—m
Aj—m+2 0 0 1 0 Ai—m+1
a;—1 0 0 0 ... 1 a;—9
i a; ] h() hl h2 Ce hm—l 1L ;1 ]
On a donc
(473 ag—1 Qo
= = U (8)
Af4m—1 Ak 4+m—2 Am—1
ou U est la matrice
0 1 0 0 |
0O 0 1 0
U= :
o 0 0 ... 1
ho hi hy ... hp_1 ]
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la période de (a;) est le plus petit P non nul tel que

ap Qo aop
= U? : =
Apym—1 Am—1 Am—1
En d’autres termes, il s’agit du plus petit P tel que |ag,. .., an_1] soit vecteur

propre de U* associé a la valeur propre 1.

Il s’agit donc de trouver les valeurs propres de U (dans une extension appropriée
de [Fy) et de calculer leur ordre multiplicatif. Or un calcul simple nous montre
que le polynome caractéristique de U est :

h(X)=X"+hp X"+ ..+ he.
Ce polynome est parfois appelé polynéme de rétroaction (feedback polynomial)

de la suite.

Nous allons nous limiter au cas ot le polynoéme h(X) est irréductible dans Fy[X].
Dans ce cas on peut énoncer :

Proposition 24 Lorsque h(X) est irréductible et que le m-uple initial est non
nul, la période P de la suite (a;) égale l'ordre de U.

Preuve : Puisque le polyndéme h(X) est irréductible il a m racines distinctes
de méme ordre multiplicatif (cf. Théoréeme 19) dans Fom : la matrice UF se
diagonalise en

a0
0 CY2P
) ’ 277;—1P
0 --- «

et 1 n’est valeur propre de U que si U = 1. &

La proposition 24 implique donc :

Théoréme 25 Si le polynome h(X) est primitif, alors la suite (a;) est une m-
séquence.

Il est possible de démontrer la réciproque, i.e. si (a;) est une solution de (7) de
période 2™ — 1, alors le polynome h(X) est forcément irréductible et primitif.
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6.3 Expression a ’aide de la trace

Si le polynome h est irréductible, et si « en est une racine dans le corps Fom, alors
la suite (a'), a valeurs dans Fam, est une solution de la récurrence linéaire (7).
Les autres racines de h(X) étant a?, oz22, ...,a¥ " on en déduit que les suites a
valeurs dans Fom, ([a2']")1<icoe sont aussi solutions de la récurrence (7), et on en

déduit la solution particuliere (y;) :
i 2i 22
Yyi=a tam +a” + o
qui elle est a valeurs dans Fy. En effet, on a :

Y = Tr(o/)

Dans le cas ot h(X) est primitif, le point 4 du théoréme 20 assure que la suite y;
n’est pas identiquement nulle et on en déduit que toute m-séquence (a;) associée

a (7) peut toujours s’écrire :
a; = Tr(a'™)

ou k est déterminé par les conditions initiales et représente le décalage entre (a;)
et ().

7 Factorisation de X" — 1 et codes cycliques

7.1 Factorisation de X" — 1

On s’intéresse ici a la factorisation du polynéme X™—1 dans F,[X]. On supposera
p premier avec n.

Quitte a prendre des extensions successives de F,, par un argument similaire a
celui de la discussion précédant la proposition 15 on peut considérer une extension
F, de F,, dans laquelle X™ —1 se factorise entiérement. On peut étre plus explicite
sur le degré de cette extension.

Comme p est premier avec n, p est inversible modulo n et il existe m tel que
p™ =1 mod n. Soit ¢ = p™ et considérons I'extension F, de F,,. Soit o un élément
primitif de Fy, i.e. d’ordre p™ — 1. Soit ¢ = ala=D/? On constate que les éléments

1L,¢, ¢, ¢t

sont distincts et qu'ils constituent donc ’ensemble des racines de X™ —1 dans F,.

Souvenons-nous que I’ensemble des racines d’'un polynéme & coefficients dans IF,,
est stable par ’automorphisme de Frobenius (cf. section 5.1). Par conséquent, un
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facteur IF,-irréductible de degré k de X™ —1 est le polynome minimal d’un certain
(" et Pensemble de ses racines dans F, est de la forme

(¢, P ¢, Py

ot p¥i = i mod n. On constate donc qu’a chaque facteur irréductible de X — 1
est associée, par passage aux exposants de I’ensemble de ses racines, un ensemble
d’entiers modulo n d’une forme trés particuliére appelée classe cyclotomique. Plus
précisément :

k—1

Définition 26 On appelle classe cyclotomique p-aire modulo n de l’entier i, I’en-
semble des entiers modulo n de la forme ip’.

I y a une correspondance bijective entre facteurs IFp-irréductibles de X" — 1
et classes cyclotomiques p-aires modulo n. En particulier le nombre de facteurs
irréductibles de X™ — 1 égale le nombre de classes cyclotomiques. Le degré d’'un
facteur irréductible égale le cardinal de la classe cyclotomique associée.

Exemple : soit p = 2 et n = 21. L’ordre de 2 dans (Z/21Z)* est 6. L’ensemble des
racines de X?!' — 1 se trouve donc dans Fgy. Les classes cyclotomiques binaires
modulo 21 sont :

{0}

{1,2,4,8,16,11}
{3,6,12}
{5,10,20,19,17,13}
{7,14}
{9,18,15}.

La décomposition en facteurs irréductibles dans Fo[X]| de X?' — 1 comporte donc
un facteur de degré 1, un facteur de degré 2, deux facteurs de degré 3, et deux
facteurs de degré 6.

— EXERCICE 13. Démontrer que le polynome 1+X +X2+- - -+ X0 est irréductible
sur Fy. (Remarquer que c’est un diviseur de X' —1).

— EXERCICE 14. S’aider de la liste des classes cyclotomiques binaires modulo
21 ci-dessus pour trouver la factorisation dans Fo[X] de X*' — 1. On pourra
remarquer que X*' —1 = (X3)" — 1.

Points essentiels a retenir

e On trouve des racines du polynoéme X" —1 de IF,[X] dans I'extension F,m
ou p™ =1 mod n. Dans cette extension X™ — 1 se factorise entiérement
et toutes ses racines sont des puissances d’une méme racine (.
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e Ce que sont les classes cyclotomiques p-aires modulo n.

e Les classes cyclotomiques sont en correspondance avec les facteurs irré-
ductibles de X™ — 1 dans [F,[X]. Le nombre d’éléments dans une classe
est le degré du polynoéme irréductible correspondant.

7.2 Codes cycliques

Un code de longueur n est une partie de Fy. Un code linéaire C' de longueur n
sur le corps fini F, est un sous-espace vectoriel de Fy. Par défaut, un code sera
supposé linéaire. Lorsque ¢ = 2 on parle de code binaire, sinon de code g-aire.

Notons £ la dimension, en tant que Fg-espace vectoriel, d'un code C. Une ma-
trice génératrice de C est une matrice k X n a éléments dans F,, dont les lignes
constituent une base de C. Le code C' contient ¢* mots de code.

Définition 27 On appelle code cyclique g-aire de longueur n tout F,-sous-espace
vectoriel C' de Fy stable par décalage circulaire, c’est-a-dire tel que :

(co, €1, Cn1) € C = (Cpo1,€0,C1, ..., Cp2) € C

Il est commode d’identifier les vecteurs de Fy avec I’ensemble des polynomes de
F,[X] de degré inférieur ou égal a n — 1 par la correspondance

(corc1y.scpr) = e(X) =co+ e X + -+ XM

L’ensemble des polyndémes de degré < n—1 est lui-méme un systéme de représen-
tants de 'anneau quotient A = F,[X]/(X™ — 1). L'intérét de cette identification
est que le décalage circulaire est exactement la multiplication par X dans ’an-
neau A. Ceci nous permet d’énoncer :

Proposition 28 Les codes cycliques q-aires de longueur n sont les idéaux de
UVanneau A = F,[X]/(X" —1).

Définition 29 On appelle polynome générateur du code cyclique C' C Fy le po-
lynome unitaire non nul de plus petit degré représentant un élément de C'.

Théoréme 30 Soit C' un code cyclique q-aire de longueur n et soit g(X) son
polynome générateur. Alors

1. Le code C' est l'idéal (9(X)) de anneau A.
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2. Le polynome de g(X) divise X™ — 1 dans F,[X] (et dans A).

3. La dimension de C, en tant que F-espace vectoriel, égale n — deg g(X) et
une base en est (g(X), Xg(X),..., X" d89-1g(X)).

Preuve :
1. Un quelconque élément de C' peut étre représenté par un polynéme c(X)
de degré < n — 1. La division euclidienne de ¢(X) par g(x) s’écrit

o(X) = q(X)g(X) +r(X)

ou degr(X) < degg(X). Mais dans A on a r(X) = ¢(X) — ¢(X)g(X) on
c(X) et ¢(X)g(X) sont tous les deux dans C'. On en déduit que r(X) € C
et que 7(X) = 0 par hypothése de minimalité du degré de g(X).

3. Comme dege(X) <n—1,onadegq(X)<n—1—degg(X), ce qui montre
que ¢(X) est une combinaison linéaire des polynomes

g(X), Xg(X),..., X dees1y(X).

Par ailleurs, comme toute combinaison linéaire de ces polynomes est de
degré au plus n — 1, ils forment un systéme libre dans A.

2. L’argument est similaire a celui du 1. On écrit la division euclidienne dans
F,[X] de X" — 1 par g(X)

X"~ 1= g(X)g(X) +r(X)

ou degr(X) < degg(X). On en déduit donc que r(X) = ¢(X)g(X) mod
(X™—1), donc que r(X) € C, ce qui implique r(X) = 0 par hypothése de
minimalité du degré de g(X). I

Le code dual C*+ de C est 'ensemble des vecteurs y = (y; ...%,) de [y tels que,
pour tout x = (x1...x,) € C,

Xy =Ty + Toy2 + -+ 2y, =0 dans I

Le code dual C* a pour dimension dim C+ = n — dim C. Le théoréme suivant
donne le polynoéme générateur du code dual C+ en fonction du polynéme géné-
rateur de C.

Théoréme 31 Soit g(X) le polynome générateur d’un code cyclique C de lon-
gueur n sur F, et de dimension k =n —deg g(X). Soit h(X) =ho+mX +---+
hp 1 XF 14 Xk = (X" —1)/g(X). Alors le code dual C*+ de C a comme polynéme
générateur le polyndme unitaire réciproque de h(X)

hot(hoXF + b X*F 1 4o b by 1 X + 1) = hg' XFR(1/X).
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Preuve : 1l suffit de montrer que le vecteur des coefficients du polynéme 1 +
i1 X + -+ h X1+ hoXF, soit le vecteur

h: (1,hk,1,...,h1,h0,0...0)

est orthogonal & une base de (' soit les vecteurs associés aux polynomes
9(X), Xg(X),..., X  1g(X),

Mais le vecteur associé au polynome g(X) est

g=1(90:91:- -+ Gn—r,0...0).

On voit que h.g est le coefficient de X*~1 du polynome h(X)g(X). De méme,
lorsque x décrit les vecteurs décalés de g, les produits h.x égalent les autres
coefficients du produit h(X)g(X) modulo X™ — 1. Mais ce produit est justement
nul.

Points essentiels a retenir

e Les mots d'un code cyclique de longueur n sur F, se représentent comme
des polyndémes de degré < n — 1 qui eux-mémes représentent des élé-

ments de 'anneau F,[X]/(X" —1).

e Le polyndme générateur d'un code cyclique est le polyndme unitaire
g(X) de plus petit degré appartenant au code. Tout mot de code est un
multiple de g(X).

e Un code cyclique g-aire de longueur n est en particulier un espace vec-
toriel sur F, de dimension n — deg g(X).

e Un polynéme g(X) € F,[X] est le polynome générateur d'un code cy-
clique de longueur n si et seulement si c’est un diviseur de X" — 1.

e Ce qu'est le code dual C*+ de C.

e si g(X) est le polynome générateur d’'un code cyclique C, le polynéme
générateur du code dual de C est le polynéme unitaire réciproque de

(X" =1)/g(X).

7.3 Distance, Codes de Hamming, codes BCH

La distance de Hamming d(x,y) entre deux vecteurs x et y de [ est le nombre
de coordonnées ou les deux vecteurs différent.
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La distance minimale du code (non nécessairement cyclique, ni méme linéaire) C
est la plus petite distance non nulle entre deux mots du code C'. C’est aussi, dans
le cas des codes linéaires, le plus petit poids (nombre de coordonnées non nulles)
d’un mot non nul de C.

Les paramétres [n, k,d] d'un code C' sont sa longueur, sa dimension (en tant que
[F ,-~espace vectoriel), sa distance minimale.

Sit < d/2, les boules de Hamming centrées sur les mots de code sont disjointes.
Toute configuration de ¢ erreurs peut étre corrigée en cherchant le mot de code
le plus proche (pour la distance de Hamming). C’est la notion de distance qui
donne toute sa particularité a la théorie des codes correcteurs.

Nous avons vu que la dimension d’un code cyclique se déduit de maniére immé-
diate de son polynéme générateur. Ce n’est pas le cas de sa distance minimale.
C’est I’étude des racines du polynéme minimal, (le cas échéant dans un corps
d’extension de F;), qui permet d’évaluer la distance minimale. Nous allons l'illus-
trer maintenant.

Dans cette section nous nous limitons a des codes binaires. Supposons d’abord
que g(X) soit un polynoéme irréductible primitif de degré m dans Fy[X]. Soit
n = 2" —1. Comme ¢g(X) est un diviseur de X™ — 1, (Théoréme 17) il engendre
un code cyclique C' de longueur n. Un tel code est appelé code de Hamming.

Soit a une racine de ¢g(X) dans Fom. Comme g(X) est irréductible, tout po-
lynéme de Fy[X] est un multiple de ¢g(X) si et seulement s’il admet o comme
racine. Comme « est aussi une racine de X" — 1, on en déduit que le code C', en
représentation polynomiale, est constitué de I’ensemble des polynomes ¢(X) mo-
dulo X™ —1 tels que ¢(a) = 0. Cette caractérisation du code C' permet d’étudier
facilement sa distance minimale.

Proposition 32 Les parametres d’un code de Hamming sont

[n=2"—1,n—m,3|.

Preuve : La dimension du code est donnée par le théoréeme 30.

Soit ¢ = (co,¢1,...,¢,—1) un mot du code de Hamming C'. Nous venons de voir
que le polynéme associé ¢(X) = ¢y +c; X + -+ ¢,_1 X" ! a pour racine a, ce qui

s’écrit
n—1
Z co' = 0.
i—0
Comme les o sont non nuls, le poids de ¢ n’est pas 1. Le poids de ¢ n’est pas 2

non plus car cela se traduirait par o + o’/ = 0 pour 0 < 4,5 < n — 1, i # j. Mais
comme « est un élément primitif de Fom, on a o # o/, contradiction. Le poids
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minimum de C' est donc au moins 3. Ce n’est pas plus. En effet, comme o est
primitif, il existe i tel que 1 + a = o’. Le polynéme 1 + X + X* s’annulle donc
en «, le vecteur de poids 3 associé appartient donc au code C'. 1

Codes BCH. Cherchons maintenant a obtenir un code de distance minimale 5.
Soit & de nouveau un élément primitif de Fom. Définissons C' comme le code
cyclique de longueur n = 2" — 1 constitué des polynémes ¢(X) de Fy[X|/(X" —1)
ayant simultanément o et o comme racines. Dis autrement, il s’agit du code
cyclique de polynome générateur P,(X)P,s(X) ou P, et P,s sont les polynomes
minimaux de « et o?.

Proposition 33 Le code cyclique C' défini ci-dessus a un distance minimale
d> 5.

Preuve : Soit ¢(X) = co + ;. X + - ¢, X" ! un mot du code C. Notons
)
qu’outre les racines a et o, il a aussi a? et a?, conjuguées de o, comme racines.

Ceci s’écrit : ,
Y2

3
L
Q

24
3| T

47 0

I
o
S o 0O
o oo

Si ¢(X) est un mot de poids 4 ou moins, alors tous les ¢; sont nuls, sauf au
plus quatre d’entre eux. Ceci veut dire qu’il existe une combinaison linéaire non
triviale sommant a zéro des colonnes de la matrice

z y 2z t
22 2 22 P2
3 P B
gt oyt

ou x,y,z,t sont des puissances distinctes de a. Mais cette matrice (van der
Monde) est non singuliére si x, ¢, z, ¢ sont des éléments distincts du corps Fam, ce
qui est le cas puisque « est primitif. Contradiction.

Généralisation. Tout code cyclique de longueur n = 2™ — 1 dont le polynéme
générateur a s racines consécutives, soit o, 2, ... o oll a est un élément primitif
de Fom, a une distance minimale d > s + 1. En particulier le code cyclique de
longueur n = 2™ — 1 constitué des polynémes ayant pour racines a, a?, ..., a?"!
a une distance minimale d > 2t 4+ 1. Sa dimension est au moins n — tm (regar-
der le degré du polynéome générateur). De tels codes sont appelés codes BCH

t-correcteurs.

Remarque. La construction s’étend a des longueurs n qui ne sont pas nécessai-
rement de la forme n = 2™ — 1. Il suffit de remplacer I’élément o par une racine
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primitive n-éme de 1, c’est-a-dire une racine ¢ de X" — 1 telle que toutes les
racines de X" — 1 soient des puissances de ¢. Nous avons constaté a la section 7.1
qu'un tel ¢ existe toujours. Tout polynéome diviseur de X™ — 1 dont ¢, (?,...¢*
sont des racines engendre un code cyclique de distance minimale au moins s + 1.

Points essentiels a retenir

e Ce que sont les parametres [n, k, d] d’'un code linéaire.

e Si la distance minimale d d’un code vérifie d > 2t +1, le code permet de
corriger n’importe quelle configuration de t erreurs en allant chercher le
mot de code le plus proche (pour la distance de Hamming) du vecteur
regu.

e Un code de Hamming binaire est un code cyclique binaire de longeur
n = 2™ —1 et de polynéme générateur un polynéme irréductible primitif
de degré m sur Fy. Ses paramétres sont [2™ — 1,2 — 1 —m, 3].

e Un code cyclique sur F, peut se définir, plutét que par son polynéme
générateur, par un ensemble de racines du polynoéme générateur dans
un corps d’extension de [F,.

e Les matrices a coefficients dans un corps commutatif quelconque de la

forme ~ _
I ) . Ts
2 2 2
xy x3 ... %
S S S
R T

sont singuliéres si et seulement il existe 7,7, 1 < 1,7 < s, @ # j tels que
Ty = Tj.

e Comment fabriquer un code (BCH) 2-correcteur (de distance minimale
au moins 5).

e Un code cyclique binaire de longueur n et de polynéme minimal g(X)
est de distance minimale au moins s + 1, si g(X) admet comme racines
a,a?, ..., o dans une extension appropriée de Fy et si les n puissances
successives de a, a savoir 1, o, a2, ..., a" ! sont toutes distinctes.
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8 Codes de Reed-Solomon, reconstruction poly-
nomiale

8.1 Codes de Reed-Solomon, introduction

Soit {ay,...,a,} une partie & n éléments du corps F,. Soit C' I'ensemble des
vecteurs de ' de la forme (f(a1),. .., f(an)) oit f(X) est un polynome de degré
strictement inférieur a £ < n.

— EXERCICE 15. Montrer que C' est un code linéaire sur F, de longueur n,
dimension k, et distance minimale d =n — k + 1.

On appelle un tel code, code de Reed-Solomon.

— EXERCICE 16. Borne de Singleton. Quel est le nombre mazimal de vecteurs
(21,22, ...,xK_1) différents, lorsque (x1,2a,...,x,) décrit 'ensemble des mots
d’un code linéaire C de paramétres [n, k,d] ¢ En déduire que quel que soit le code
Cona:

d<n—k+1.

Interpolation. Soit (¢, ¢s,...,¢,) un mot d'un code de Reed-Solomon de pa-
ramétres [n, k,d]. Soit K C [1,n], |K| > k. Rappelons que [’interpolation de
Lagrange permet de reconstituer le polynéme f(X) a partir des valeurs (¢;);cx-

f(X) = ZC»HJGKJ#(X — )

e ZHjeK,j;&i(ai — ;)

— EXERCICE 17.

1. Montrer qu’une matrice génératrice G du code de Reed-Solomon C est
donnée par :

1 1 . 1

al a2 .« .. an

2 2 2

G=| % a5 Qy
k-1 k-1 k—1
| Qg Qp |

2. Lorsque n = q — 1, que vy est un élément primitif de F,, et que
Q= 1,062 =7,03 :727"'70571 :fyqilu

vérifier que le code C' est un code cyclique.
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8.2 Correction d’erreurs

Soit (¢p,...,¢,) un mot de code associé au polynéome f(X). Notons le vecteur
requ (r1,...,7,). Soit e le nombre de symboles erronés, e = #{i,r; # ¢;}. On
appelle polynome localisateur d’erreur le polyndme

BX) = T (X - ).
1,7 #C;
On a clairement
Vi, flos)E(ci) = riB(oy).

Ecrivons Q(X) = f(X)E(X). Soit t = [(n — k)/2] et supposons e < t. On
constate que le couple (Q(X), E(X)) vérifie les conditions

1. deg F < t,deg@ < k +t, E(X) est unitaire,

2. \V/’l, Q(Oél) = TzE(Oéz)

Le théoréeme suivant assure que le décodage équivaut a la recherche d’un tel couple

(QX), E(X)).

Théoréme 34 Tout couple (Q(X), E(X)) vérifiant les conditions 1 et 2 ci-dessus
est tel que :

100 = 238

Preuve : On a déja constaté l'existence d'un tel couple (Q(X), E(X)). Soit
(Q1(X), E1(X)) un autre couple satisfaisant aux mémes conditions. On a alors

Vi, Q(ai)Er(oy)r; = riE(a;)Q1(a)
ce qui implique
Vi, Qo) Ei(as) = E(a;)@Q1(c)
puisque si r; = 0 alors Q(«;) = Q1(a;) = 0. Mais la condition 1 implique
deg(QE; — EQy) <n,dot QE; — EQ1 =0 et QX)) _ X)

Ei(X) — E(X)

Les coefficients des polynéomes Q(X), E(X) peuvent se trouver simultanément
par la résolution d’un systeme linéaire de n équations a au plus n inconnues
(condition 2). On peut étre plus efficace.
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8.3 Décodage rapide

8.3.1 Fractions continues et algorithme d’Euclide

L’écriture [ag, ay,. .., m-1, G, o1t a; € F (X), désigne la fraction rationnelle
. 1
a
0 . ]
a
1 R ]
a
? 1

ag + . e _|_ R

A

appelée fraction continue. On définit les suites (pg) et (¢x), & = 0...m, d’éléments
de F,(X), par :

Do = Qo p1 = apa; +1
@ = 1 G = a
et la récurrence, pour k > 2,
Pk = QgPr—1+ Dr—2 (9)
QG = apqr—1+ qr—2.

La fraction rationnelle py /g est appelée k-éme réduite de la fraction continue.

— EXERCICE 18. Montrer que, pour tout k < m, on a :

Pk

= [ag, ay, . .., ax (10)
A

et que, pour tout k, 1 <k < m,

Pri—1 — Pre—1gi = (—1)" . (11)

— EXERCICE 19. Montrer que toute fraction rationnelle Z(X) admet une unique
écriture Z(X) = [ag,aq,...,ay] o tous les ar sont des polyndomes, de degré
> 1 pour k > 1. Cette fraction continue est appelée développement en fraction
continue de Z(X).

Remarque. Les a; sont donnés par les quotients successifs de ’algorithme d’Eu-
clide appliqué au numeérateur et au dénominateur de Z(X).

Théoréme 35 Si Z(X) = % et p/q sont des fractions rationnelles telles que
deg(Z(X) — p/q) < —2degq, alors p/q est une réduite du développement en

fraction continue de Z(X).
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Preuve : Soit p/q = [ag, . ..ar41] le développement en fraction continue de p/q,
de telle sorte que la derniére réduite pyi1/qxs1 égale p/q. La fraction py/qy est
donc 'avant-derniére réduite. On pose

_ yp + Pk

Z(X
0 Yq + gk

(12)
oll y est une certaine fraction rationnelle : ceci est toujours possible, sauf si
Z(X) = p/q auquel cas il n’y a rien & montrer. D’aprés (9) I'égalité (12) s’écrit
aussi

Z(X) = [CLO)' .. 7a/€+lay]'

Le théoréme sera donc démontré dés que 'on montre que deg(y) > 0. Or,

Z<X)_13:yp+pk pP_pkg—pPe _  Fl
¢ yet+a q aqyat+an)  alyg+ )

d’aprés (11). On en déduit yq® + qqr = £1/(Z(X) — p/q), soit

D’aprés (9), on a degqr < degq : de plus 'hypothése du théoréme implique
deg(¢*(Z(X) — £) < 0. On en déduit deg(y) > 0.

8.3.2 Deécodage par ’algorithme d’Euclide

Comme précédemment, soit (cy, . . . ¢,) le mot de code émis, soit f(X) le polynome
associé, et soit (ry,...r,) le vecteur regu.

— EXERCICE 20. Montrer que [, v = —1.
~ Solution. X"' —1 =[], (X —2).

Posons L;(X) = [[; (X — a;). Soit R(X) le polynome interpolateur des r;. On

a
n

On a:
d’ou 'on déduit

ou encore



ce qui se réécrit
RX)  kKX) _ f(X)
Xr—X FEX) Xr—-X

Comme
———— <k—n< —2degF,

le théoréme 35 s’applique et k(X)/E(X) est une des réduites du développement
en fraction continue de R(X)/(X™ — X). Il suffit donc de tester, pour toutes les
réduites k(X)/E(X) de dénominateur de degré < t, si

R(X) = k(X)(X" = X)/E(X)

est un polynéme de degré < k. Dés que c’est le cas, il s’agit forcément du polynome
f(X).

Exemple. Soit le code de Reed-Solomon de dimension 3 sur F; = Z/7Z =
{0,1,2,3,4,5,6}. Soit le vecteur regu

(—2,3,2,0,0,3,—1)
avec deux erreurs. On forme
R(X)=2X%—-2X° - X* +4X° +2X? +5.
On a ag = 0. Pour trouver a; on effectue la division euclidienne
XT— X = (4X +4)R(X) —2X5 +2X* +4X3 - X2 +1
ce qui nous donne a; = 4X +4 = 4(X + 1). Puis
R(X) = (=X)(—2X° +2X* +4X> - X? + 1) +3X* + 3X* +2X? + X — 2

nous donne ay = —X. Onapy=0,q =1, p1/q1 = 1/a; = 1/(4X +4), et d’apres
(9) pa=—X, g =—-X(4X +4) + 1. D’ou

et le polynoéme f(X) est donné par
F(X) = R(X) — 2X[X(X — 2)(X — 3)(X — 4)(X — 6)] = X? — 2.

— EXERCICE 21. On considére le code de Reed-Solomon de dimension 3 sur
Fs =7Z/5Z ={0,1,2,3,4}. Soit (—1,0,3,3,1) le vecteur re¢u. Trouver le mot de
code le plus proche.
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Points essentiels a retenir

Un code de Reed-Solomon de longueur n sur I, est I’ensemble des vec-
teurs de la forme (f(a1),..., f(a,)) ot f(X) est un polynéme de degré
<k<netoua...q,sont des éléments distincts de F,. La dimension
du code est k et sa distance minimale d =n — k + 1.

Savoir donner une matrice génératrice d'un code de Reed-Solomon.

1

S’il existe v élément primitif de F, tel que o = 7", alors le code de

Reed-Solomon est cyclique.
La formule d’interpolation pour les polynoémes.
La définition du polynome localisateur d’erreurs,
EX)= ] (X -
iciri
ou (¢;) est le mot émis et (r;) est le mot requ.

Si R(X) est le polynéme interpolateur des symboles regus, r;, alors le
polynome localisateur d’erreurs E(X) est le dénominateur d’une réduite
du développement en fraction continue de R(X)/[[.(X — «;), i.e. dans
le cas oun =g¢q, de R(X)/(X" — X).
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