
Université de Bordeaux I 2006 - 2007MAP 401, série INF 3 - Exeries de Travaux DirigésFeuille 4Cette �he porte sur:
• Homomorphismes de groupes.
• Les sous-groupes.I- Homomorphismes de groupes.Exerie 1. Soient (G, ⋆) et (G′, ∗) deux groupes d'élément neutre e et e′, et f un homomorphismede G dans G′.1) Montrer que f(e) = e′ et f(x−1) = (f(x))−1.2) Montrer que ker f est un sous-groupe de G.3) Montrer que f(G) est un sous-groupe de G′.Exerie 2.Soient a un réel stritement positif di�érent de 1 et f l'appliation du groupe additif R dans legroupe multipliatif ]0, +∞[ dé�nie par f(x) = ax.Montrer que f est un isomorphime de groupes.Exerie 3. Soient G un groupe et f l'appliation de G dans G dé�nie par f(x) = x−1.Montrer que f est un homomorphisme de groupes si et seulement si G est abélien.Exerie 4. Montrer que tout groupe ylique d'ordre n est isomorphe à Z/nZ.II- Exemples de sous-groupes.Exerie 1 : sur les sous groupes de (Z, +).a. Soit G un sous-groupe de (Z, +). Montrer que soit G = {0} soit il existe un entier a > 0 telque G = aZ.b. Soit G = {8a+12b : (a, b) ∈ Z2} Montrer que G est un sous-groupe de (Z, +) et déterminer

a > 0 tel que G = aZ.. Soit G = 8Z∩ 12Z. Montrer que G est un sous-groupe de (Z, +) et déterminer a > 0 tel que
G = aZ.d. Soient x, y deux entiers. Déterminer, en fontion de x et y le sous groupe de (Z, +) engendrépar x et y ainsi que xZ ∩ yZ.Exerie 2 : sur un sous-groupe de (C∗, .). (Les raines 6ièmes de l'unité)Soit ω = cos(π
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6 .a. Caluler ω3 et ω6 et résoudre dans Z l'équation ωn = 1. En déduire que ωr = ωs si etseulement si r ≡ s [6].b. On note G = {1, ω, ω2, ω3, ω4, ω5}, H = {1, ω2, ω4} et K = {1, ω3}.Montrer que (G,×) est un sous-groupe de (C∗,×), puis que H, K sont des sous-groupes de G.. Déterminer tous les sous groupes de G.Exerie 3. Déterminer les sous-groupes de (Z/6Z, +).Exerie 4 : les groupes d'ordre 4.a. Montrer que (Z/4Z, +) est un groupe yliqueVéri�er que 3̄ est un générateur. 1



2 Déterminer les sous groupes de (Z/4Z, +).b. Donner la table de G = (Z/2Z × Z/2Z, +).Montrer que G n'est pas ylique et donner l'ordre de haun de ses élémentsDéterminer les sous groupes de G.. Soit (H, .) un groupe d'ordre 4 admettant un élément a, distint de l'élément neutre, quin'est pas d'ordre 2. Montrer que l'appliation f : H → H dé�nie par f(x) = a.x est bijetive. Endéduire que a est d'ordre 4 et que H est ylique.En déduire que tout groupe d'ordre 4 est soit ylique soit tous ses éléments, sauf le neutre,sont d'ordre 2.Exerie 5.Pour (a, b) ∈ C∗ × C on note fa,b l'appliation de C dans C dé�nie par fa,b(x) = ax + b, Gl'ensemble des appliations fa,b et S(C) le groupe des bijetions de C dans C .a. Montrer que G est un sous groupe non ommutatif de S(C).b. Déterminer deux sous groupes ommutatifs de G. (L'un est elui des translations l'autreelui des homothéties.)Exerie 6. Sous-groupe distinguéSoit f : G → H un morphisme de groupes, et K un sous-groupe distingué de H . Montrer que
f−1(K) est un sous-groupe distingué de G.Exerie 7. Sous-groupe distinguéSoient H et K deux sous-groupes d'un groupe G,1. Si H � G, alors HK = KH est un sous-groupe de G.2. Si H � G et K � G, alors HK � G.


