
Université de Bordeaux I 2006 - 2007MAP 401, série INF 3 -Exeries de Travaux DirigésFeuille 6Cette �he porte sur les:
• Anneaux, Idéaux, Corps et les morphismes des anneaux et des orps.Exerie 1. Soit Z[i] = {a + ib, (a, b) ∈ Z

2}.a. Montrer que Z[i] est un anneau ommutatif pour les lois usuelles de C.b. Déterminer les inversibles de Z[i].Exerie 2. Sur l'ensemble R
2, on dé�nit la loi ∗ par

(x1, x2) ∗ (y1, y2) = (x1y1, x1y2 + x2y1).1. a. Montrer que (R2,+, ∗) est un anneau ommutatif unitaire noté A.b. Cherher les diviseurs de 0 de l'anneau A.2. On onsidère l'appliation
f : R[X] −→ A

P 7−→ (P (0), P ′(0)).a. Montrer que f est un homomorphisme d'anneaux.b. f est-il surjetif?. Déterminer le noyau de f .Exerie 3. Soit (G, +) un groupe ommutatif. On note End(G) l'ensemble des endomor-phismes de G sur lequel on dé�nit la loi + par f + g =

{

G −→ G,
x 7−→ f(x) + g(x).

Montrer que(End(G),+, ◦) est un anneau.Exerie 4.a. Soit D = {f ∈ R[X] | f ′(0) = 0}. Montrer que D est un sous-anneau unitaire del'anneau des polyn�mes à oe�ients réels R[X] mais que e n'est pas un idéal de
R[X].b. Soit E = {f ∈ R[X] | f(0) = f ′(0) = 0}. Montrer que E n'est pas un sous-anneauunitaire de l'anneau R[X] mais que 'est un idéal de R[X].Exerie 5. Soit J = {P ∈ Z[X]; P (0) ∈ 2Z}.1. a. Montrer que J est un idéal de Z[X].b. Montrer que J est engendré par les polyn�mes 2 et X.2. En remarquant que 2 ∈ J , montrer que l'hypoyhèse "J est un idéal prinipal de Z[X](i.e. J = 〈a〉)" est absurde.Exerie 6. (Exemple sur les idéaux dans Z/nZ).On onsidère à présent aussi la loi-quotient + usuelle sur Z/9Z. On admet que (Z/9Z,+, ·)est un anneau.a. Montrer que I = {0̄, 3̄, 6̄} est un idéal de Z/9Z.1



2 b. Peut-on a�rmer que les éléments non inversibles forment un idéal dans tout anneau�ni? (Indiation: regarder les éléments non inversibles dans Z/6Z (voir Feuille 5-EX:II-3))Exerie 7. Soient les ensembles:
L =

{(

x 0
0 0

)

∈ M2(R), x ∈ R

} et M =

{(

x x
−x −x

)

∈ M2(R), x ∈ R

}

.Étudier si, muni des lois usuelles, L, M sont des anneaux, des orps.Exerie 8. (Homomorphisme de orps.)Soit J la matrie (

0 −1
1 −1

) et K le sous-ensemble de M2(R) dé�ni par
K = {aI + bJ, (a, b) ∈ R

2}(où I désigne la matrie identité).a. Montrer que J véri�er: I + J + J2 = 0.b. Montrer que l'addition et la multipliation usuelles munissent K d'une struture deorps ommutatif.. Soit j = e2iπ/3 ∈ C. On pose L = {a + bj, (a, b) ∈ R}. Montrer que l'appliation f

K −→ L

aI + bJ 7−→ f(aI + bJ) = a + bjest un isomorphisme de orps.


