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{

x′ = x
1+t2+x2 ,

x(0) = x0.1. Montrer qu'il admet une unique solution maximale (I, x) pour une donnée de Cauhy
(t0, x0) ∈ R × R.2. Déterminer les solutions stationnaires. Que peut-on en déduire?3. Montrer que pour ±x0 > 0, ±x′(t) > 0 pour tout t ∈ I. En déduire que l'extrémitégauhe de I est −∞.4. Montrer que (x2)′ ≤ 2. En déduire que I = R.Exerie 2. On onsidère le problème de Cauhy

{

P ′ = −P 3 + 3P 2 − 2P, t ≥ 0,
P (0) = α.1. Montrer que pour tout α ∈ R e problème admet une unique solution maximale

(I(α), P ).2. Déterminer les solutions stationnaires.3. Montrer que si α ∈ [0, 2], I(α) = R.4. Montrer que pour α > 0, il possède une unique solution globalement dé�nie sur
[0, +∞[ et que l'on a 0 ≤ P (t) ≤ max(α, 2).Exerie 3. Prouver que, pour tout x0 ∈ R, il existe une unique solution maximale (R, x)de l'équation di�érentielle

x′ = f(t, x), x(0) = x0,dans les as suivantes (i) f(t, x) = 3 sin(x(t))x(t) (ii) f(t, x) = Ax(t) ave A ∈ Mn(R).Exerie 4. Soient I un intervalle ouvert non vide de R, E un espae de Hilbert dont onnote (·|·) le produit salaire, Ω = I × E et f : Ω → E une appliation ontinue loalementlipshitzienne en la seonde variable. On suppose que
(f(t, x)|x) ≤ a(t)‖x‖2 + b(t) (t, x) ∈ Ωoù a, b : I → R sont ontinues.1. Montrer que, pour tout (t0, x0) ∈ Ω, l'équation di�érentielle

x′ = f(t, x)possède au moins une solution maximale (]α0, β0[, ϕ0) telle que ϕ0(t0) = x0.1



2 2. Etablir l'inégalité
1

2

d

dt
‖ϕ0(t)‖

2 ≤ a(t)‖ϕ0(t)‖
2 + b(t) t ∈]α0, β0[.3. En déduire que ]α0, β0[= I.Exerie 5. Soit ϕ : R → R une fontion de lasse C1 telle que

lim
t→+∞

ϕ(t) = 0,

∫

+∞

0

|ϕ′(t)|dt < +∞.On onsidère l'équation di�érentielle du seond ordre
y′′ + (1 + ϕ(t))y = 0 t ∈ R. (1)1. Prouver que les solutions maximales de (1) sont dé�nies sur tout R et sont de lasse

C3. ( Transformer l'équation en une équation du type Ẋ = F (t, X), où X prend sesvaleurs dans R
2.)2. Soit (R, y) une solution maximale de (1). Prouver que la fontion E : R → Rdé�nie par
E(t) =

(y′(t))2

2
+

(y(t))2

2
+

∫ t

0

ϕ(s)y(s)y′(s)dsest onstante.3. Etablir l'existene d'une onstante A ∈ R telle que
(y(t))2(1 + ϕ(t)) ≤ A − (y′(t))2 +

∫ t

0

|ϕ′(s)|(y(s))2dspour tout t ≥ 0, et l'existene de t0 ≥ 0 pour lequel
(y(t))2 ≤ 2A + 2

∫ t

0

|ϕ′(s)|(y(s))2dspour tout t ≥ t0.4. Prouver en�n que y reste borné sur [0, +∞[.Exerie 6. On dit qu'une fontion f : R
2 → R est quasihomogène s'il existe α, β ∈ Rtels que

f(λαt, λβx) = λβ−αf(t, x) .1. Montrer qu'une équation di�érentielle quasihomogène
x′ = f(t, x) ,se transforme en une équation à variables séparables. (Indiation: xα = tβy).2. Résoudre ette équation.3. Appliations: (i) f(t, x) = −x2

t3
, (ii) f(t, x) = x2

−t2

x2+t2
, (iii) f(t, x) = x−t2

t
.


