
Université de Bordeaux I 2007 - 2008Systèmes dynamiques - MHT621Exeries de Travaux DirigésFeuille 7Cette �he porte sur les:
• Wronskiens d'un système fondamental des solutions.
• Fontions de Lyapunov.Exerie 1. Soit φ une fontion de lasse C1 sur R tendant vers +∞ quand |x| → +∞.On onsidère le problème de Cauhy







x′ = 2y,

y′ = −φ′(x),
x(0) = x0, y(0) = y0.Montrer que si x0 est un minimum loal strite de φ alors la solution (0, x0) est stable.Est-elle asymptotiquement stable? (voir d. de l'exerie préédent).Rappel: Le déterminant w(t) = det[M(t)] est appelé le wronskien des n solutions quiforment le système fondamental des solutions (linéairement indépendantes) et dé�nissent

M(t).Ex: Si u1, u2 deux solutions réelles non proportionnelles d'une équation di�érentielle deseond ordre:
M(t) =

(

u1(t) u2(t)
u′

1(t) u′

2(t)

)

, w(t) = det(M(t)) = u1(t)u
′

2(t) − u2(t)u
′

1(t).Rq.: Deux solutions forment un système fondamental si et seulement si leur wronskien estnon nul en un point t0. Et dans e as, le wronskien ne s'annule en auun point. Référene:[Mathématique pour la physique, Pierrette Benoist-Gueutal℄Exerie 2. Soient p, q :]a, b[→ R deux fontions ontinues.a. Deux solutions sur ]a, b[, ϕ1, ϕ2 de l'équation di�érentielle linéaire du seond ordresur ]a, b[:

ẍ + p(t)ẋ + q(t)x = 0 (1)qui s'annulent en t0 ∈]a, b[ peuvent-elles former un système fondamental de solu-tions?b. Même question lorsqu'on suppose seulement que t0 est un point d'extremum desdeux solutions ϕ1 et ϕ2.. Montrer que si (ϕ1, ϕ2) est un système fondamental de solutions de (1) et si t0 estun point d'in�exion de ϕ1 et ϕ2, alors p(t0) = q(t0) = 0.1



2 d. Soit (ϕ1, ϕ2) est un système fondamental de solutions de (1). On suppose ϕ1 onnuene s'annulant pas. Établir la relation
W (ϕ1, ϕ2)(t) = Ce

−

R

t

t0
p(s)ds

C ∈ R, t0, t ∈]a, b[,et en déduire une expression de ϕ2.e. Intégrer l'équation di�érentielle
t2ẍ − tẋ + t = 0dans ]0, +∞[.Exerie 3. En onstruisant une fontion de Lyapunov de la forme V (x, y) = ax2

2
+ by2

2
,étudier la stabilité de (0, 0) pour :

{

ẋ = −x − 2y3

ẏ = x y2 − y3

{

ẋ = y

ẏ = −f(x, y) y − x
ave f ≥ 0, > 0

{

x′ = −x3 + xy2

y′ = −2x2y − y3

{

x′ = −x3

2
+ 2xy2

y′ = −y3

{

x′ = −x3 + 2y3

y′ = −2xy2

{

x′ = x3 − y3

y′ = 2xy2 + 4x2y + 2y3

{

x′ = −x3

y′ = −y3

{

x′ = −y + x(x2 + y2)
y′ = x + y(x2 + y2)Exerie 4. Même question pour:







x′

1 = 2x2(x3 − 1)
x′

2 = −x1(x3 − 1)
x′

3 = −x3
3







x′

1 = 2x2(x3 − 1)
x′

2 = −x1(x3 − 1)
x′

3 = x3
3Exerie 5. (Système de Lorenz) Soit σ, r, b ∈ R

∗+. On onsidère le système autonomesuivant:






x′ = −σx + σy

y′ = rx − y − xz

z′ = −bz + xy1. Etudier par une méthode de linéarisation les propriètés de stabilité du point sta-tionnaire 0.2. Soit L(x, y, z) = x2 + σy2 + σz2 ∈ C1(R3, R). Montrer que L est une fontion deLyapunov strite si r < 1 et large si r = 1. Que peut-on onlure?


