
MAP 401 2006-2007Devoir maison 2Exerie 1. On pose G = Z/9Z × Z/9Z. Soit f : G −→ G l'appliation qui à (x, y) assoie
f(x, y) = (3x, x − y).a. Montrer que f est un morphisme de groupe.b. Déterminer le noyau de f . Déterminer l'image de f .. Le noyau de f est-il ylique, distinguée? Justi�er votre réponse.d. L'image de f est-elle ylique? Justi�er votre réponse.Exerie 2. On onsidère l'anneau A = Z/91Z.a. Déterminer les diviseurs de zéro de l'anneau A.b. Déterminer les éléments x ∈ A qui véri�ent l'équation x2 + 2x − 3 = 0.Exerie 3. On munit Z

2 des lois + et · dé�nies par (a, b) + (a′, b′) = (a + a′, b + b′) et
(a, b) · (a′, b′) = (aa′, bb′).a. Montrer que (Z2,+, ·) est un anneau ommutatif.b. Montrer que {

(a, a); a ∈ Z
} est un sous-anneau de Z

2.. Montrer que {

(a, 0); a ∈ Z
} est un anneau pour les lois + et · de Z

2. Est-e unsous-anneau de Z
2 ? Est-e un idéal de Z

2 ?Exerie 4. Soient p, q deux entiers naturels. Montrer que
(Z/pqZ,+, ·) 7−→ (Z/pZ × Z/qZ,+, ·);

ā 7−→ (ā, ā)(les trois ¯ ont des signi�ations toutes distintes ...) dé�nit un homomorphisme d'anneaux.Exerie 5. On dé�nit sur R les deux lois ⊕ et ⊗ par
x ⊕ y = x + y − 1,

x ⊗ y = x + y − xy.Montrer que (R,⊕,⊗) est un orps.Exerie 6. (Struture d'anneaux sur Z/nZ) Soit n ≥ 2 un entier naturel. soit A le groupede ongruene Z/nZ. Si x est un entier, on note par x̄ sa lasse modulo n.a. Soient x̄, ȳ ∈ A. Posons
x̄ ∗ ȳ = xy.Montrer que (A,+, ∗) est un anneau ommutattif (unitaire).b. Érire la table de multipliation dans Z/6Z.. Montrer que ā est un diviseur de 0 si a et n ont un diviseur ommun (autre que 1 et

−1), et que ā est un inversible sinon. (voir aussi Feuille 5 Ex II-4)(Indiation:voir EX II-4 Feuille 5)d. Montrer que A est un orps si et seulement si n est un nombre premier.
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