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Exercice 1. (Lemme de Kronecker)
1) (Césaro généralisé.) Soit (bn)n≥0 une suite croissante telle que b0 = 0,

bn > 0, n ≥ 1 et bn → +∞ quand n → +∞. Soit (sn)n≥1 une suite
convergente vers une limite l. Montrer que

1

bn

n∑
k=1

(bk − bk−1)sk −→
n→+∞

l.

2) Soit (bn)n≥1 une suite croissante telle que bn > 0, n ≥ 1 et bn → +∞
quand n→ +∞. Soit Σn≥1un une série convergente. Montrer que

1

bn

n∑
k=1

bkuk −→
n→+∞

0.

Indication: On pourra utiliser une transformation d’Abel.
3) Soit (xn)n≥1 une suite de réels telle que la série

∑ xn
n converge. Mon-

trer que

1

n

n∑
k=1

xk −→
n→+∞

0.

Exercice 2. (Un premier pas vers Stirling)
1) Soit un = n!en

nn+1/2 , n ≥ 1 et vn = ln(un)− ln(un−1), n ≥ 2. Montrer que
la série

∑
vn est convergente.

2) Montrer qu’il existe une constante C > 0 telle que n! ∼ C
√
n
(
n
e

)n
quand n→ +∞.

Exercice 3. Séries de Hardy

Dans ce problème, on étudie la convergence de la série
∑ sin(π

√
n)

nα en
fonction du paramètre α > 0.

1) Que dire si α > 1?
2) Traiter le cas 1

2 < α ≤ 1 en comparant avec une intégrale.

3) Montrer qu’on a eiπ
√
n+1 − eiπ

√
n =

iπeiπ
√
n

2
√
n
− π2eiπ

√
n

8n
+ O

(
1

n3/2

)
quand n→∞.

4) Traiter le cas α = 1
2 .

5) Traiter enfin le cas α < 1
2 , en écrivant sin(π

√
n)√

n
= sin(π

√
n)

nα
1

n
1
2−α

.
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