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Exercice 1. Soit X une variable aléatoire à valeurs dans N∗ et ε une variable aléatoire de loi de
Bernoulli de paramètre p avec 0 < p < 1 indépendante de X. On note q = 1− p.

On pose Y = ε+ (1− ε)(1 +X).
1) Soit k ∈ N∗, calculer P(Y = k). On pourra séparer les cas k = 1 et k ≥ 2.
2) On suppose que X est intégrable. Justifier que Y est intégrable puis calculer E[Y ] en fonction

de p, q et E[X].
3) On suppose maintenant que Y a même loi que X. Montrer qu’alors X suit nécessairement une

loi géométrique dont on précisera le paramètre.
4) En déduire l’espérance de la loi géométrique de paramètre p avec 0 < p < 1.

Exercice 2. Partie A La loi triangulaire est beaucoup utilisée en traitement du son ou de l’image.
On dit que X suit la loi triangulaire T (a) avec a > 0 si sa densité est donnée par,

fX(x) =
1

a2
(a− |x|) 1[−a,a](x)

1) Vérifier que fX est bien une densité de probabilité et représenter cette densité.
2) Calculer son espérance et sa variance.
3) Calculer P(2|X| ≥ a).
4) Calculer la loi de la variable aléatoire Y = 1√

a

√
|X|. On donnera notamment sa densité.

Partie B Soient X et Y deux variables aléatoires de loi uniforme sur [−1, 1] indépendantes.
Soient a > 0 et b > 0 deux réels positifs. On pose

U = a

(
X + Y

2

)
et V = b

(
X − Y

2

)
.

1) Soient D le carré [−1, 1]2 et ∆ = {(x, y) ∈ R2, |x|a + |y|
b ≤ 1} le losange de base [−a, a] et de

hauteur [−b, b].
On admet que l’application φ : R2 → R2 définie par

φ(x, y) =

(
a

(
x+ y

2

)
, b

(
x− y

2

))
réalise une bijection de D sur ∆. Montrer que φ est en fait un C1- difféomorphisme de D sur ∆.

2) Montrer que le couple (U, V ) admet une densité et donner cette densité.
3) Montrer que U suit la loi T (a) et que V suit la loi T (b).
4) Les variables aléatoires U et V sont elles indépendantes.

Exercice 3.
Soit (Xn)n≥2 une suite de variables aléatoires indépendantes. On suppose que la loi de Xn est

donnée par 
P(Xn = n) = 1

2n lnn
P(Xn = 0) = 1− 1

n lnn
P(Xn = −n) = 1

2n lnn

1



On pose Yn = 1
n

∑n
i=2Xi.

1) Calculer E[Xi], pour i ≥ 2.
2) Montrer que Yn converge dans L2 et en probabilité vers 0.
3) Montrer que Xn

n ne converge pas presque sûrement vers 0.

4) En notant que Xn
n = Yn − n−1

n Yn−1, montrer que Yn ne converge pas presque sûrement vers 0.

Exercice 4.
1) Soit X une variable aléatoire réelle. Montrer que sa fonction caractéristique vérifie

φX(−t) = φX(t), t ∈ R.

2) Soit U de loi uniforme sur [0, 1], calculer la fonction caratéristique de U .
3) Montrer qu’il n’existe pas de variables aléatoires X et Y indépendantes et de même loi telles

que X − Y suit la loi uniforme sur [0, 1]?

Exercice 5. Soit µ et ν deux mesures de probabilités sur R qui admettent un moment d’ordre 2.
On définit la distance de Wasserstein (au carré) entre µ et ν par

W(µ, ν)2 = inf E[|X − Y |2]

où l’infimum est pris sur tous les vecteurs aléatoires (X,Y ) ayant µ et ν pour lois marginales.
On note m1 et σ21 la moyenne et la variance de µ et m2 et σ22 la moyenne et la variance de ν.
1) Soient (X,Y ) un vecteur aléatoire de lois marginales µ et ν. Soit X̃ = X −m1 et Ỹ = Y −m2.

Montrer que
E[|X − Y |2] = (m1 −m2)

2 + E[|X̃ − Ỹ |2]
2) Montrer que

E[|X̃ − Ỹ |2] = σ21 + σ22 − 2C

avec C = Cov(X̃, Ỹ ).
3) Justifier que

|Cov(X̃, Ỹ )| ≤ σ1σ2.
4) En déduire que

W(µ, ν)2 ≥ (m1 −m2)
2 + (σ1 − σ2)2.

5) Donner une condition suffisante sur µ et ν pour que

W(µ, ν)2 = (m1 −m2)
2 + (σ1 − σ2)2.

Indication: On pourra s’intéresser au cas d’égalité de la question 3).
6) Que vaut donc W(µ, ν)2 lorsque µ et ν sont toutes les deux des lois normales?

Exercice 6. Soit (X,Y, Z) un vecteur aléatoire gaussien de R3, de loi N (0,Γ) où la matrice Γ est
donnée par

Γ =

 2 1 1
1 2 1
1 1 2

 .

On pose
U = −X + Y + Z, V = X − Y + Z, W = X + Y − Z.

1) Déterminer la loi du vecteur aléatoire (U, V,W ).

2) En déduire la loi de la variable aléatoire

T =
(U + V +W )2

12
.
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