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1. Donner la régularité de la fonction :

f : R→ R
0 7→ 0

x 7→ x3/2 sin
(

1
x

)
.

2. Donner le développement limité à l'ordre 5 en 0
de la fonction :

f : R→ R
x 7→ Arctan(x).
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1. La fonction suivante admet-elle un point �xe ?

f : R→ R
x 7→ x5 + 2.

2. Donner le développement limité à l'ordre 5 en 0
de la fonction :

g : R→ R
x 7→ Arctan(Arcsin(x)).
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1. Soient x et y deux réels. Soit n un entier naturel
non nul. Donner la limite, si elle existe, de la suite
de terme général :

un =
(
1 +

x

n
+

y

n2

)n

.

2. Donner le développement limité à l'ordre 6 en 0
de la fonction :

g : [−1, 1] → R
x 7→ Arcsin(ex − 1− x).
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1. Soient x et y deux réels. Soit n un entier naturel
non nul. Donner la limite, si elle existe, de la suite
de terme général :

un =
(
1 +

x

n
+

y

n2

)n2

.

2. Donner le développement limité à l'ordre 6 en 0
de la fonction :

g : [−1, 1] → R

x 7→ eArctan(x2).

1



Université Paris 7 Année 2008/2009
UFR de Mathématiques MT1

COLLE
Fonctions d'une variable réelle

4

1. Considérons la fonction :

f : R→ R

x 7→ e−(x−3)2 .

Peut-on lui appliquer le théorème de Rolle ?

2. Étudier la suite dé�nie par :
{

u0 = 1
un+1 = Arctan(un), ∀n ∈ N.
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1. Montrer qu'une fonction de classe C2 admet un
développement limité à l'ordre 2. Qu'en est-il de
la réciproque ?

2. Donner le développement limité à l'ordre 4 en 0
de la fonction :

g : R→ R
x 7→ Arctan(x) + Argsh(x).
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1. Donner un exemple de fonction illustrant le théo-
rème de Rolle.

2. Calculer le développement limité à l'ordre 5 en 0
de la fonction :

g : R→ R
x 7→ sin(x) + Arcsin(x) + Arcsin(sin(x)).
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1. Calculer, si elles existent, les limites :

lim
x→0

tan(x) + sin(x)
Arctan(x) + Arcsin(x)

,

lim
x→0

ex − e

log(1 + x)
.

2. La fonction :

f : R→ R
x 7→ xex + Arctan(x)

admet-elle un point �xe ?
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1. Considérons la fonction :

g : R→ R
x 7→ ex − e−x.

Admet-elle un point �xe ?

2. Donner un développement de Taylor à l'ordre 3 au
voisinage de 0 de la fonction :

f : R→ R
x 7→ Arcsin(x).
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1. On considère la fonction :

f : R→ R
0 7→ 0

x 7→ x5/2 sin(1/x) si x 6= 0.

◦ Donner un développement limité à l'ordre 2 en
0 de f .

◦ La fonction f est-elle dérivable deux fois en 0 ?

2. Faire l'étude complète de la fonction :

g : R→ R
x 7→ Arcsin(sin(x)).
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1. Donner un exemple de fonction continue sur [0, 1]
et non dérivable en 1

4 , 1
2 , 3

4 .
2. Calculer, si elles existent, les limites suivantes :

lim
x→0

sin(x) + Arcsin(x)
tan(x) + Arctan(x)

,

lim
x→1

log(x) e

1
(x− 1)2 ,

lim
x→+∞

Arcsin(sin(1/x))
Arctan(tan(1/x))

.
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1. Donner la construction de la fonction Arctan.
2. Calculer, si elles existent, les limites suivantes :

lim
x→0

sin(x)
x + tan(x)

,

lim
x→1

√
x + 1−√2x

sin(πx)
,

lim
x→+∞

e1/x − e−1/x

e1/x2 − e−1/x2 .
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1. Calculer, si elles existent, les limites suivantes :

lim
x→0

sin(x)
x2

lim
x→π

4

sin(x)−√2/2
cos(x)−√2/2

.

2. Montrer qu'une fonction f continue R → R véri-
�ant limx→+∞ f(x) = 2 et limx→−∞ f(x) = 0 est
une fonction bornée sur R.
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1. On considère la fonction :

f : R→ R
x 7→ x5 + 1.

Cette fonction admet-elle un point �xe ?

2. Faire l'étude complète de la fonction :

g : R→ R
x 7→ Arccos(cos(x)).
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1. Calculer, si elles existent, les limites suivantes :

lim
x→π

4

tan(x)− 1
xπ

4

,

lim
x→+∞

(√
x3 + 1− x

√
x
)
.

2. Étudier la fonction dé�nie par :

f : R→ R
x 7→ x3 si x < 0,

x 7→ sin(x) si x ∈ [0,
π

2
[,

x 7→ log
(

2ex

π

)
si x >

π

2
.
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1. Simpli�er les expressions :
• Arctan(x) + Arctan( 1

x ) pour x < 0.
• E[| cos(x)|], où E[a] désigne la partie entière du

nombre a.
2. Étudier les variations de la fonction :

g : R→ R

x 7→ Arctan
(

log(x2 + 1)
2 + cos2(x)

)
.
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1. Donner un exemple de fonction continue de [0, 1]
dans R, non dérivable en 1

3 et non dérivable en 2
3 .

2. Étudier la suite dé�nie par :

u0 = 2

un+1 = une−un , ∀n ∈ N.
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1. Considérons la fonction :

f : R∗ → R

x 7→ x2 sin
1
x5

.

Peut-on la prolonger pa continuité ? Cette fonction
est-elle dérivable ?

2. Calculer la somme des deux fonctions :

f : ]0,+∞[ → R
x 7→ Arctan(x).

g : ]0, +∞[ → R

x 7→ Arctan
(

1
x

)
.
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1. Calculer, si elles existent, les limites suivantes :

lim
x→+∞

x3e−x/2,

lim
x→+∞

x log
(

1 +
1
x

)
.

2. Soit g la fonction dé�nie par :

g : R→ R
x 7→ x4 + x + 1,

Admet-elle des points �xes ? Peut-on les encadrer
à 10−2 près ?
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1. Soient f et g deux fonctions R → R. Supposons
que pour tout x ∈ R on a |f(x)| = |g(x)|. Que
peut-on dire de f et g si on les supposent conti-
nues ?

2. Tracer la fonction :

h : R→ R
0 7→ 0

x 7→ x2 sin
(

1
x

)
si x 6= 0.
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