Master CSI 1
Arithmétique 1

Feuille d’exercices n® 6.

Soit F' = Fyr. On note o(x) = x? le Frobenius. On pose, pour tout a € F,

Tr(a) =a+ad’+a*+--+a*  =a+o(a)+ - +c"a).
Soit f(z) =1+ 1z + cox® + -+ - + el un polynome de Fylx] de degré L que I'on suppose
irréductible. On fixe une racine a de f dans F'. On a donc F' = Fyla].
On rappelle que I'on dit que f engendre la suite s = (sg, s1,...) si pour tout j > L, on a :

~

Sj = E Cisj—i = clsj_l + CQSj_Q + -t CLSj—L-
i=1

1. (a) Montrez que, si Tr(b) = 0, alors b est racine d’un polynome de degré 2°~1. En déduire
qu'il existe b € F' tel que Tr(b) # 0.
(b) Montrez que, si Tr(au) = 0 pour tout u € F', alors a = 0.
2. (a) Montrez que, pour tout 5 € F, la suite définie par s; = Tr(Sa7) pour j > 0 est
engendrée par f.
(b) En déduire que I'application de F' dans I’espace vectoriel des suites engendrées par
f qui a 8 associe la suite s = s(3) définie par s; = Tr(Ba™7) pour j > 0 est un
isomorphisme d’espaces vectoriels.

(c) Pour tout entier ¢, on note s la suite définie par

(s); = s15.
i. Exemple : f(z) = z* + 23 4+ 1. On sait que f est irréductible sur Fy et que ses
racines engendrent [Fj,. Soit s = 100010011010111 .. ..
Quels sont les bits suivants de s? Calculez le début de s, 56, 50) et le plus
petit polynéme qui les engendre.

ii. Retour au cas général : montrez que la suite s est engendrée par le polynome
minimal de a! sur F,.

iii. Vérifiez sur 'exemple précédent.

iv. Toujours I'exemple : d’aprés ce qui précede, si o est une racine de f, il existe
B € F tel que s = s(f). Calculez g.

Tous les codes de cet exercice sont cycliques, de longueur n sur F,.

1. Montrez que le code cyclique engendré par 1+ X + X2 + - + X" ! est le code C =
{(a,...,a):a€F,}. Quelle est sa dimension ?

2. Montrez que le code cyclique engendré par X — 1 est le code C' = {(z1,...,2,) € F} :
o @i = 0}. Quelle est sa dimension ?
3. Montrez que, si C; est engendré par f; avec f; diviseur de X™ — 1, alors :
(a) C) C Cy <= fy divise f;
(b) Cy + Cy est engendré par ged(f1, f2)
(c) Cy N Cy est engendré par (f1, f2)



