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Exercice 1. On note f(z) = = — cx 4 aze .

1. Les points d’équilibre sont solutions de 1’équation f(x) = x. On obtient a

priori deux valeurs

1 a

x=0 ou :c*:fln<f>.

b c
Si a > ¢ (le taux de production est supérieur au taux de destruction pour
des valeurs faibles du nombre de globules rouges), le systéme admet les deux
points d’équilibre 0 et z,. Si a < ¢, 0 est le seul point d’équilibre. Un point
d’équilibre z est stable si |f/(z)] < 1. Comme

fl(x)=1—cH+ ae (1 — bx)

ona f(0)=1+a—cet f'(z,) =1—cln2. Sia<ec 0< f(0) <1etOest
stable. Si a > ¢, comme f'(z.) < 1, z, est stable si et seulement si

c<a<cexp(2/c).

2. Dans le cas a < ¢, la courbe y = f(x) est toujours en dessous de y = x. Dans
le cas a > ¢, y = f(x) est asymptote a y = (1 — ¢)x.
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FIGURE 1 — Quelques itérés dans les deux cas : a < cet a > c.

Exercice 2. On note par a, b, ¢ les concentrations des espéces A, B, C.

1. Le lois cinétiques d’action de masse donnent

da b de
— = —sa+ — =sa—(14+s)b+ — =sb—ec.
; sa+b, ; = 50 (1+s)b+c, ; sb—c



2. On constate que %(a + b+ ¢) = 0. Les conditions initiales entrainent la

dt
relation a + b+ ¢ = 1. En éliminant b, on obtient
da dc
—=1—(1+s)a—c, —=s—sa—(1+s)c.
7 (1+5) 7 (1+s)
3. Les points d’équilibre sont solutions de ‘é—? = % = 0. On obtient un unique

point d’équilibre (ax, ¢,) solution d’un systéme linéaire

(1+sja+c =1 ay = (1+s+s%)"1
d’oi1 .
sa+(1+s)c =s v =82 (1+s+s)7!

La matrice de linéarisation autour du point d’équilibre est

—(1+s) -1

Jac(ay, i) = L s

Son déterminant est égal a det(Jac) = 1 + s+ s2 > 0 et sa trace est égale
a tr(Jac) = —2(1 + s) < 0. Les deux valeurs propres sont donc toutes les
deux strictement négatives. Le systéme est stable ; comme il est linéaire, peu
importent les conditions initiales, il convergera exponentiellement vite vers
le point d’équilibre.

Exercice 3.

1. On définit z(7) = %N(%) En dérivant par rapport & 7 on obtient

dr 1dN N N K\? )
dr_rLdt_L<1(LL>)_x(1($a))'

2. Les points d’équilibre sont obtenus en résolvant f(x) = 0. On obtient alors
=0,z =a—1ouz=a+ 1. Le tracer des graphes & = f(z) est donné
dans la figure 2.
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FIGURE 2 — Graphe de & = f(z) pour 3 cas de a.

Pour a > 1, il y a 3 points d’équilibre ; pour a < 1, il y a 2 points d’équilibre
positifs et un point négatif qui n’est pas réalisable biologiquement. .

3. On suppose que a > 1. Les points d’équilibre x = 0 et * = a+ 1 sont stables;
le point x = a — 1 est instable. Pour toute condition initiale z¢ €]0,a — 1]
ou xg €]a+ 1, +o0], le systéme évolue exponentiellement vite vers 0 ou a+ 1
respectivement. Pour toute condition initiale zy €Ja — 1,a + 1], le systéme
converge vers a + 1.



4. Pour a = 2, la décomposition dite en éléments simples de

1 -3 12 1/6
r(r—1)B-2) =z +1‘—1+3—1"

est obtenue en multipliant les deux membres par un des termes z, z — 1 ou
3 — x, en simplifiant les expressions obtenues, puis en faisant respectivement
=0,z =1ouxz =3 pour trouver les coefficients correspondants A, B ou
C. L’équation différentielle est & variables séparées, en tenant compte de la
condition initiale zg =2 a4 79 =0

dx dzx dx dx

= —— :d
tr—1)B—2) 3z 2e-1 6B-2
—lln x(T) —i—lln z(r)—1 —lln 3— (1) o

37072 |2 1 6 1

2 (L)
x 3—zx '

Comme z(7) est un fonction croissante de limite a + 1 = 3, on a bien

32
3—x(1) ~ 56_67, pour T — +o0.

Exercice 4.

1. I est sous entendu que le taux de décés est égal au taux de naissance b.
On suppose aussi que les individus infectés donnent naissance & des enfants
sains. Le systéme est décrit par la figure 3.

F1GURE 3 — Diagramme de Leslie & 3 états S, I, R.

2. On constate que Syy1 41111+ Rip1 = Si+ 1+ Ry en sommant les 3 équations.
C’est bien siir compatible avec 'hypothése sur 1’égalité des taux de décés et
de naissance.

3. On raisonne par récurrence. On suppose que St, Iy, Ry > 0. La condition
0 < b+~ < 1 entraine Iy4; > 0,0 < b < 1 et Ry > 0. La loi de
conservation donne 0 < I; < N et 'hypothése 0 < p+ b < 1 entrainent alors
(1 —p)St - %ItSt > (1 ey B)St > 0 et donc St+1 > 0.



4. On remplace R; + I; par N — S; dans la premiére équation pour obtenir
St_|_1 = (1 - p)St - %Itst + b(N - St) = f(St7 It)
It+1 = %ItSt + (1 —b— ’y)[t = g(St, It)

Les points d’équilibre sont solutions de Si11 = S¢ et Ir11 = I;. Deux cas se
présentent.

(a) Oubien I =0et S=bN/(p+b).
(b) Ou bien I > 0, par simplification de I dans la deuxiéme équation, on

obtient Sy = N(b+ v)/8 et par substitution de S, dans la premiére
équation %I*S* =bN — (p+ b)Ss, on obtient

N(b+79) N(p+0b) b
Spy=—7F—, Li=—FF(p—-1) avec p=——7——.
B g Y SRR [P ED)
5. La matrice jacobienne de linéarisation en tout point (S, 1) est égale a
_ _B _B
JaC(S,I) — 1 (p—l/;)b) NI 5 NS
&1 FS+1—(b+7)

La condition de stabilité de Jury est |tr(Jac)| < 1 + det(Jac) < 2 et elle est
équivalente au fait que les deux valeurs propres sont en module strictement

plus petites que 1. Au point (1%, O), la matrice jacobienne est égale &
bN 1—(p+b L
Jac*(i,O) = (p+?) ptb .
b 0 1+ (b+7)(p—1)

Les valeurs propres de la matrice sont 1 — (p+b) et 1 + (b+~)(p — 1). Le
point d’équilibre est stable si et seulement si p < 1.

6. On suppose que § = % et b=~ = %. Alors

5
C 20p+1

1
p et p<1é;p>pmin:g
On peut donc éradiquer la pathologie si la proportion p de personnes vacci-
nées est supérieure a 1/5. Si maintenant p = %pmm = 1—10, alors p = g > 1.
La matrice jacobienne au point d’équilibre (S, I,) est égale a

3 _ 1
_ |4 10
1
6 1.
_7

On obtient les valeurs numériques tr(Jac) = 1 et det(Jac) = %—g qui vérifient
bien la condition de Jury. Le point d’équilibre (S, I.) est stable, la population
tend & se répartir selon les valeurs

N N 3N
Yoo o Ro=N
5’ 5 °

L—pp+b) —(b+7)

JaclSe 1) = (p—Dp+b 1

Sy =



Exercice 5.

1. Sur lintervalle | — 00, 0[, on constate que la courbe ¢ = f(p) est située au

dessus de ’axe ¢ = 0 et donc n’intersecte pas la droite ¢ = p. De méme, sur
I'intervalle |y, +o0[, la courbe ¢ = f(p) est au dessous de ¢ = 0 et n’intersecte
pas ¢ = p. La courbe ¢ = f(p) doit cependant couper au moins une fois ¢ = p.
On admet que cela ne peut se produire qu’une seule fois. On vient de montrer
que I’équation

p=a(y—p)(1+p)°
admet une unique solution dans |0, ~/[.

. Les points d’équilibre sont obtenus en résolvant le systémes

(185 ) 00 )

Ou bien h = 0 et p(y —p) = 0 et on obtient 2 points d’équilibre sur l'axe
h = 0 d’ordonnées p = 0 ou p = «. Ou bien h > 0 et p est solution de
I’équation
p
ah=——=a(y—p)(1+Dp).
7 (v—=p)(1+p)

La question 1. montre qu’il existe une unique solution p, €]0,v| vérifiant
I’équation précédente. Cette méme équation définie h,.

3. Le diagramme est donnée sur la figure 4 L’axe horizontal et la parabole
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FIGURE 4 — Points d’équilibre, nulclines et champ de vecteur.

sont des p-nulclines, ’axe vertical et ’hyperbole sont des h-nulclines. Deux
points d’équilibre sont sur ’axe vertical, le troisiéme a ses deux coordonnées
strictement positives.



4. On écrit le systéme différentielle sous la forme

of Of
dh dp _|on 37])
a - f(hap)v E - g(h’p) avec Jac(h,p) - @ @
oh Op

Aux deux points d’équilibre sur ’axe vertical, on a
By 0
Jac(0,0) = [0 0] . Jac(0,7) = [ = ]
0 ~ 1 Y

Le point (0,0) est un point neeud instable (h = —afh? sur l'axe p = 0); le
point (0, ) est un point selle (donc instable). La matrice jacobienne au point
(hy, ps) est de plus

Y — Px
Jac(hy, ps) = (1 i*p > P P D=
* -1 ~v—1-2p,

5. Pour 0 < v <1, les signes des entrées de la matrice jacobienne sont

-+

signe(Jac(hy, py)) =

Sans calcul, on obtient que le déterminant de Jac(hx, ps) est strictement posi-
tif et que la trace de Jac(hy, ps) est strictement négative. Nécessairement, les
deux valeurs propres sont strictement négatives. Le systéme différentielle non
perturbé est donc asymptotiquement stable. Le calcul exact du déterminant

donne 5
D+ 2

Le discriminant du polynéme du second degré est A = y(y —8) < 0 et le
déterminant est bien strictement positif sous les hypothéses 0 < v < 8.

det(Jac(hs, ps)) =

6. On rappelle d’abord que les deux axes sont des trajectoires particuliéres.
Toute autre trajectoire passant par un point A > 0 et p > 0 ne coupe donc
jamais les axes. Sur la demie-droite p = v+ 1 et A > 0, la composante
verticale du champ de vecteur est strictement négative

dp h
— = H{-1—— 0
dt (v + )< 1+p><

Sur la demie-droite h = 1/a et p > 0, la composante horizontale du champ
de vecteur est négative

dh B

dt —  a(l+p)
le rectangle R = {(h,p) : 0 <h <1/a, 0 <p <~vy+1 est donc une région

absorbante : toute trajectoire issue d’un point intérieur de R est contrainte
a rester dans R en tout temps positif.

< 0.



7.

On suppose que v = 4, « = 1/12 et § = 1/2. On constate alors que (hy, ps) =
(6,1) est bien solution de

p

ah =
14+p

=a(y—p)(1+p).

La matrice jacobienne en ce point est égale a

1=
Jac(hs, py) = 1 [_; g]

de trace tr(Jac) = 1 et de déterminant det(Jac) = +. On est en fait dans le
cas a < o, = 4(y — 1) /(v + 1)® ot1 un cycle limite peut apparaitre pour des
valeurs de § suffisamment petites. La figure de droite de la figure 5 montre le
cas limite o = ay. Le calcul de trace et de déterminant précédent montre que
les deux valeurs propres de la matrice jacobienne sont strictement positives.

On cherche maintenant a construire un domaine ouvert borné R’ absorbant et
ne contenant aucun point d’équilibre dans R. On appliquera alors le théoréme
de Poincaré-Bendixon pour affirmer lexistence d’un cycle limite.

On commence par enlever au domaine R un petit disque de centre (hy, ps). Le
nouveau domaine ainsi formé reste encore absorbant. On modifie maintenant
le deux bords « bas» et « gauche » de R comme dans la figure de droite de
la figure 5. On fixe 0 < p’ < p. et b/ = p'/(a(1 +p')). Le bord « bas » de
R’ est formé d’une trajectoire se terminant a (h',p’) et coupant axe vertical
h = 1/a. Le bord « gauche » de R’ est formé du segment p’ <p <~y+1a
h = h'. ce nouveau domaine R’ devient absorbant.
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FIGURE 5 — Apparition d'un cycle limite pour a < ax et 8 < Bi(a).



