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Département Licence

Année 2005–2006 9 mars 2006
SVTE SVT201
Mathématiques Durée : 1h20
Ph. Thieullen

Les exercices sont indépendants. Les notes de cours sont interdites. Pour tout
calcul statistique effectué avec la calculatrice, il est demandé d’accompagner
le résultat numérique, de la formule mathématique correspondante.

Exercice 1. Résoudre par la méthode du pivot et discuter suivant les valeurs
du paramètre m, le système d’équations linéaires

x − z = −2
−x + 2y + 3z = 4
2x + y − z = m

(On montrera qu’on trouve une droite affine pour un certain paramètre.)

Exercice 2. On définit les matrices suivantes

M =

 1 0 −1
−1 1 1
m 1 −1

 , N =

2 1 −1
1 1 0
1 1 −1

 .

1. Calculer le produit MN . (Vérifier bien vos calculs car les questions
suivantes dépendent de ce produit.)

2. Pour quelle valeur de m, MN = I ? I désigne la matrice identité.
Déterminer alors l’inverse de M .

3. Montrer que pour m = 1, M n’est pas inversible. (Ne rester pas bloquer
sur cette question.)

4. On suppose ici que m = 2 et on note A = MN . Résoudre séparément
les 3 systèmes d’équations linéaires

A

x
y
z

 =

1
0
0

 , A

x′

y′

z′

 =

0
1
0

 , A

x′′

y′′

z′′

 =

0
0
1

 .

Montrer ensuite l’égalité

A

x x′ x′′

y y′ y′′

z z′ z′′

 = I
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En déduire l’inverse de A puis l’inverse de M .

Exercices 3. On considère la hauteur de 46 provenances d’Epinette du Co-
lorado après 20 ans de croissance. Les hauteurs sont mesurées en cm et sont
réparties en 6 groupes

hauteur du pin 150–300 300–350 350–450
nombre de pins 2 8 4

hauteur du pin 450–550 550–600 600-650
nombre de pins 17 10 5

1. Tracer l’histogramme des hauteurs des pins (on remarquera que l’am-
plitude des classes n’est pas constante).

2. En prenant comme hauteur moyenne d’un pin d’une classe donnée, le
milieu de cette classe, déterminer la hauteur moyenne de l’ensemble du
lot.

3. Tracer la courbes des effectifs cumulés des pins.

4. Déterminer la médiane, les deux autres quartiles et résumer vos résul-
tats dans un box-plot.

Exercice 4. Une cagette de fraises possède un nombre moyen de 125 fraises
et un écart-type de 30 fraises.

1. Déterminer la probabilité d’obtenir au moins 100 fraises.

2. L’agriculteur veut garantir à 10% près d’erreur le nombre minimal de
fraises d’une cagette. Déterminer ce nombre minimal.

Barême indicatif sur 200 : 25 - 70 - 70 - 35.
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Table de la loi normale

Table de la fonction de répartition

p = P(X ≤ x) =

∫ x

−∞

1√
2π

exp
(
− 1

2
t2

)
dt

Par exemple : si x = 1.5 + 0.04 alors p = 0.9382
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

x 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09
0.0 0.5000 0.5040 0.5080 0.5120 0.5160 0.5199 0.5239 0.5279 0.5319 0.5359
0.1 0.5398 0.5438 0.5478 0.5517 0.5557 0.5596 0.5636 0.5675 0.5714 0.5753
0.2 0.5793 0.5832 0.5871 0.5910 0.5948 0.5987 0.6026 0.6064 0.6103 0.6141
0.3 0.6179 0.6217 0.6255 0.6293 0.6331 0.6368 0.6406 0.6443 0.6480 0.6517
0.4 0.6554 0.6591 0.6628 0.6664 0.6700 0.6736 0.6772 0.6808 0.6844 0.6879
0.5 0.6915 0.6950 0.6985 0.7019 0.7054 0.7088 0.7123 0.7157 0.7190 0.7224
0.6 0.7257 0.7291 0.7324 0.7357 0.7389 0.7422 0.7454 0.7486 0.7517 0.7549
0.7 0.7580 0.7611 0.7642 0.7673 0.7704 0.7734 0.7764 0.7794 0.7823 0.7852
0.8 0.7881 0.7910 0.7939 0.7967 0.7995 0.8023 0.8051 0.8078 0.8106 0.8133
0.9 0.8159 0.8186 0.8212 0.8238 0.8264 0.8289 0.8315 0.8340 0.8365 0.8389
1.0 0.8413 0.8438 0.8461 0.8485 0.8508 0.8531 0.8554 0.8577 0.8599 0.8621
1.1 0.8643 0.8665 0.8686 0.8708 0.8729 0.8749 0.8770 0.8790 0.8810 0.8830
1.2 0.8849 0.8869 0.8888 0.8907 0.8925 0.8944 0.8962 0.8980 0.8997 0.9015
1.3 0.9032 0.9049 0.9066 0.9082 0.9099 0.9115 0.9131 0.9147 0.9162 0.9177
1.4 0.9192 0.9207 0.9222 0.9236 0.9251 0.9265 0.9279 0.9292 0.9306 0.9319
1.5 0.9332 0.9345 0.9357 0.9370 0.9382 0.9394 0.9406 0.9418 0.9429 0.9441
1.6 0.9452 0.9463 0.9474 0.9484 0.9495 0.9505 0.9515 0.9525 0.9535 0.9545
1.7 0.9554 0.9564 0.9573 0.9582 0.9591 0.9599 0.9608 0.9616 0.9625 0.9633
1.8 0.9641 0.9649 0.9656 0.9664 0.9671 0.9678 0.9686 0.9693 0.9699 0.9706
1.9 0.9713 0.9719 0.9726 0.9732 0.9738 0.9744 0.9750 0.9756 0.9761 0.9767
2.0 0.9772 0.9778 0.9783 0.9788 0.9793 0.9798 0.9803 0.9808 0.9812 0.9817
2.1 0.9821 0.9826 0.9830 0.9834 0.9838 0.9842 0.9846 0.9850 0.9854 0.9857
2.2 0.9861 0.9864 0.9868 0.9871 0.9875 0.9878 0.9881 0.9884 0.9887 0.9890
2.3 0.9893 0.9896 0.9898 0.9901 0.9904 0.9906 0.9909 0.9911 0.9913 0.9916
2.4 0.9918 0.9920 0.9922 0.9925 0.9927 0.9929 0.9931 0.9932 0.9934 0.9936
2.5 0.9938 0.9940 0.9941 0.9943 0.9945 0.9946 0.9948 0.9949 0.9951 0.9952
2.6 0.9953 0.9955 0.9956 0.9957 0.9959 0.9960 0.9961 0.9962 0.9963 0.9964
2.7 0.9965 0.9966 0.9967 0.9968 0.9969 0.9970 0.9971 0.9972 0.9973 0.9974
2.8 0.9974 0.9975 0.9976 0.9977 0.9977 0.9978 0.9979 0.9979 0.9980 0.9981
2.9 0.9981 0.9982 0.9982 0.9983 0.9984 0.9984 0.9985 0.9985 0.9986 0.9986

Cas des grandes valeurs de x

x 3.0 3.1 3.2 3.3 3.4 3.5 3.6 3.7
p 0.998650 0.999032 0.999313 0.999517 0.999663 0.999767 0.999841 0.999892

1-p 0.001350 0.000968 0.000687 0.000483 0.000337 0.000233 0.000159 0.000108

x 3.8 3.9 4.0 4.1 4.2 4.3 4.4 4.5
p 0.999928 0.999952 0.999968 0.999979 0.999987 0.999991 0.999995 0.999997

1-p 0.000072 0.000048 0.000032 0.000021 0.000013 0.000009 0.000005 0.000003
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Table de la loi normale : suite

Graphe de la densité φ(t) =
1

√
2π

exp
(

−
1

2
t2

)
.

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

Table de dépassement de l’écart absolu : P(|X| > zα) = α
Par exemple : si α = 0.1 + 0.03 alors zα = 1.514.

Cas des grandes valeurs de α :

α 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09
0.0 ∞ 2.576 2.326 2.170 2.054 1.960 1.881 1.812 1.751 1.695
0.1 1.645 1.598 1.555 1.514 1.476 1.440 1.405 1.372 1.341 1.311
0.2 1.282 1.254 1.227 1.200 1.175 1.150 1.126 1.103 1.080 1.058
0.3 1.036 1.015 0.994 0.974 0.954 0.935 0.915 0.896 0.878 0.860
0.4 0.842 0.824 0.806 0.789 0.772 0.755 0.739 0.722 0.706 0.690
0.5 0.674 0.659 0.643 0.628 0.613 0.598 0.583 0.568 0.553 0.539
0.6 0.524 0.510 0.496 0.482 0.468 0.454 0.440 0.426 0.412 0.399
0.7 0.385 0.372 0.358 0.345 0.332 0.319 0.305 0.292 0.279 0.266
0.8 0.253 0.240 0.228 0.215 0.202 0.189 0.176 0.164 0.151 0.138
0.9 0.126 0.113 0.100 0.088 0.075 0.063 0.050 0.038 0.025 0.013

Cas des petites valeurs de α :

α 0.010 0.005 0.002 0.001 0.0005 0.0002 0.0001 0.00005 0.00002 0.00001
x 2.576 2.807 3.090 3.291 3.481 3.719 3.891 4.056 4.265 4.417
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Corrigé du devoir surveillé de Mars 2006

Exercice 1. On applique la méthode du pivot. En prenant la variable x de
la première ligne comme pivot, on obtient

x − z = −2 L1 → L1

2y + 2z = 2 L2 → L2 + L1

y + z = m + 4 L3 → L3 − 2L1

puis en prenant la variable y de la deuxième ligne, après avoir simplifié par
2 la deuxième ligne

x − z = −2 L1 → L1

y + z = 1 L2 → 1
2
L2

0 = m + 3 L3 → L3 − 1
2
L2

Ou bien m + 3 = 0, m = −3, le système est équivalent à x − z = −2 et
y+z = 2. En prenant z comme variable libre, on obtient comme ensemble de
solutions S = {(−2 + z, 1− z, z) | z quelconque}. S est appelé doite affine.

Exercice 2.

1.

MN =

 1 0 −1
−1 1 1
m 1 −1

2 1 −1
1 1 0
1 1 −1

 =

 1 0 0
0 1 0

2m m 1−m

 .

2. MN = Id si et seulement si m = 0 et l’inverse de M est alors M−1 = N .

3. On suppose que m = 1. Si M était inversible d’inverse N donné par

N =

 a b c
a′ b′ c′

a′′ b′′ c′′


on obtiendrait en calculant du produit des deux matrices, une matrice
de la forme

MN =

∗ ∗ 0
∗ ∗ 0
∗ ∗ 0

 6=
1 0 0

0 1 0
0 0 1


où ∗ désigne quel scalaire. Une telle matrice ne peut jamais être égale
à la matrice identé : M n’est donc pas inversible.
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4. On suppose que m = 2. On obtient alors

A = MN =

1 0 0
0 1 0
4 2 −1


Inverser A revient à résoudre 3 systèmes linéaires

1 0 0
0 1 0
4 2 −1

x
y
z

 =

1
0
0

 ⇐⇒


x = 1
y = 0
4x + 2y − z = 01 0 0

0 1 0
4 2 −1

x′

y′

z′

 =

0
1
0

 ⇐⇒


x′ = 0
y′ = 1
4x′ + 2y′ − z′ = 01 0 0

0 1 0
4 2 −1

x′′

y′′

z′′

 =

0
0
1

 ⇐⇒


x′′ = 0
y′′ = 0
4x′′ + 2y′′ − z′′ = 1

On obtient 
x = 1
y = 0
z = 4


x′ = 0
y′ = 1
z′ = 2


x′′ = 0
y′′ = 0
z′′ = −1

En appelant

B =

x x′ x′′

y y′ y′′

z z′ z′′

 =

1 0 0
0 1 0
4 2 −1


on constate que AB = Id donc que B est l’inverse de A. Il se trouve que
B = A ici, mais c’est une simple cöıncidence. En revenant aux matrices
M et N , on vient de montrer que (MN)B = M(NB) = Id et donc que
NB est l’inverse de M . Le calcule donne

M−1 = NB =

2 1 −1
1 1 0
1 1 −1

1 0 0
0 1 0
4 2 −1

 =

−2 −1 1
1 1 0
−3 −1 1

 .

Exercice 3.

1. L’histogramme des hauteurs doit tenir compte du fait que l’amplitude
de chaque classe n’est pas constante.
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Fig. 1 – Histogramme des hauteurs

2. Le milieu d’une classe et la probabilité de trouver une hauteur de pin
dans une classe donnée sont réunis dans le tableau suivant

hauteur 225 325 400 500 575 625
probabilité 2/46 8/46 4/46 17/46 10/46 5/46

D’où une hauteur moyenne

h̄ =
2

46
225 +

8

46
325 + + · · · = 479 cm

3. Il n’est pas nécessaire dans ce diagramme de tenir compte de la varia-
tion des amplitudes des classes. On obtient alors la figure 2.

4. La hauteur médiane est située dans la classe [450, 550] et est solution
de l’équation

h50% − 450

550− 450
=

(50%)46− 14

31− 14
=⇒ h50% = 503.

Les autres quantiles se calculent de la même manière : h25% appartient
à la classe [350, 450] et h75% appartient à [550, 600]. On obtient
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Fig. 2 – Courbes des hauteurs cumulées

h25% − 350

450− 350
=

(25%)46− 10

14− 10
=⇒ h25% = 387,

h75% − 550

600− 550
=

(75%)46− 31

41− 31
=⇒ h75% = 567.

Le boxplot de cette distribution est donné par la figure 2.

Exercice 4. On admet que le nombre de fraises dans une cagette est une
variable aléatoire X de loi gaussienne N (µ, σ2) avec µ = 125 et σ = 30. On
notera Z une variable gaussienne de loi N (0, 1).

1. La probabilité d’obtenir au moins 100 fraises est donnée par

P(X ≥ 100) = P(
X − 125

30
≥ 100− 125

30
)

= P(Z ≥ −25

30
) = P(Z ≤ 25

30
) = 0.7967 ' 80%.

2. Soit N le nombre minimal que peut garantir l’agriculteur. Par définition
de N , la probabilié d’avoir au moins N fraises est de 90%. De manière
équivalente, la probabilité d’avoir moins de N fraises est de 10%.
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90% = P(X ≥ N) = P(
X − 125

30
≥ N − 125

30
)

90% = P(Z ≥ N − 125

30
) = P(Z ≤ 125−N

30
)

10% = P(Z ≥ 125−N

30
)

20% = P(|Z| ≥ 125−N

30
)

Dans la deuxième égalité de ce calcul, on constate que N est nécessai-
rement inférieur à 125. On peut alors inverser le signe de (N − 125)/30
en utilisant que Z et −Z ont même loi.

La deuxième table de la loi normale donne P(|Z| ≥ 1.282) = 20%. On
trouve alors N = 125 − 30 ∗ 1.282 = 86.5 ≥ 86. L’agriculteur ne peut
garantir que 86 fraises par cagette à une erreur près de 10%.


