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Fibres dynamiques asymptotiquement compacts
exposants de Lyapounov.
Entropie. Dimension

par

P. THIEULLEN (*)

RisuME. — Cet article se compose de deux parties. La premiére partie
démontre un théoréme abstrait d’Oseledec [OS] en dimension infinie,
améliorant celui de Mafié [MA] (théoréme spectral pour les produits
d’opérateurs linéaires aléatoires dans un espace de Banach E : construc-
tion des exposants de Lyapounov et des sous-espaces stables associ€s).
La deuxiéme partie est une application de ce théoréme dans le cadre diffé-
rentiel suivant : U est un ouvert de E, ¢ : U — E est de classe C, laisse
stable un compact K = U, et préserve une mesure de probabilité u définie
sur les boréliens de K. Sous certaines hypothéses de compacité asympto-
tique sur la suite (D, ¢"), 0, on démontre I'inégalité entropique de Ruelle
(majoration de I’entropie “de par la somme des exposants de Lyapounov
positifs), ainsi que la majoration de la dimension capacitaire de u par la
dimension de Lyapounov du fibré. L'intérét de ces différentes notions de
dimension apparait par exemple dans I'étude des attracteurs étranges
comme l'ont montré Ruelle et Eckmann dans l'article [RE].

Je tiens a remercier Monsieur F. Ledrappier pour m’avoir guidé dans ce
travail.

ABSTRACT. — This paper is divided in tow parts. In the first, we prove
an abstract Oseledec’s theorem [OS] in infinite dimension (a spectral
theorem for random linear transformation products: construction of
Lyapounov exponents and stable associated bundles). The second part

(*) Université Paris VI, Laboratoire de Probabilités, 4, Place Jussieu, Tour 56, 3¢ étage,
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50 P. THIEULLEN

is an application of this theorem in a differentiable frame: E is a Banach
space, U an open set of E, ¢: U — E a C! map, K = E a compact set
such that ¢(K) < K, and p a ¢-invariant probability on the Borel sets of K.
Using some compactness assumptions, we prove the estimation from
above of entropy of such map ¢ though the sum of its positive Lyapounov
exponents. We also give the proof of the inequality dim, (x) < dimy ()
between the two dimensions: capacity dimension and Lyapounov dimen-
sion. The interest of these two different notions of dimension appears

for example in the study of strange attractors as shown by Ruelle and
Eckmann in [RE].

Liste de mots-clés : Analyse nonlinéaire, Systémes dynamiques, Théorie ergodique.
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PREMIERE PARTIE

Cette premiére partie prolonge l'article de Mafié [MA], en améliorant
le théoréme d’existence des points réguliers pour un fibré dynamique
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FIBRES DYNAMIQUES S1

général (sans hypothése de compacité). La différence avec cet article réside
dans I'introduction d’un nouvel indice (indice de compacité asymptotique)
qui représente en fait la borne inférieure des exposants de Lyapounov.
L’espace de Banach n’étant plus supposé séparable, une autre notion de
mesurabilité sera utilisée.

La théorie a été développée en dimension finie par Oseledec [OS],
Pesin [PE], Ruelle [RU],, dans les espaces de Hilbert séparables par
Ruelle [RU],, puis dans les espaces de Banach séparables par Maiié [MA].

Ce cadre infini apparait naturellement dans la théorie des équations
différentielles fonctionnelles (Hale [HA ).

1. RAPPELS ET NOTATIONS

On appellera systéme dynamique S.D. un triplet (X, %, ¢) ou X est
un espace topologique homéomorphe a une partie borélienne d’un espace
métrique complet séparable, ou 4 est la tribudes boréliensde X, et ¢: X — X
est une application continue. Si ¢ est un homéomorphisme le systéme
dynamique sera dit inversible. On appellera fibré dynamique F.D. la
donnée d’un S.D. (X, 4, ¢) et d’un couple (E, @) o E est un espace de
Banach quelconque (non supposé séparable et & = (T,).x est une famille
indexée par X d’opérateurs continus de E. Pour tout espace de Banach E,
L(E) désigne l'ensemble des opérateurs continus, G(E) Iensemble des
sous-espaces vectoriels s.e.v. de E admettant un supplémentaire topo-
logique (appelé aussi variété grassmannienne de E). La définition de G(E)
et ses premicres propriétés sont rappelées dans le livre de Bourbaki [BO].
L’appendice B rassemble les résultats intuitifs et faciles & démontrer sur G(E)
utilisés dans le reste de l'article, tandis que I'appendice A regroupe les
théorémes classiques mais fondamentaux de théorie ergodique.

Dans la suite les conventions suivantes seront appliquées :

.Si (X, %, ¢,E, &) est un F.D. on notera pour tout n >0 et xe X
T2 = Tyn-10...0T,.

. Si & = (E,)xex est un champ de s.e.v. de E, & sera dit &-invariant si
Vx e X T(E,) = E,,.

. Si ¢ est un homéomorphisme, n > 0, xe X, veE, on dira que T;".v
existe si v admet un antécédent par Tj~ (il faut interpréter & comme un
morphisme de fibré)

{ XxE > XxE }

(x, v) = (¢x, Ty.v)

- 8i F et G sont deux s.e.v. de E en somme topologique (F @ G = B),
T(r|jc) désignera la projection sur F parallélement & G.

Vol. 4, n° 1-1987.



52 P. THIEULLEN

Avant d’énoncer les résultats, il est nécessaire de donner la définition
et les propriétés de deux nouvelles notions importantes. Le théoréme de
Lusin ([PA], corollaire 24 .22} justifie I'introduction de la notion de y-conti-
nuité, et le livre de Roseau [RO] montre 'importance de I'indice de compa-
cit¢ dans les équations différentielles fonctionnelles.

1.1. DEFiNITION. — Soient X et 'Y deux espaces topologiques, %x la
tribu des boréliens de X, u une mesure de probabilité sur #x et f: X - Y

une application. On dira que f est p-continue, s’il existe une famille (A,),s o
de boréliens de X telle que :

i) u( A,,> =1
n>0

i) la restriction de f a A, est continue (VYn > 0).

1.2. PrOPRIETE. — Soient X un espace métrique complet séparable,
Y un espace topologique, et f: X — Y une application. Pour toute mesure
de probabilité, u sur %x, f est y-continue si et seulement si, il existe une
suite de compacts (K,),»o deux a deux disjoints qui vérifie

a) ,u< K,,) =1
n>0

b) la restriction de f a K, est continue pour tout n > 0.

1.3. PROPRIETE. — Soient (X, 8, 4, $) un S.D. mesuré inversible, et
(K,).> o une suite croissante de compacts telle que u U K,,) = 1. Alors
n>0

il existe une suite croissante de compacts (L,),»o qui vérifie :

i) “(U L,,) =1

ii) Vm>03n>0L, c K,
i) Ym > 0 3n > 0 ¢(L,) < L,
iv) V/m>03In>0 ¢ YL,) = L,.

1.4. ApPLICATION. — Soient (X, 4, u, ¢) un S.D. mesuré inversible
(.e.: (X, B, ¢) est un S. D. inversible et u est une mesure de probabilité
¢-invariante sur 4), Y un espace topologique, f: X — Y une application
p-continue. Alors il existe une suite croissante de compacts (L), » o telle que :

a) P‘(U Lp) =1,

L, - Y
b)VpZOVkeZ{ r

x > fo¢tx)
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FIBRES DYNAMIQUES 53

1.5. DerNiTIoN. — Soit (E, d) un espace métrique. Pour toute partie
bornée A de E, on appelle indice de compacité de A, leréel o(A)=inf { r > 0|A
peut &tre recouvert par un nombre fini de boules ouvertes de E de rayon r }.
(a(A) est une notion relative a E et dépend de la métrique choisie).

1.6. PrOPRIETE. — Soient (E, d) un espace métrique et A, B deux parties
bornées de E. Alors :

i) A=B = (A) < «B)

ii} oA U B) = max («(A), «(B))

iii) o(A) = ofA).

Soient (E;, d;) et (E,, d;) deux espaces métriques, E = E; x E,
d = max (d,, d;). Alors pour toute partie bornée A; de E; et A, de E,,
oA, X A,) = max ((A,), «(A,)).

1.7. PROPRIETE. — Soient (E,||.||) un espace vectoriel normé sur R,
A et B deux parties bornées de E. Alors

i) VieR" a(AA) = (A) et oA + B) < o(A) + o(B).

it) Si E est complet alors [E est de dimension infinie <> a(Bg) = 1] ou
Bg désigne la boule unité ouverte de E.

1.8. DEFNITION. — Soit (E, ||.||) un espace vectoriel normé sur R.
Pour tout opérateur continu T € L(E) on appelle indice de compacité de T,
le réel p(T) = oT.Bg) = a(T.Bg).

1.9. PrOPRIETE. — Soit (E, || . || ) un espace vectoriel normé sur R. Alors
i) V¥(S, T)eL(EY,V1eR" p(T) <||T||, p(AT)=2p(T), p(S+T) < p(S)+ p(T),
p(S°T) < p(S). p(T)
ii) V(F,G)eG(E)* F ® G=E = p(T) < || mgiq) |- (T | F)
+ | mo)m I p(T | G).
iii) Si E est complet et Te L(E) alors [T est un opérateur compact
< p(T) =0].
L(E) - R*

T s p(T) } est I-lipschitzienne.

iv) L’application {

2. DEFINITION DES POINTS REGULIERS
ET ENONCE DES THEOREMES PRINCIPAUX

La définition des points réguliers d’un F. D. est peu différente de celle
que donne Mafié et met en évidence les nouveaux résultats. Si F est un
s.e.v. de E et T un opérateur de E, on écrira alors (T | F) pour désigner la

Vol. 4, n° 1-1987.



54 P. THIEULLEN

restriction de T a F. Pour tout F. D. (X, 4, ¢, E, &) on déﬁn_i} dans chacun
des deux cas suivants des parties de X, Z; (resp. A;) pour i € N, et on appel-
lera points réguliers dans le cas inversible (resp. dans le cas général) un

point de ¥ = UZi (resp. A= U Ai>. La seule différence avec I'article
ieN ieN
"de Mané réside dans Y'introduction d’un indice de compacité asymptotique

1
%(x) = lim sup — Log p(T%), et on dira que le F. D. est asymptotiquement
n>+0o H
compact si x(x) = — oo (Vx e X), ce qui sera réalisé lorsque par exemple

T, est un opérateur compact pour tout x € X.

Premier cas : ¢ est un homoémorphisme et T, € L(E) est injectif pour
tout xe X.

DI {xeX| nliinw%Log | T2l = x(x)}
X, ={xeX|IE .. ,E,F)eGEP*, I, ...,4,)eR":
iy 4>...>4>ux), E=E,®.. ®@E,®F,VieN, 1 <dim E;< +
i) VieN, VveE,-\{O}.nliIJ}lOo % Log | Tz.v|| = 4
. T ". v existe pour tout n > 0
et lim %Log 1T o) = — A
iii) VieN, "EIEIOO % Log ]]T;n| E[Zg ...®E,®F| =4,

1
lim — Log || T2 | F || = »(x).
n
pour tout ve F\{0} tel que T, " existe pour tout n >0
1
lim sup — Log | T, ".v|| > — /1,}.
n»+w N

Lo = {xeX|AE)i>1, (F)iz1 € G(E), IA)i»: eR:
l) Vix> 1 }'i > A‘H'l > %(x), 1< dim Ei < + o0,
Fi = Ei @ Fi+15 Fl =E et inf j’i = %(x)

1
ii) Vi>1VoeE\{0}. liin ;Log | Tev| = A
.To". v existe pour tout n > 0
1
et lim —Log| T v||=—4
n—+w N

1
. n—~>+owo N

Annales de I’Institut Henri Poincaré - Analyse non linéaire



FIBRES DYNAMIQUES 55

pour tout ve F;,; \{ 0} tel que T, "v existe pour tout n > 0

1
lim sup - Log || Ts".v|| > — Ai}.
n>+w N

Deuxiéme cas : ¢ : X — X est seulement supposée continue et T, € L(E)
est quelconque

1
Ao = {xeXl lir+n ELog | Tz || =%(x)}

Ap,={xeX| IFy, ..., Fpu)eGPTIE), Iy, .. 4,)ER:
iy AM>...>2,>ux), E=FoF>...25k.,
Vie N, codim F; < codim Fi+; < + o

1
ll) Vie Np VUGFi\Fi+1 lll'_P ; LOg “T;U“ = li
1

1
et lirP - Log || T2 | Fpsy || = %(x)}

A, = {xeX|AF)iz1 € G(E), A1 €R:
i)y Vi=1 4> Aisq > 2(x), codim F; < codim F;,{ < + o0,
Fi o Fi+ 15 F1 = E et lnf li - %(x)

1
ii) Vi>1 YoeF\Fi; lir+n - Log | T2.v|| = 4:
1
iii) lim — Log || T2|F:|| = 4 }
n—+o N

Plusieurs remarques sont nécessaires pour comprendre ces ensembles
T et A. Supposons donné un F.D. (X, %, ¢, E, &) ou ¢ est un homéomor-
phisme (le F.D. sera dit inversible) et ou T, est injectif pour tout xeX.
On appellera limite de Lyapounov au point x € X, toutes les valeurs pos-

1
sibles de lim sup — Log || Tz.v|| lorsque ve E\{0}. Alors chaque point
n—>+o N

xeZype N) posséde p limites de Lyapounov distinctes strictement supé-
rieures a I'indice de compacité asymptotique ». On peut donc définir sur X
une famille de fonctions (4;);» 1, qui seront appelées par la suite « exposant
de Lyapounov », de la maniére suivante :

si xeXy Vi1 Adx) = x(x)

si xeX, VieNx) =4, Vi=p+ 1 A(x) = n(x)

Si XEZO Vl Z 1 j.,(.x) = ii'

Il est par ailleurs possible de voir que les sous-espaces E;, F;, F qui inter-
viennent dans ¥ sont uniquement déterminés & partir de x. Ce qui permet

Vol. 4, n° 1-1987.



56 P. THIEULLEN
de définir deux familles de s.e. v. (Fi(x));»; et (Ei(x));>1 pour tout xeX

1
VxeX Vi>1 Fyx)= {veEllim sup — Log || T2.v|| < /li(x)}
n->+o N
VxeX si A(x) =x(x) alors Eix)={0), si A(x)> x(x)

1
alors Eix) = {0} U {veE\{0}| lim - Log | T2 o || = L)
n—>+o 1
et T, ".v existe pour tout n > 0

o1
et im —Log||T;".v| = - )t,-(x)}.
n—>+ow 1
Les propriétés de ces exposants de Lyapounov et de ces deux champs E;,
F; découlant directement de la définition de ¥ sont regroupées dans la
proposition 2.1.

2.1. PROPOSITION. — Pour tout xe X alors
i) Vi=1 2(x) 2 Ay 1(x) > #(x), inf 1,(x) = x(x),

1
Jq(x) = lim —Log| T2|
n

n—+ o
1
it) Yve E\{0} ou bien lim sup — Log | Tz.v || < »(x)
n—+x pn

ou bien 3i > 1 lim supl Log || TZ.v|| = A(x).
n>+wo N
iii} Si Ai(x) > (x), alors pour tout ve E\{0} tel que

1 1
lim sup— Log || T2.0 || = A(x), (— Log || T2.v|| ,
n—~+w N n n>1

converge en fait vers A,(x).

iv) E = F(x) et pour tout i > 1 E(x) est un espace vectoriel de dimen-
sion finie vérifiant :

Fi(x)=Ei(x)®Fi1i(x) (et donc E=E,(v)®... B E(x)DFi11(x)).

De la méme maniere, on peut définir des exposants de Lyapounov
(4i)i»1 et une suite décroissante de s. e. v. de E de codimension finie (F}); ,
pour tout x € A dans le cas d'un F. D. général.

Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer les deux plus importants
théorémes de cet article, qui montrent que I'ensemble des points régu-
liers ¥ dans le cas inversible, A dans le cas général, contient suffisamment
de points, et que les fonctions /;, E;, F; vérifient certaines conditions de
mesurabilité.

2.2. TuforEME. — Soit (X, %, ¢, E, &) un F. D. tel que ¢ soit un homéo-
morphisme et tel que T, soit injectif pour tout x e X. Alors pour toute
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FIBRES DYNAMIQUES 57

mesure de probabilité u sur (X, %) ¢-invariante telle que (x e X — T.eL(E))

soit p-continue et telle que | Log™ || T, || du(x) < + o, il existe Be %
qui vérifie : X
i) B, ¢(B) = B, u(B) =1

. V_>1{Z—>R } {z_)G(E)} {ZAG(E) }
0 Vi1 a7 Lx e B ) | x > Ex), F®

sont u-continues
i) VxeB Vi > 1 A{¢y) = 4(x) Ei(¢s) = Ei(x) Fi(¢s) = Fi(x).
iv) Sion appelle, pour toute > 0,i > 1, xeB

A ix) = sup [e™ ™ | R omiFs- oo || ]
ne

1
alors lim - Log A, (¢}) = 0 pour tout x€B.

n—+ow N

2.3. THEOREME. — Soient X un espace métrique compact et (X, %, ¢, E, ©)
un F. D. quelconque. Alors pour toute mesure de probabilité u sur (X, %)
X - L(E)

X

¢-invariantes telle que { } soit u-continue et telle que

J Log™ || T, |l du(x) < + oo, il existe Be # qui vérifie
X

iy BcA, ¢ 'B)=B, uB)=1
s { A->R } { A > G(E)
i) Vi=1 et

x — Ai(x) x — Fi(x)
iii) Vi>1 xeB Ai(¢,) = Li(x) et Fi(¢.) = Fi(x)

} sont u-continues.

3. DEMONSTRATION DU THEOREME 2.2

Le plan de cette démonstration suit de trés prés celui de Mané.

3.1. On montre qu’il est possible de supposer que la famille (T)ex
est bornée dans le théoréme 2.2.
Enoncé d’un théoréme plus précis que 2.2.
Preuve du théoréme 2.2 a partir de 3.2.
Lemme important d’analyse combinatoire (Pliss).
Définition de la fonction R(T, r), Te L(E), r > 0.
Proposition géométrique dans les e.v.n. (utilise le lemme 3.4).
Preuve du point a) du théoréme 3.2 (utilise la proposition 3.6).
.8. Lemme simple sur les filtres a indice de compacité tendant vers 0.
3.9. Proposition montrant comment la notion d’indice de compacité
explique la convergence de suite dans E.

W W W W W W Ww
LR VPN
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58 P. THIEULLEN

3.10. Preuve du point b) du théoréme 3.2 (utilise la proposition et la
propriété 1.3).

3.11. Preuve du point ¢) du théoréme 3.2 (utilise de nouveau le lemme
3.4).

3.12. Preuve du point d) du théoréme 3.2 (utilise pour la premiére fois
la proposition A.5).

3.13. Preuve du point ¢) du théoréme 3.2 (utilise I'appendice B).

3.1. REMARQUE. — Soient (X, 4, ¢, E, &) un F. D. et 4 une mesure de
X - L(E)
x — T,

probabilité ¢-invariante sur (X, %) telle que
et telle J‘LogJr | Tl du(x) < + co. Pour démontrer le théoréme 2.2,

} soit y-continue

on peut supposer que la famille (T,),.x est b(lrnée en norme dans L(E).
Sinon, on définit un nouveau F. D. (X, %, $,E, @) ou & = (T,),ex €n posant
T, X - R*

(Vx e X). { } est une
H(x)

x — log (r(x))
application p-intégrable et grice au théoréeme de Birkhoff (A.1),
n—1

rx) = max (1, | T,||) et T.=

1
<— Z Log r(d)"x)) converge p-presque partout vers une application
n n>1

k=0 n
r*(x) u-continue positive. Pour tout xe X et n > I"I“; = ——_T—x—,
, o) ... rx)
pour tout n > 1 et u-presque partout #(x) = (x) — r¥(x). Airlsi pour tout
peN, 2,=2, (2 un ensemble négligeable prés), E; = E;, A, = Ay — r¥,
u-presque partout sur X.
Avant d’énoncer le théoréme 3.2, introduisons plusieurs définitions.
Pour tout F.D. (X, 4, ¢, E, &) inversible et tout champ & = (E,)x

des. e. v. de G(E) Z-invariant tel que T, soit injective sur E, pour tout x € X,
on appelle :

* VieR Ef={veE,|T " v existe dans E,.. pour tout n >0 et
LHP sup%Log || Tc™v || < =4 ¢ (pour tout xeX, E% est un s.e.v. de E
"qui verifie T E, = E,.). 1
x* VxeX A@, )x) = igg lirfgfgp - Log || T4 | Ege ||
®(@, £)x) = sup lim igf % Log p(T,| E,p)

p>0 n—+

(M@, &) et (@, &) sont des applications ¢-invariantes qui vérifient
O, &) < A&, &) partout).
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FIBRES DYNAMIQUES 59

Remarquons dés maintenant que, si u est une mesure de probabilite
sur (X, #) ¢-invariante et si & et & sont p-continues,

1 1
<— Log || T; | E, ||> et (— Log p(T%| Ex)>
n n>1 n n>1

converge u-p. p. vers des fonctions ¢-invariantes (théoréme A.2 appliqué
a la relation T = Tjpo T7 (Vx € X), (V(m, n)e N?)).

3.2. TufioriEME. — Soient (X, 4, ¢, E, @) un F.D. inversible, p une
mesure de probabilité sur (X, %) ¢-invariante telle que & soit y-continue,
& = (E,)ycx un champ p-continu &-invariant de s.e.v. de G(E) tel que
la restriction de T, a E, soit injectif pour tout x e X et sup || T, | E, || soit

X

fini. Il existe alors Be # ¢-invariant de mesure 1 tel que :

B-> R B—-R L
0) { } et { } sont des applications
x = M@, &)x) x = %, E)x)

mesurables |
VxeB A@, &)x) = lim - Log [| T2 E, ||
n—>+owo N
|
et @, E)x) = h{rn — Log p(T%| E,)
n—>+owo 1

a) VAeR VxeBn {#(@, &) < A} dim E} < + co.
X->R

-continue,
x = Ax) } #

b) Pour toute application {

{ Bn (%@ & < 1} > G(E)

est p-continue.
x = EX) } g

¢) VxeBn (@, &) < A@, &)} dim EX%® > 1.
d)VxeBn {@, &) < MG, &)} Vve EXEO\(0}

”ETOO% Log || Tz.v|| = @, &)x)
T, ".v existe dans E,_. pour tout n > O et
nliﬂnw % Log | T, "v| = — @, &)x).
e) Il existe un champ & = (F(@, &))..x de s.e.v. de G(E) p-continu
G-invariant tel que, pour tout xe Bn {»(@, &) < A7, &) },

el) Fu(G, §) QEX -6 = E_
e2) AT, F (T, &)Nx) < AT, &)%)
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e3) pour tout ve F (@, £)\{0} tel que T;".v existe dans Ey_» pour
toutn >0

lim sup Log | TSm0l > — A@, &)x)

n—+ oo

e4) enappelant A (x) = sup [ "¢ N ez ce. a>||F¢x(€g))l|]pourtouts >0

neZ

1
lim — Log A(¢%) =0 et lim — A (") =

n>+toe R n>+o n

3.3. PREUVE DU THEOREME 2.2. — La construction des fonctions Ais
E;, F; se fait par récurrence & partir du théoréme 3.2. Soient X, 4, ¢,E,0)
un F.D. inversible tel que sup || T, || < + oo et T, soit injectif pour tout

X

x€X, u une mesure de probabilité ¢-invariante sur & telle que & soit
p-continue. On commence par appliquer le théoréme 3. 2 au champ constant
E.=E (Vx€X), & =(E.)xx, qui assure l'existence de B, € %, wBy)=1,
¢(By) = B, vérifiant les propriétés o, g, .. .,e. Cette premiére étape per-
met de définir A,, E;, F; par : A(x)=max (@, &), A7, &,)) (Vx e By),

Ei(x) = {0} et Fi(x) = E pour tout xe B, n {(@, &) = A&, &)},

Ei(x)=E}®4™ et Fy(x)=F,(@, &) pour tout xe B, N { w(@, &)< AT, é"l)}
Comme B, %(@, &,), (@, &) sont ¢-invariants, 1,, E,, F, sont aussi ¢-inva-
riants sur B, et vérifient pour tout xeB;, E=E,(x) s@ Fi(x), dim E;(x) < + c0.

Maintenant, ce qui vient d’étre dit, peut étre reproduit pour le F.D.

By, B5,» ¢| By, E, @ |B,) et le champ &, = (F1(x))xep,» €n remarquant

que x(@, &,) = (@, &,) sur By (propriété 1.9, ii). Alors B = mBi convient

i>1

bien et il reste a vérifier que inf A(x)=x(@, & )(x)(Vx € B,). Sinon, s’il existait
i>1

xeBn {x@, &) < inf J;}, alors xeB;n{ «(@, &)<inf A} (Vi> 1),

n i>1 i>1

@ EX®5™ < EX™pourtoutn > 1(ouk = inf 4;), et ceci serait en contra-

i=1 A i>1

diction avec le fait que dim E** < 4 0.

La suite est consacrée a la démonstration du théoréme 3.2. Le point (o)
résulte des théorémes ergodiques classiques, et 4 partir de maintenant on
peut supposer que la mesure de By N {(@, &) < A@, &) } n'est pas nulle
(ou By est un borélien ¢-invariant de mesure 1 qui satisfait aux condi-
tions (0)), sinon la démonstration de 3.2 est terminée. Quitte & définir
un nouveau F. D. (X A, ¢, E, &) ou X—Bom{ (@, &) < M@, &)},
% = B3|, qb ol X, ¢ = (Tx)xex| €t une nouvelle mesure de probabilité

A ~
d)-invariante Ay = % sur - on peut encore supposer que
u

@, E)x) < M@, &)x) pour tout xeX.
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Le lemme suivant constitue la base du raisonnement des deux parties a)
et ¢).

3.4. LeMME. — Soient (aq, ..., a,) une suite de réels majorés par une
n

1
constantevet A = — Z a,. Alors pour tout réel ¥ < Aetpourtoutl <p<mn,
n

1 k=1
—card {ie{l,...,n}|
n

. A—x
Vi<g<min(@p)a+ a1+ ... +aG_401>qgx}>

V—x

Démonstration. — (Elle présente quelques analogies avec les démonstra-
tions des lemmes maximaux). On posera pour tout 1 < p < n

Al={ieN,|Vl<qg <min(,p)a; + G-y + ... + Gi—g+1 > q.%}
et BZ = N,\AZ.

Le passage important de cette démonstration est I'inégalité

Zai < x.card (BZ),

ieBY
car alors
1 1 1
A== ) a=- a; + a; | <~ .[v.card AR +x (n—card BY)]
n n n
k=1 ieAR ieB}
1 A—
et donc — card (A) > .
n v —x

Pour démontrer I'inégalité on définit une fonction g(i) sur BE par :
qi)=inf{ge{1,...,min(i,p)}|ai+... +a;_44+1 <q.x} pour tout
i€ BE et prouvons que la propriété = suivante est vraie pour tout ie Bf:
*1 < q(l) = min (lap)s a+ ...+ Ai—gi)+1 < q(l)%a
{i—q)+1,...,i} < BL.

Carsii — q(i) + 1 < k <i,commea; + ... + a1 > (i — k) (par défi-
nition de q(i)) nécessairement a, + ... + @i_g5+1 < 2k — i + (i) et
donc ke Bf. Montrons maintenant pourquoi * entraine I'inégalité. Soit
b? = max (B) etA={keB£,’| Z aiSM.card(Bgm[k,+oo[)}.

ieBE N[k, + oo
A n’est pas vide puisque k = by — g(b%) + 1€ A et appelons k = inf A.
Si k > inf BE, on pose alors | = sup (BZ N [1, k[) et on constate en appli-

quant =(I) que | — g(I) + 1 € A: ce qui est en contradiction avec la défini-
tion de k. Donc inf A < inf BZ, le lemme 1 est prouvé.
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3.5. DEFNITION. — Pour tout Te L(E) et > 0 on note :

R(T, r) = sup { n > 0] il existe (wy, ..., w,) de T.Bg tels que pour i # j
de Nn”W,‘ - WJ” > r}.

Alors la fonction R vérifie les deux propriétés :

i) sir>2p(T)alors R(T,r) < + o
et

i { L(E) x RS - N

ii

(T.r) = R(T, r)

rement (s. C. 1.).

} est une fonction semi-continue inférieu-

. . r
Démonstration. — i) Sir > 2p(T), il existe alors n boules ouvertes B| v;, E)

qui recouvrent T.Bg. Si (wy, ..., w,) sont p vecteurs de T.Bg et vérifient
pour tout i # j|| w; — w;|| > r alors chaque boule ne contient au maximum
quun seul w;:doup < n:R(T,r) < n

ii) Soient Ty e L(E) et ry > 0 fixés et vérifiant R(Ty, ro) > n,. Il existe
Uy, ..., Uy Mo vecteurs de Bg tels que || Ty.v; — To.v;]| = 7o pour i # j.
Appelons 6 = max (|| v;]||ieN,,) et choisissons p > 1 tel que p.d < 1.

p—1

1
Pourtout Te L(E)etreR%,si|| T — Ty || < roetr < P ro, alors

p+1
I T.pv; = T.pv; | =2 pll To.vi = To.v; | =20 | T = To || =

rozr.

Comme les vecteurs pv; sont dans Bg, R(T, r) > ny.

3.6. ProOPOSITION. — Soient (E;);» o une suite d’e. v.n. de dimension d
(resp. de dimension o), (T;),»; des bijections linéaires continues toutes
bornées par ¢': T, : E; — E,_;, A€ R tel que pour tout

1
veEp\{0} limsup-Log|| T ".v|l<—1 (ouT "désigne T,* o ... T7h).
n=>+wo N

1 R(TE, e7* A= )
Alors Vp =1 Vx< A liminf- Z inf [1, ( £de ) } > %, (respective-
v —x

n—>+owc RN
k=0

1
ment Vp>1 Vx <A Vd>1liminf—card{ke{p,...,n}:

n->+wo N /{__%
R(TZ, ") >d} > -2 ).
(M) > a) > 27%)

Démonstration. — Elle utilise les mémes arguments que son homologue
dans P'article de Mané. On commence par construire par récurrence une
suite (1) < i<q de B vérifiant || of ||=1, d(t0,1, F?)=1 o0 F=vect (:?,. . ., 7).
On pose ensuite pour tout k > 0 Ff=vect (T™*.09, ..., T *.0f) = T *.F?,
qui vérifient T,.F* = F¥~! pour tout 1 < i < d. On construit enfin dans
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chaque E, une suite (v}), <;<, avec || vf || = 1 et d(v}, F¥) = 1 pour tout
1 < i < d. Par construction des (vf), il existe des réels non nuls (4¥) tels que
T, vf= Ao '+ wouweF¥ 1. Ainsi pour tout p > 1 T. vf= 2k JpHiyhkry
avec weF¥Zf; pour tout weFiZf, || TE.vf—w'||> | AF... 2721 On a
aussi T ".of=[4}... 2] .of+w avec weF/_: || T™".o? || > | AF. .. A7) L

1 1
Comme limsup—Log || T™".2? || < — 4, liminf—ELogMﬂ >+ A
n>+o N n—=>+o 1
k=1
Puisque | 2 | < e* le lemme de Pliss peut s’appliquer :

1 A-
lim inf - card (A}) > =
n—»>+ow N V—x

ou on a posé A, ={ke{p,...,n}:|A .. AP > eP*} pour tout
ieNget By = {ie{l,...,d}:|2F... 277" | > eP*}. Par définition de
d n

ces ensembles, anrd (Al) = anrd (By) : ce qui montre donc que

i=1 k=p
n

1 A— . .
lim inf —Z card (B,) > d. %. Etablissons maintenant le lien entre

n->+o N vy — X
k=p
R(TE, e”*) et card B,. Pour tout i€ B, et we F¥_,
| TE.of = TR.wl| = [ A ... ¥ PP > erx,

ce qui montre donc R(TY, e”*) > card (B,)d’ouinf [d, R(TE, e”*)] > card (By).
Pour démontrer la deuxiéme partie, on part de la relation

1 R(TE, &7
fim inf Zinf [1, Lﬁe—)} > 5
n—»+ow A d

k=p

—_—

qui est vraie pour tout d e N* (oﬁ 0= ) En particulier elle est vraie

V—X
n

1IN, [ R(TRer)] 1 L1
dd’'. Alors — fl1, ——- - V4 Z(n— it
pour ors Zm l: Y :l < . |:card (Ci)+ y (n—card (C# )):l

=p
ou on a définit Cj={ke{p,...,n}|R(TE eP*)>d}. Et Tlinégalité

1\ 1 , 1 R(TR, e 1
précédente nous dit <1 — —)— card C¥ > — z inf |:1, &—):l —-=.1
d/n n dd’ d

k=p
suffit de faire tendre d vers + oo pour obtenir la deuxiéme partie de la

proposition.
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3.7. PREUVE DE POINT @) DU THEOREME. — Soient ¢ un majorant de
|| T, || pour tout x € X, et .# la tribu des événements ¢-invariants. On peut
trouver deux suites d’applications p-continues ¢-invariantes (4,),»o et
(:)r>0 qui vérifient

i)y @, 8)<xu, <4,
ii) im A,=x#(@, &) ponctuellement (en prenant par exemple pour tout te N
t—+oc
% = Tz, 6y< —Loga+1y[— Log(t + 1)]
+ Vo5, 6)> ~Logu+ 1) D@, &) + Log (1 + t)]

1
et =ux + m) La démonstration sera alors terminée si on établit que

dim E¥® < + oo pour tout t € N et pour presque tout x. Pour simplifier
les notations introduisons la fonction f, ,(x) = R[T%, e7*™] qui est y-conti-
nue d’apres 3.5, et remarquons dés maintenant que

{ foa=+00} < { p(T?) > 2eP* } < {}) Log p(T%) > %r(x)}

pour tout p > 1.

On choisit maintenant B ¢-invariant de mesure 1 tel que, pour tout ¢t > 0,
p=>1,d=>1xeB

1) lim inflcard {ke{0,1,...,n—1}| frdd3")=d }=pul[{f,, =d} ]| £1x)

n—>+ow N

2) m ul{ fy = d 1IN0 = pl{ fpa = + 00 1 #10)

1
Hul{ fou=+ 0} |Flx) < #H;Log p(T}) > %(J’)}‘f}(x)

%)

p—tow

. 1
4) lim u[ {; Log p(T?) > %:()’)}

.f:|(x) [ (4F.8) 2 x)
S)ul 147, 6) 21 j 1 I)x) = Tiuieiyzna¥) = 0.

Soient t € N et x € B fixés, si dim E*™) = + oo, alors la proposition 3.6

appliquée & (E5%)x 0, (Toz )iz 15 4(X), %,(x) nous dit que : pour toutp > 1

1 Adx) =3, (x
etd>1, lim inf-card { keN,| f,(¢:*)=>d} > M> 0:en
noto N ’ v—3,(x)

contradiction avec (1) a (5).
3.8. LEMME. — Soient (E, d) un espace métrique complet et % une base

de filtre sur E. Si inf {«(U): Ue% } = 0 alors % posséde une valeur
d’adhérence (i.e. n {U|Ue# } # O).

La démonstration de ce lemme est facile et se raméne au cas d’une suite
de parties emboitées dont le diamétre tend vers 0.
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3.9. ProposITION. — Soient (X, %, ¢, E, &) un F. D., & =(E,),x un champ
des.e.v.de G(E) ¢-invariant 1: X — Rune application, et K < X une partie
{K—)L(E)} {K—»G(E)} {K—»R }

compacte telle que , ,

X = Tyon x - By X = Ax)
soient continues pour tout k > 0, et telle que %(@, £)x) < A(x) pour tout
xeK,k>0.SiF,={veE|3xeK: T *.vexistedans E,_xet || T; *.v|| < e ™
pour tout 0 <k <p}etF, = {veE|3IxeK: T;*.v existe dans E,_x« et
| T *.v|| < e7* pour tout k > 0} alors toute suite (v,),>0 de vecteurs
de E, telle que v, € F, pour tout p > 0, posséde une valeur d’adhérence dans
Fo, <01‘1 on a posé #(&, &) x)=sup [lim inf % Log p(Tj-n-» | E¢;n-p)D.

p>0 n— + oo

Démonstration. — Soient (v,), o une telle suite et pour tout p > 0 x,e K
correspondant & v,. On suppose que x, converge vers x,, € K. Si on montre
que chaque sous-suite de la suite (T;p *.0,)p=x Posséde une valeur d’adhé-
rence dans E, en utilisant un argument classique d’extraction de suite en
diagonal, on peut trouver ¢ : N — N 1 telle que (T * | .v,(,)),x converge
vers wy pour tout k > 0. Grace a la continuité de T,_x et de E,_« sur K,

T¢;£-1.wk+1 = w, et wkeEd,;; pour tout k > 0, et donc woe F,.

Pour ne pas compliquer les notations montrons seulement que (v,),>0
posséde une valeur d’adhérence et donc que lim of {v,:p>q})=0
(lemme 3.38). e

Vp2k20 v, =Ty 0T fov, et [T, < e

VO < & < Ax,) — K@, ENxo) Ipe Vp = pe | Mx,p) — Mx )| <e

Wpzp=2k>00v,¢€ e_“("“’“'k‘.T;_k.BE + H Tk_k—Tf;_k H.e_“(x‘”)”s.BE.
X 00 xp X o0

1
Comme lim inf A Log p(T} .. | E4_«) < A(x,,), on peut choisir k tel que
-+ X0 ©

exp [—kA(x,0) + ke] p(Tf,‘,; « | By« ) soit aussi petit que I'on désire, et k étant fixé
on peut choisir p grand de maniére que exp [~ kA(x,,)+ke]. || Ty _»—Th_. ||
soit petit. i ®

3.10. PREUVE DU POINT b) DU THEOREME 3.2. — Soit A : X — Rune
application p-continue; et a condition de la modifier sur ’ensemble
{ A < (@, &) }, on peut supposer quelle vérifie, pour tout x, A(x) > %(&, &)(x).
Quitte 4 diminuer X en prenant le borélien B ¢-invariant de mesure 1 du
point a) du théoréme 3.2, on peut admettre que dim EZ < + oo pour tout
x€XetA>x(@, &)(x). Etablissons d’abord la u-continuité de (x — dim EA®),
en se servant de la proposition précédente et pour la premiére fois de la
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propriété 1.3. Pour uniformiser les convergences on introduit les notations
suivantes :

E*M={veE, | T;*.vexistedans Es_vet|| T, *.v || <M.e ** pour tout k >0}
IM=sup {n>1|3vy,...,0,€ E2M:VieN, |v]l=1
et d(Ui, RUIC'B...@RUi_l):l}.
Et il existe une suite de fonctions u-continues (4,), o qui vérifie
i) HC,8)< A, <A
et
ii) lim Z,(x) = A(x) pour tout xeX.

t>+

Alors pour tout xe X dim E}® = lim (sup I2®-M),
t=>+o0 M

Il reste donc @ montrer que chaque application (x — I2®M)est y-conti-
nue. Gréce a la propriété 1.3, il existe une suite croissante de compacts
(L,),»0 telle que :

1) B= U L, soit ¢-invariant de mesure 1 -

p=0
2) les applications { Ly > LE) } { Ly =~ G(E) }, { Ly~ R }
x = Ty x = E4ox X > A(x)
soient continues (Vk, p, t).

La proposition 3.9 permet alors de montrer que chaque application
(xeL, — IF®Myests. c.i. Eneffet, si x,, € L, et (x,),» o est une suite de L,
qui tend vers x,, et satisfait I2*?"M > n, pour tout n > n,, on peut trouver
(1, ..., vh) € EE " Mavec || of =t et d(v!, R @ ... @ Rof_y) =1, et
donc extraire une sous-suite ¢ : N — N 1 telle que (v7™), , converge vers
des vecteurs w; avec || w; || = 1,d(w;, R, @ ... ® Rw;_,)=1, w;e Ex=M:
ce qui entraine [}*=»M > n,. Pour montrer la y-continuité de (x — EZ™),
on reprend des compacts (L,),., vérifiant (1), (2) et (3)

Vp=>03t,>03M,>0VxeL,dim E}®=1/*Mr=dim E2»™ = constante.

Alors le raisonnement précédent et la proposition B.2.3 montrent que
L, » G(E)
X +— Ei®

Puisque (x — dim E}®®™) est une application p-continue et ¢-
invariante, quitte a découper X en une réunion dénombrable de par-
ties boréliennes ¢-invariantes sur chacune desquelles (x — dim EX@4)
est constante, on peut supposer a partir de maintenant que

dim EZ' 7)) = d(¥xe X).

l'application { } est continue.

3.11. PREUVE DU POINT ) DU THEOREME 3.2. — On désigne toujours
par . la tribu des invariants et par e* un majorant de || T, || pour tout x € X.
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Comme précédemment on choisit une suite de fonctions (4,),» ¢ g-continues
¢-invariantes qui vérifient

i) #C,8) < i < M@, &)
et
ii) lim A,(x) = MA@, &)x) pour tout x € X ; et la suite consiste & montrer
t—+ ¢

u-presque partout que dim EX*® > 1 pour tout t > 0. Pour cela introdui-
sons pour tout p > 0 et ¢t > 0 'ensemble :

Ay ={xeX|FeE\{0}: T;* v existe dans E,_u«
et | T *.v|| <e ™| v| pourtout0<k<p}

et remarquons dés maintenant que

()L Apn (70, 6) < i} = {dim S > 1)

p=>0

(ou #(@, &) a été défini dans la proposition 3.9) en appliquant la propo-
sition 3.9 (le compact K se réduit ici a un singleton). Pour continuer la
démonstration, admettons pour le moment que chaque A,, est dans la
tribu complétée de # par u. Il existe alors un borélien ¢-invariant de
mesure 1 tel que pour tout x € B on ait :

1
1) lil;l-‘l - Log || T2| E, || = 4@, &)x)
n— 0 1 )
2) Vp=0Vt>0 lim —card {ieN,| ¢ (x)eA,, } = u[A,, | F]x)

n—-+won
Fx) = u[ﬂ Ap f}(x)

) Ve>0 lim ulA,,
p—+© p>0
f](x) < p[{dim E*® > 1}’1](;:)

4 Ve >0 u[ﬂ Ap

p=0

5) p[{dim E® > 1} | F)x) = 1 gme, 205 1(%)-
Soit x € B alors

Ing(x) Vn=ne(x) | T2 E,|| > €™, Jw,eE\{0}

1T | > €59 0, (ou 7 = M)
1 - T w,

1 . .
—card {ie{l,...,n}|Vl <k <p Ai||Tiw,]| > & || Ti* . w,|| }
n 7

- Ai(x) — Ay(x)

—ye (lemme 3.4).
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Si i appartient 4 I'ensemble précédent en posant v = Ti.w,, on a pour
tout 0 < k < p|| T,* 0] < e *™ |||, et donc ¢'(x) € A,,. Ainsi

1 )
lim inf — card {ie N, | ¢ (x)€A,,} = d(x) pour tout p>0, t>0, xeB

n>+w N

A(x) — A(x)

<oﬁ 8, (x) = —y ), et donc B < { dim E}® > 1}.
t

3.12. PREUVE DU POINT d) DU THEOREME 3.2. — Rappelons qu'il existe
un réel v tel que | T, || < e'(VxeX) et un entier d > 1 tel que

dim EX®-9® = j(vxeX).

. . (1
La convergence uniforme de la suite <— Log || Tx".v|| sur E2@-9® ~ S,
n

n>1
résulte d’une part de l'existence d’une base finie dans EZ ™ (y,, ..., v,)
1
qui vérifie limsup —Log|| T, ".v;|| < — 4@, &)(x) et d’autre part de la
n—+w n

formule ||v]| < || Tj_. | Eg

(I T< ™ v|| pour tout ve EX€-9™) car il suffit alors

. Lo
de choisir xe X tel que lim — Log || Tj-n| E4-n
n—>+oHn

= AN@, £)x); ce qui est
possible u-presque partout d’aprés la remarque A.3.

1 .
La convergence uniforme de la suite (— Log| T7.v ||> sur B9 ~ g
n

n>1
est moins facile a établir car (x — Log™ || T, "| EX“9™ ||) nest plus
X - R*
x b || To" | EXE0 |
est bien p-continue d’aprés la proposition B.3.1 et que

forcément intégrable. Remarquons d’abord que

1 .
limsup — Log || T, "| EZ%9%W | < — A@, £)x)  pour tout xeX.
n—-+x RN
On peut ainsi définir pour tout ¢ > 0 la fonction
A (x) = sup [ || To"| EXZ99) || exp (nA(@, £)x) — ne)] (VxeX).
n>0
Comme Log A,(x) — Log A,(¢,) < v — U@, &)x) + ¢ pour tout x € X, on
1 .
en déduit que, u-p.p. lim — A,(¢%) = 0 d’aprés la proposition A.5; et
n->+w N
puisque, pour tout n > 0 et xe X
| Toe | B4 || < A(Y) exp [— 1. M€, E)x) + ne],
1
limsup~ Log || Ty | Eg&9W || < — (@, £)x) pour presquetout xeX.
n>+wo RN
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La démonstration s’acheve alors de la méme maniére en utilisant les for-
mules
ol < [ Tag | B4 || T2.o |
et
I Tz.of| < | T2 Ec|[-lloll  (vee EAX6),

3.13. PREUVE DU POINT ¢) DU THEOREME 3.2. — La démonstration
de cette derniére partie procéde en trois étapes. On commence par construire

un champ supplémentaire & = (F,).x & (E}'®®%),x dans & tel que
| Zga jp,y || soit majorée par dim E}®9™ 4+ 1, y-presque partout. Les
détails d’une telle construction se trouvent dans I'appendice B. Dans la
deuxiéme partie on montre que "opérateur Tx : F, — F,_défini au moyen

des projections vérifie i(?;’, F) < M@, &) presque partout. La démonstra-
tion se fait par I'absurde et utilise la convergence uniforme de

1
<_ Log ” T;U ” > pour ve Ei(@',é")(x) AS
h n>1
et de
1 ~ ~
(— Log || Tz.v ||) pour peFi@.$ g,
n n>1

Enfin dans la derniére partie, on construit (Fy),.x ou F; est le noyau d’un
projecteur U,. U, est défini par une série qui enregistre a tous les instants n
le décalage entre T, et Tyy.
Pour alléger les notations on note pour toute la suite
A=MC,8)=>n=x@,E),

un entier d > 1 tel que dim EX® = d(Vx e X) et v un réel tel que
| T |l < e’(Vx e X).

a) On construit d’abord un champ g-continu F = (F,).x tel que
F.@® E{® = E, et || ngacoyr,) | < d+1 p-presque partout de la maniére
X — G(E) X — G(E)
x +— E, }et{ x +— Ei®
u-continues, il existe un borélien B ¢-invariant de mesure 1 et une suite

suivante. Comme { } sont des applications

de compacts (K,),~o deux a deux disjoints tels que B = UKP et

{ K, - G(E) } { K, - G(E) } P30

20 soient des applications continues. La
x — E, x +— B

proposition B.4.4 assure alors I'existence de deux champs continus sup-
K G(E K G(E
» =GB }et{ » ~ OB }telsque,

x — E. x — G,
pour tout x€ B, E, @ E; = E, Ei(X)sC'."P, G, = E | gzeoc Il < d+1. Eton

plémentaires sur chaque K, : {
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définit F,=E, n G, pour xe B et F,=E pour x € X\B. Ainsi F,=Im p, et
Ei=® @ EX = ker p, (VxeB) ou p, est le projecteur p,=m,|pz) ° T(e. e

avec || px | Exll = Il meyieaeo) | < | mgipaeny I < d + 2 (Vx € B). Comme
X — L(E) ) , . x = G(E)
est u-continue (continue en fait sur chaque K ),
X py x—F,

est aussi y-continue.

b) On définit maintenant un nouvel opérateur "I“x € L(E) pour tout xe X

X - L(E) .
tel que i) F est e- 1nvar1ant( (T Yxex), ii) ~ est y-continue,
x +— T

X

iii) larestriction de T a F, estinjective pour tout x € X, iv) sup 1 T || <+ o0,
en prenant T, = = py.° Ty o p, pour tout x € Bet T, = = T, pour tout x € X\ B.

Remarquons que la formule de composition des opérateurs T" s'écrit
simplement : Yn > 0 Vxe X T = = pgz° T o py (puisque le champ (E2™), .«
est invariant par @). L’étape importante de b) consiste 4 montrer que
A, F) < M@, &) p-p. p. Pour démontrer cette inégalité, on raisonne par
I'absurde, et a condition de réduire I'espace X (la relation précédente est
invariante par ¢) on peut supposer que A(x)=A@, & )(x)=/1(@“, F )(x) pour
tout x € X ; cette simplification permet alors d’appliquer le résultat a) . . . d)
du théoréme 3.2 au nouveau F. D. inversible (X, 4, ¢, E, 5’) et au champ &

Comme «(0, F) < @, &) < )t(@‘, Z), il existe un borélien B ¢-invariant
X - G(E)
x > Fi®
(Vx e B). On note alors H, = Fi® @ E;® pour tout xeB et H, = {0}
pour tout xe X\B : ce qui définit un champ # = (H,).x p-continu de
s.e.v. de dimension finie de E, ¢-invariant, tel que T, soit une bijection
de H, sur Hy_ pour tout xeX, et tel que dim H, > 1 u-p. p. Montrons

de mesure 1 tel que { } soit u-continue, 1 < dim Fi® < + oo

1
maintenant que, p-p.p. limsup - Log || T, | H,,
n>+ow N x

> — Mx). Sinon, en
utilisant le méme raisonnement qu’en 3.12 on obtiendrait sur un ensemble
1 .
non négligeable limsup—Log || T;"|H,|| < — Ax) et on aurait donc
n—>+wo N

F1® < EZ™ non presque siirement. I est ainsi possible de choisir B e #
¢-invariant de mesure 1 vérifiant les quatre conditions, pour tout x € B,

1
1) lim sup Log || T, | Hye || > — A(x)

n—+

2) lim — Log | T | Fp2 || = — Ax)
n—>+owo N
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1
3) lim - Log || T B | = — Ax)
n—>+wo N

4) n_l}igrnoo %Log T2 E, || = A(x).

Montrons qu'un point x vérifiant (1). . .(4) ameéne une contradiction. Choi-
sissons deux réels a, f tels que —lian Eg}p% Log || Ty | Hyy || < 2 < B < Ax).
Alors il existe 6 : N — N 1 telle que :

¥ > 0 || Tpek® | Hygon || > 772 || T | FiG || < €77,
|| Tyl | BA2 || < e~

Pour simplifier les notations on suppose que ¢ = Id.
Vn>0 Ju,eH,, |lull=1 et | Tru,| <e™
U, = v, +w, ou v,eEB} et w,eFi¥
1Tzl < 1l Pz | Bl - | T |
1wl < 1l T L EG2 (| I T2 wa [l < 11 Pog | B Il 077
I oull < | Toeon -l To VEER | < [T w4 Toowa |1l Tog VEG
T=llup | <l oall+ 1l wall < €™ 2[1+1] pyg | Ege Il (1+|| T2 Ex ||.e™)] .

Si on impose en plus A(x) — f < B — o, le membre de droite tend vers O.
¢) Soit B un borélien ¢-invariant de mesure 1 et (L,),~ o une suite crois-
sante de compacts tels que :

Vp=0 szO{

B=| JL

p=20

P>

L, - L(E)
x> T §

{ L, - LE) }
x o (T | Ef) o m(EGE || Goy)

{LP;R }t{LﬁR - .
¢ 7 > n
X > Mx) X = M%) = MG, F)x) sont continues, pour tou

x€B, A(x) < Ax),
N 1 - 1
= |i — n _ — 1 - —n A(x)
Ax) = lim — Log || Tx| Fxll, Mx) = lim —Log || Ty | EG.

La construction d’un champ supplémentaire invariant %’ devient pos-
sible. On cherche une famille continue de projecteurs (U, ),z de I{E) qui
vérifient :

F. = ker U, c E, et Im U, = E*® DE; pour tout xe B.
Si veF,, T(v— U,)eF},_, il existe w=T,v tel que Ty(v—U,.v)=w—U,_(w)

Vol. 4, n° 1-1987.



72 P. THIEULLEN

alors T, o Uy(v) =g, ° T()+ Uy, » To(v) (0l ¢ = 1d — p, pour tout x € B),

En posant S, = (T, ! | Ei®)q, T.p, pour tout x e B.
On a

U(v) = S4(0) + (T} | EAP)U, Ty(v)
= S,(v) + (T, ! | E2)S,T,(v) + + (T, | EA9) Uy T2(v)

et ainsi de suite.
Finalement pour tout x € B on pose

Us=g: + Z | BA)S i T

k>0 ~
) = (x + Z &’&11 | E¢k+1 (q¢1§+ 1T¢§p¢§) o Tl;px

k>0

qui existe bien dans L(E)(|| gge+ 1 Tyupgr | Ege || < €*.(d + 2)%, Yk > 0) et

L { L, - L(E)
chaque application

} est continue. La famille (U,), con-
x +— U,

vient : U, vaut lidentité sur EZ @ E, = ker Px ¢t ImU, < E, @ E.,
donc U est un projecteur de L(E) (Vx e B).

[T +-C,

Tegeoiey =(Us | Ey), | mgacoper | < Gy . Z | Thls | Egie s
k>0
ou Cy = sup{]|q¢§+1T¢;p¢§|E¢;;|| I pxlExll |xeBet k>0}
Ca =g« E.]l.

Pour montrer la propriété sur les angles énoncés dans le _théoréme 3.2,
on choisit deux apphcatlons p-continues ¢-invariantes A, et 1, qui vérifient
pour tout xe B /l(x) < /Ll(x) < A1(x) < Mx), et on pose pour tout

xeB: ox) = sup [ || T, % | Egp || €]
n>0 *

et 8(x) = sup [ || T2 | F, I e‘";“"’] )
n>0

Comme Log o $,)— Log a(x) <v— J;(x) et Log &(x)— Log () <v— Il(x),
1
on en déduit en utilisant le corollaire A.6 que lim - Log o pr) =0 et
n—+

1
lim — Log &(¢?) = 0 u-p. p. Mais

n>+w N

Il Zeziipsy Il < Cralx)alx) z e~ HFDROTL® L €, < CyE(x)alx)B(x)
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ou f(x)= Z exp [— kA (x)+ k:ll(x)] (Vx € B). Et comme pour presque tout x
k=0

1
lim — Log [sup e 171t ()] = 0

n—+o N peZ
1
et lim - Log [sup e” 7. &(¢?)] = 0, u-p.p.
n—>+o N peZ

1
1 _ —lple _
nllinw . Log [il:g e Al n(E%?HF@, ||] =0.

4. DEMONSTRATION DU THEOREME 2.3

La démonstration se fait en deux parties, dans 4.1 on conserve d’abord
I'hypothése d’injectivité des opérateurs T, puis dans 4.3 le cas général
est traité en introduisant une extension du fibré dynamique lui-méme.
Désormais on se fixe un F. D. (X, 4, ¢, E, &) ou X est un espace métrique
compact et y une mesure de probabilité sur (X, #) ¢-invariante telle que

& soit u-continue et telle que J‘Log+ || T lldp < + co. Et comme dans
le chapitre 3 on suppose en fait que || T, || < e’ (Vx € X).

4.1. Cas ou T, EST INJECTIF POUR TOUT x€X.— L’application du théo-
réme A .7 au systéme dynamique mesuré (X, 4, u, ¢) nous permet de suppo-
ser que ¢ est surjective et par conséquent de construire I'extension naturelle
de (X, B, ¢, y) notée (X, B, $, et : X — X la surjection associée. Défi-
nissons le nouveau F. D. ()N(, @, J), E, @N‘) par ’I’sz,,(x) (Vxe )N(). Alors 7 et

Ji-continue, T2 =T, (Vx € X) (Vn > 0), j Log* || T, Il dit = fLog+ Tl dpe

Soient ¥ et A lensemble des points réguliers des deux F.D., alors
;) < A; (VieN). 1l existe Be % réunion dénombrable de compacts de
mesure 1 pour u satisfaisant aux conditions a) ... e) du théoréme 2.2,
alors n(]NB) =Be 4%, uB)=1, B < ¢ (B), et pour chaque xB et y un
antécédent de x par = on définit les fonctions 4;, E;, F; par A(x) = Ii( ),
Ei(x) = ]:Zi( y), Fi(x) = 1:",-( y) (indépendamment du point y). Puisque les
applications 4, o 7, E; o 7, F; o 7 sont p-continues sur 3 et que 4;, E;, F; sont
constantes sur B n n~!(x) pour tout x € X, les applications A;, E;, F; sont
donc, d’aprés la remarque A.9, u-continues.

Le lemme suivant permet de comparer le comportement de deux suites
lorsque I'une d’entre elles est perturbée par un coefficient qui tend vite vers O.
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4.2. LEMME. — Soient (a,),s 0 €t (y,)n>0 deux suites réelles vérifiant les
propriétés suivantes :

i) Ymyn apip<a,+n.v

: <
i) lim —-y,= — o0
n>+wo N

iii) YVu<Osup { p= 0|y, > (n+ p)u} = o(n)

(Les deux derniéres conditions assurent la décroissance rapide de la suite
(yn)n> 0)
Si on appelle b, = sup (a,-, + y,) (¥n > 0), alors

0<p<n

. b . a, —a, Db
lim - < lim — < Iim — < Iim —.
T n —n n n

b,
Démonstration. — L'inégalité lim sup " < lim sup — est evidente. Pour
n>+w N n>+wo N

tout n > 0 a, < ay + n.v, ainsi lim inf—-" < v. Pour tout ue R~ et n.> 0,

n>+wo N

appelons P,(n)=sup { p>0|y,> (p+n),u}Alorss1,u<0 hm P,(n)=+c0

(car (p,(n)),=0 est une suite croissante et si elle était bornee par P aurait

Vp+1 <(P+14+n)p (Yn>0)). Soit AeR vérifiant lim inf— <A<v+1let

n—»+wo N

posons u=A—v—1 < 0. Il existe une sous-suite ¢ : N — N1 telle que
a.(n)

o < Apour tout n > 0. Pour simplifier 'écriture on suppose que ¢ = Id.

Si 0<q<P,n), y,+anip,m-<T + (Pn)—gv+a, (oul = sug Va)
q=
s Yot @nip,m-—q< T +P,(n).(v—2)+ [P,(n)+n]i.
Sl q>Pu(n) » ’))q+an+P (n)— q—(q+n).u+n‘)<(Pu(n)+n)A

1 I'+P,(n).(v—21)
Ce qui montre que ——— b <—HF " 4] et donc
Clb q P,n) + n Pl tn P,(n)+n
lim inf — < 4.
n>+wo N
4.3. Cas GENERAL. — Soit(a,), o une suite strictement positive décrois-

sante qui tend trés vite vers O telle que <y,, = Z Log ac,,) vérifie les

n>0

conditions du lemme 4.2. On appelle ]~3={v=(v,,),,zoe EN|sup|lv,ll<oo }
p20
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que 'on munit de la norme du sup ; (I~3, | - ]lo) devient & son tour un espace
de Banach, et on définit le nouveau F.D. & = (T,),x par

Tx(”Oa Uy, U, . ) = (Tx'UOa Oolg, XpVy, - . ) .

T, est bien injectif pour tout x € X majoré¢ en norme indépendamment de x
et vérifie T = noT" (Vn > 0), (VxeX), (ou =: E - E désigne la pro-
jection canonique de E sur E((vo, vy, . . .) +— vp))). Remarquons maintenant
la formule :

(v, vy, . J=(T2 v, T M se ey Ty + o Oy XL Xy - Oy, - ),
d’ou . {
i) liminf - Log p(T7) < liminf = Log p(T")
n n
. 1 . 1 -
< limsup — Log p(T%) < lim sup " Log p(T%)
n
.1 - 1 1
ii) lim 1nf; Log || T2 || < lim inf - Log || T2|| < lim sup - Log || T2|
n n
1 ~
< lim sup — Log || T%||
n

S | ~ ]
iii) lim 1nf;Log]|T;.vHShmmf; Log”T,';.vo”slimsuplLog”T;.vO”
n

. 1 ~
<lim sup;Log”T;.v”
car .
(TR = Sup [P(Te™%).00 ... o]

T2 = sup [|| T2 %] 00 ... s ]
- O<k<n
”T;U“: sup [”T;—k.v()”(xo...ak_l].
O0<k<n

Appelons A T'ensemble des points réguliers du F.D. (X, %, ¢, E, )

>

2

- L . - 1 -
alors A c A.SixeAetix>1F(x)= {veE] lim - Log ||T§.v|lsz1i(x)}
alors Fy(x) o ker met nren

~ 1
Fi(x) = n(Fy(x)) = {veE | limfup—Log || T2 < li(x)}
n>+wo N
. . . . 1 ~ -
<11 y a bien égalité car si lim sup— Log || Ty.v || > %(x) alors
n»>+o N
lim sup - Log | 2.0 | = tim inf - Log |7
im sup — Log | Tzv) = l'llI-l:l‘:gf; Log “Tx.v|]>.

Enfin la proposition B.3.3 montre que la u-continuité des champs
(Fi(x))xen €St conservée.
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DEUXIEME PARTIE

Dans toute la suite de cet article, on se placera sur le fibré dynamique
engendré par une application ¢ de classe C! seulement, définie sur un
ouvert U a valeurs dans un espace de Banach E laissant globalement inva-
riante une partie compacte K incluse dans U ; on pourra définir en tout
point régulier la suite des exposants de Lyapounov (1;);», associée a la
famille des dérivées (D, ¢)..x. Une mesure de probabilitéf U ¢-invariante
étant fixée, on obtiendra la majoration de I'entropie et de la dimension capa-
citaire de u, en étendant la notion d’entropie locale introduite par Brin
et Katok [BK]. Cette méthode permet d’étendre des résultats obtenus
par Ledrappier et Young [LY] concernant la minoration logarithmique
des mesures des boules en fonction de la dimension de Lyapounov dim;.

En supposant tous les opérateurs (D, ¢)..x compacts, on obtient en par-
ticulier :

* dim(K) < + o hop(@) < + 0

. h() éj Zdi(x)if (x)dp(x)
K —

" Log u[B(x,
% u-p.p. lim sup —og A 91 HIBLx, 9] < dimy (x, ¢).
e=0 Log ¢

* Pour tout a > 0 et pour p-presque tout xe K

lim lim sup — % Log ,u[m ¢ B(di(x), se“"’)i‘ < Zdi(x) [A:x) + «]™.
i=0

e20 po+tw
i1

Takens [TA] a introduit pour la premiére fois, dans I'’étude des attrac-
teurs étranges, la nouvelle métrique :

a3y = max {d[$00, ¢ : (v, y)e K2

Cette métrique est outil principal pour montrer la minoration logarith-
mique des mesures des boules en fonction de dim (x, ¢) :

dimy, (x, ¢) = inf{ é Z di)[lx) +a]T 10 <a < — %(x)}

ot #(x) désigne la borne inférieure des exposants de Lyapounov, ou bien
l'indice de compacité du fibré, au point régulier x.
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I. NOTATIONS

I.. 1° CADRE DIFFERENTIABLE :

E est un espace de Banach quelconque

U est une partie ouverte de E et K est une partie compacte de U

2A(K) est la tribu des boréliens de K

#x(U) est Pensemble des applications (¢ : U — E) de classe C' pré-
servant K (i.e. ¢(K) = K)

g(@_{KxE-»KxE
ST v - (400, D)
engendré par ¢ € €k(U).

} le fibré dynamique sur K

Remarquons que I'hypothése de classe C! sur ¢ ne sera utilisée que
par l'intermédiaire du lemme suivant :

1.2° LEMME. — Pour tout ¢ R%¥ on définit le module de continuité
de D¢ surK :

Ckle, ) = sup {{| ¢(x) — ¢(y) = Dgp.(x — I/l x — yll:
(x, »eK? et O<|lx—yll<e}.

Alors, (ee RY — Ckle, ¢) e R) est une application décroissante de limite
nulle.

On aurait pu ainsi travailler dans un cadre plus général ou, E est un
espace de Banach, K est une partie compacte de E, ¢ : K — K est une
application continue, (xe K — T, e L(E)) est une application continue
d’opérateurs. En appelant toujours :

(Cxle, ¢) = sup { || #(x) — $(y) — To-(x — P/l x =yl :
(x,y)eK2 et 0<||x—y||<e}

il faudrait alors imposer : lim Cle, ¢) =

Ce cadre apparait en partlcuher dans lextension naturelle # du fibre
précédent Z ; on aurait pu ainsi supposer d) bijective et chaque opérateur T
injectif.

I.3° DEFINITION DES POINTS REGULIERS DU FIBRE F(¢h).— Soit peGi(U),
on appelle alors points réguliers de ¢, 'ensemble Ag($)={ xeK : AFDizy
des s.e.v. fermés de E de codimension finie tels que

. 1
* lim —Log p(D,¢") = x
n>+wo N
1
+ lim -~ Tog IDed™/Fifl = 4  (¥iz 1

*Fl = E et Fi+1 < Fi (Vl g 1)

Vol. 4, n° 1-1987.



78 P. THIEULLEN

* SiA >u alors 4;> A4y et inf 1; = x
1 i1
* Yoe FA\Fi, lim - Log ||Ds¢".v| = 4}.
n~+o N
Dans I'ensemble Ag(¢), la notation « lim s, = [ » signifie que la limite
n—+ o

de la suite (s,) existe et vaut L Il est possible aussi de montrer que les coeffi-
cients x et 1;, les s.e. v. F; qui interviennent dans Ag(¢) sont en fait des
fonctions de x. x s’appelle lindice de compacité asymptotique et (1;)ix 1
s’appelle la suite des exposants de Lyapounov. B

1.4° LEMME. — Sur l’ensemble,mqb‘"AK(qS), on a :

nz0
Hx) = % - Px), 2(x) £ 450 Plx), D, $(Fi(x)) = Fio ¢lx),
di(x) < d; o ¢(x) (ou di(x) est la codimension de F;. 1(x) dans F;(x)).

1.5° DEFINITIONS :

A) Nombre de recouvrement d’'une partie A d’un espace métrique (E, d)

Ve > 0 (A e)=inf { n = 1:3(xy, ..., x,)€E", ey, ..., e,) € RY

tels que A < U B(x;, &) et &g < & }.
i=1
il est nécessaire de préciser la métrique d on pose : r(A, &, d).
B) Nombre de recouvrement d'un opérateur T € L(E) ot E est une. v. n.
Ve > 0 R(T, &) = r(T(Bg), €).

I.6° PROPRIETES :

A) VS, T)e L(E)* V(5,¢)eR%? R(S-T,de) < R(S, O)R(T, ¢)

B) [(T,¢)e L(E) x RY — R(T, €)e N] est une application s.c.s.
C) V(T, ) e L(E) x R (¢ > p(T) = R(T, ¢) < + ).

1.7° DEFINITIONS :

A) Indice de compacité asymptotique uniforme :

W BUU) pel) = sup pID.) el = inf - Log pu(d)
B) Nombre de recouvrement asymptotique local :

VaeR Voe¥k(U)  A¥x, §) = hnnj sup % Log R(D,¢" e™™).
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C) Nombre de recouvrement asymptotique uniforme :
V(¢, &) 6k(U) x RE  Rg(¢,¢) = sup R(D; ¢, ¢)
xeK

V(4. &) € €x(U) x R% k(@) = inf % Log Rk(¢", e™™).

I1.8° PROPRIETES. — Pour tout ¢ € €x(U) et a e R%
A) {Log px(9") }uso et { Log Rk(¢", e™™) }, o sont sous additives

o1
B) ux(¢) = lim — Log pi(¢”) < +

.1 _
%(#) = lim - Log Ry(¢" ™)
C) Si o < — xx(¢) alors A%($) < + c0.

II. RAPPEL SUR DIFFERENTES NOTIONS
DE DIMENSION

II. 1° DIMENSION CAPACITAIRE D’UN ENSEMBLE :

Pour tout espace métrique (A, d), on définit sa dimension capacitaire
(supérieure) ou dimension fractale

Log HA,
dime (A) = lim sup — & A9
£=0 Log ¢

II. 2° DIMENSION CAPACITAIRE D’UNE MESURE :

Pour tout compact métrique (K, d) et toute mesure de probabilité sur
la tribu 2(K) des boréliens de K, on définit la dimension capacitaire de p

dimc (p) = Oil;gl inf { dimc (A) : Ac B(K) et wA)y<d}.

II.3° ProposITION. — Soient (K, d) un espace métrique compact et
i une mesure de probabilité sur les boréliens de K, alors :

A) [xeK — pu[B(x, ¢)]e R*] est une application s. c. i.
B) Sl existe ¢ : K — K lipschitzienne préservant u alors

Lo B(x, ¢
[xeK — lim supg—'u[(x—ﬂeﬂ%*}
e Loge

est ¢-sous-invariante borélienne.

IIA

Log u[B(x,
C)vd=z0 [dlmc(ﬂ) =d < pp.p.lim soup _og_m d]

Loge
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80 P. THIEULLEN

D) Si ¢ e x(U) et p est ¢-invariante ergodique, alors

. . Log u[B(x, ¢)]
dime (p) = lim sup—————""" p-p.p.
e~0 Log e
II.4° DIMENSION DE LYAPOUNOV EN UN POINT REGULIER. — Soient

¢ € 6x(U), F(¢) le fibré dynamique engendré par ¢, x € Ag(¢) un point
régulier pour ¢ qui vérifie #(x) < 0. On rappelle alors dimension de Lya-
pounov au point x, le réel fini :

dimy, (x, ¢) = inf{é Zdi(x)[/li(x) +al*:0<a< — %(x)}.

i>1

On peut vérifier que cette définition coincide bien avec la définition clas-
sique en dimension finie, pour une mesure ergodique et en prenant
p) = — oo ; (par exemple dans l'article de Ruelle et Eckmann [RE]).

I1.5° REMARQUE. — Soient ¢ € €k(U) et u une mesure de probabilité
sur Z(K) ¢-invariante. Grace au théoréme I1.3 de la premiére partie, on
peut trouver B e #(K) tel que :

+ B )¢ (A, uB) =1, B< ¢'(B)

i>0
* (xeB — dimp (x, )€ R") est mesurable ¢-invariante.
* Si de plus u est ergodique pour ¢, alors

dimy (x, ¢) = dimg (g, ¢) p-p. p.

III. ENONCE DES THEOREMES PRINCIPAUX

HI.1° DEFINITION D’UNE NOUVELLE METRIQUE SUR K. — Pour toute

application ¢ : K — K, pour tout xe R,, n = 1, on définit une nouvelle
métrique sur K par :

at( y) = max {d[¢(0), ¢())e")

(ou d(x, y) = || x — y |l est la métrique induite par celle de E sur K).
Une boule ouverte de centre x et de rayon ¢ pour cette métrique est de

n—1
la forme B*(x, &) = )& 'B$i(x), e~ ]
i=0

(o B(x, ¢) est une boule ouverte de K pour la métrique d).

I11.2° THEOREME DE L’ENTROPIE LOCALE [BK]. — Soit (X, 4, u, ¢)un
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FIBRES DYNAMIQUES 81

systéme dynamique mesuré, (X, d) est un espace métrique compact, ¢ :
X — X est une application mesurable préservant une mesure de pro-
babilité u sur les boréliens de K, ).

On appelle :

_ 1

hd(x, ¢) = lim lim sup —~ Log u[B2%(x, ¢)]
e~>0 n—+o n
1

h(x, ¢) = lim lim inf — — Log u[B#°(x, &)}
£20 po+ n

Brin et Katok [BK] ont alors montré le résultat important suivant :
hx, ¢) = Bx, ¢) p-p.p.
etf h9(x, $)du(x) = h(¢) (= entropie métrique de ¢).
K

II1.3° EXTENSION DE LA DEFINITION DE BRIN-KATOK. — Pour toute
application ¢ : K — K borélienne préservant une mesure de probabilité u
sur #(K), pour tout a € R, on appelle :

1
hi(x, ¢) = lin(‘)l lim sup — — Log y[B¢*(x, ¢)].

£+ o0 n
I1I. 4°) PROPRIETES ELEMENTAIRES :
i) Hi$(x), ¢) < hy(x, ¢)
i) Y1 - ¢) S Kx, )
iii) Si ¢ est d]; plus lipschitzienne alors}l—7 hi%(x, ¢F) = hi(x, ¢).

II1.5° LEMME. — Soient ¢ € %x(U), x€ Ax(¢) un point régulier, un

réel a < — »(x). Alors A%(x, ¢) < Zd,-(x) [Adx) + a]*.
i>1
Ce lemme est de nature géométrique car il relie le taux de croissance
exponentielle du nombre de recouvrement d’ordre o de D, ¢"(Bg) en fonc-
tion des exposants de Lyapounov. En dimension finie, on peut montrer
’égalite.

II1.6° THEOREME LOCAL. — Soit ¢ € ¥5(U) préservant une mesure de
probabilité u sur Z(K) et ayant un indice de compacité uniforme strictement
négatif, alors

* VO S a< B < —ux(d) hilx, ) < Ax, ¢) p-p.p.

L B(x, 1
* Vo> 0 limsupw<_

< - hx, -p. .
20 Loge T W% @) pop.p
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82 P. THIEULLEN

III.7° CoroLLAIRES. — Sous les hypothéses du théoréme précédent :

* Si xg(¢) <0 alors hi(x, ) < ) di(x)A; (%)

* Si #(x) = xg(@) p-p.p. >0
Lo B(x, .
alors lim sup —%M < dimy (x, ¢) u-p.p.
e=0 Loge

Sin(x)=xk($) u-p. p. et pest ergodique pour ¢ alors dime (x) < dimy (y, ¢).
III.8° THEOREME UNIFORME. — Soit ¢ € #5(U). On note pour tout o € R,

1
hip(¢) = lim lim sup — Log r(K, ¢, d%*).
-0 n

n—+ oo

On peut alors montrer

* VO Sa< B hi(¢) = Ak)
* Si ¢(K) = K alors dimc(K) < igg . Ak(o).

IV. DEMONSTRATION DES DIFFERENTES ASSERTIONS

IV.1° DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION I1.3° ¢. — La démonstra-
: : : : Log p[B(x, ¢)] o
tion de la relation entre dimc (u) et lim sup Toss pourrait étre
e0 og e

laissée en exercice car elle présente peu de difficultés. Mais la méthode
utilisée est générale : on I'applique en particulier dans la premiére étape
de la démonstration du théoréme HI.6°.

(=) On pose pour tout n >0 ¢, =e ™ Si d > ‘i et 6€10,1[ on peut
trouver A € #(K) tel que wA) > § et dimc (A) < d. Pour tout d* > d,

Zu{xeA ‘u[Bx,e)] S } £ Zr<A, %)s‘.‘.*'
n>0

n>0
Comme r<A, 1 s,,) < 2%, % pour n suffisamment grand, la série converge
2/ o Log u[B(x,¢)]
et par Borel-Cantelli on en déduit que lim syp —————> =
u-presque tout x sur A. 0 Log e
(<) (en)n>0 étant choisie comme précédemment. Pour tout d>d on
appelle Ad = {xeK :Vm=n u[B(x, e,)] = & }. Alors “[U 1 A,,:| = 1.

n>0

Pour tout m = n r(A,, 28,,,)3,,‘,7 < 1. Dongc, pour tout n = 0, dim¢ (A,) < d.

=< d* pour

IV.2° DEMONSTRATION DU LEMME IIL.5°. — Si —a > A(x), pour n
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FIBRES DYNAMIQUES 83

suffisamment grand || D,¢"|| < e ™ et donc R(D,¢", ™) = 1. Sinon
on peut trouver k = 1 tel que A+ 1(x) < & < Z(x). En choisissant successi-

vement des vecteurs linéairement indépendants dans Fi(x)\F;.(x) pour
k

i=1...k on peut trouver d = Zdi(x) vecteurs (e;); tels que

k i=1

1 .
Z lim — Log | D¢ e || = Zd,-(x)li(x) et E=@ E;+F avec F= Fii1(x)

n— + oo
iel i=1
et E; = R.e;. Appelons m;, « les projecteurs sur E;, F associés a cette décom-
position de E ; et supposons || e; || = 1.

BECI|ﬂl|-BF+ZIIniII-BE.- oi By =[-Ll]le

Vn21 HD,¢".Bg, e ™)

e—na e—mz
= r<D"¢ Be T i n) H’(D""’ B G5 ) ||n.-||>'
iel

Pour n suffisamment grand, I|Dx¢"IF||<e—na/(d+ Dzl et donc
"Dy ¢"Bg, e ™/(d + 1)||z]||) = 1. I
Pour tout n = 1 et i€l HDy¢" By, ) < 7 — +3

(o0 D,¢".Bg, = [— || Deo". e, + |De¢e: || 1. i avec || fill = 1).

En appelant K = H max [(d + 1) || n; ||, 3], pour n suffisamment grand,

on obtient R(D,¢", e™™) < K. l_[ {||Dx¢".€:]| €™ + 1}, ce qui termine
la démonstration.

iel

IV.3° DEMONSTRATION DU THEOREME II1.6°, DEUXIEME PARTIE. — Quitte
a remplacer K par le support de p (qui est aussi compact) on peut sup-
poser que u[B(x, ¢)] > 0 pour tout xeK et ee R%. Soit a > 0.
On voit facilement que
Log u[B(x, ¢)]

1
lim sup ————— = lim sup — — Log u[B(x, e™")].
e—0 LOg € n—+ o0

Il reste alors a montrer I'inégalité, pour u presque tout x,

lim sup — i Log uB(x,e ™)1 hm sup— i Log u[B(Pp™(x), e~ "“)]— I(x).

n— + oo
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84 P. THIEULLEN

La technique utilisée est celle de Mané (proposition A.5). On définit
pour cela, pour tout ¢ > 0, une application A, sur K par

Ad(x) = sup exp (= nl(x) — ne)u[B(§"(x), e™™)].

Comme [ est une application sous invariante ([o ¢ < ! partout), en
raisonnant sur chaque sous-espace K, = {xeK:lx) <m}, on peut
supposer que ! est bornée. On remarque alors, pour tout x € K,

(1) Age px) = Ay(x) exp ((x) + &) £ Ay(x) exp (m + ¢).
Soient (K, 4, I, ¢) Pextension naturelle de (K, %, W), m ‘K > K

la surjection mesurable verifiant p o n = = et ¢ cm=mo¢ (théoréme A.7).
En posantA =A,om, (l)entralneA =< A qS exp(m + ¢ sur K, et donc

(proposition A.5) ml_l}IPw % Log A,o¢™™ =0 Ji-p. p. Ainsi, Ao c}“"‘(x) <em™
pour m suffisamment grand (m = my)

u[B(n(x), e™"™)] 2 exp[—mlomo ¢ "(x)—2me] (mZmy), lom=lomod ™
u[Blx, e”™)] 2 exp [-ml(x)—2me] (m=mo) (u-p.p).

1
On termine la démonstration en remarquant que /(x) < — h “(x, ¢) pour
tout x e K.

IV.4° REMARQUE. — La suite de I’article est consacrée a la démonstra-
tion du théoréme III.6° (premiére partie). Si la mesure u était ergodique
(toute partie ¢-invariante est de mesure 0 ou 1) la démonstration serait plus
simple, car cela reviendrait 4 supposer tous constants (h3(x, ¢), A%(x, ¢),. . .)
et a prouver le théoréme uniforme III.8°). Dans le cas général, on raisonne
sur chaque élément d’une partition, dont I’entropie peut étre aussi petite
que l'on veut, pour de nouveau supposer tout constant.

Mathématiquement, cela se traduit par la proposition suivante I'V.6°.

IV.5° DEFINITION : (approximation locale supérieure). — Pour toute
application f:K — R majorée uniformément, pour toute partition 2
de K on note A(f, 2) = Z(sup Nip

P

Pe?
On obtient alors facilement :

* A(f+82 VAL Z2)+ AR 2)
* A(fod, 7' PYS AL, P)o &

* Si ( fp)p>o est une suite sous additive d’applications majorées alors.

( ( fp,\/d) ’9’)) est aussi une suite sous additive.
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IV.6° ProposITION. — Soient (X, 4, u, ¢)un systéme dynamique mesu-
ré (notations du théoréme II1.2°), et (f;), o une suite sous-additive d’appli-
cations de X dans R, mesurables uniformément majorées. Il existe alors
une suite de partitions finies (%,),», telle que, pour u-presque partout

i, = | [(9"‘\/"5 =))7]
+Jim A<f"’\/"’ )}

(ou F ={Ae®B:¢dp (A)=A} et (#|) désigne I'information de 2
sachant une sous-tribu &7 de %).

._ IIV

Démonstration. — D’aprés le théoréme ergodique de Kingman (A.2),

n—1
pour toute partition 2 de X, la suite (A( f,,,\/d)"?)) converge
n>0
i=0 =

vers une application g(#) .#-mesurable u-presque partout.

g= lim ~f..upp

n—+ow

g?) = lim ;A<fm\/ ¢"'9’> p-p. p.
i=0

Soit (£,),» o une suite croissante de partitions finies .#-mesurables dont

la réunion Ufp engendre .# aux ensembles de mesure nulle prés. On

pz0
note jp la tribu engendrée par .7,
]*={AG #(A)>0}—-—{A ’AP,N(P)}’
f gdu
et on choisit E[gltﬁr ]= Z
(A)

Aes?
Pour tout ¢ > 0, on définit :
B, ={xeX:Vgzpg—e¢<E[g|F]<g+¢}

1
B;,,,:{xeA,,,,-nB;: Vmz=n —f,,,_g+g}
m

- { Bp 1L,ns =+ > B;,N(p),m Csp,"}
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86 P. THIEULLEN

N(p)
on C,,=V\D;, et D}, = U B: ;.. pour tout m :
i=1

~ 1 .
fmzsgpfm g = lim _fm

m-—+w M
pour toute partition 2 : (2) = g(?) + EI:I <9’ \\/q&"@) l J:l.
Sur B, ; , et pour tout m = n o

j gdu
Ap,i

1
—fm S Elgl S ]+28~ + 2e
m WAL,

1 ”
EA(fma gp;,n) é E[g|=/p] + 28 § g + 38
1 1 -
Donc - A(fm’ '@;,n) é (g + 38)1]DE + — fmﬂC5
m p.n m p:n
1
et —A( S \/qb 'g’;,n> < Al Z5).
m
D’ou 825 < (g + 3e)Ip,  + glce,

E [inf [#5,)] < E[(g+38)Tpg 1+ Zu(Chr) +— H[\/cﬁ 'ﬂzn]

n>1
m—1
lim H[ ¢‘@;,,,]=H[ ¢"',Q¢;]
n—+
i=0 i=0
N(p)
Oﬁ d; = {AP’IF\B;, pN(p)('\B \ (Ap,i m Bsp)}
</§ est J-invariante donc E[mf (Z.0)] < El(g + 3e)1 5. ] + gu[K\Bj}]
et E[ inf [(2Y)]<Elgl

zl,p=z1l,n2

IV.7° LeMME. — Soient ¢e@L(U), n >0, 0 <e < dK, U°), xeK.
Alors : r[¢(B(x, ¢)), 2(n + Ck(e, 9))e] < R(D, ¢, ¢).

Démonstration. — Pour tout yeB(x, &) n K
Il ¢(x) — ¢(y) — Dedp.(x — W)l < Ckle, P
donc d(B(x, &) < P(x) + eD,Pp(Bg) + ¢Ck(e, $)Bg.
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Mais D, ¢(Bg) = U B(x;, 1) avec nmi<n et n=R(D., 7).
B posant ;= 409 + o

P(B(x, ¢)) = q B(yi, (m: + Ck(e, ¢))e).
En choisissant z;e K n B(y;, (; + Ck(e, $))e)

d(B(x, £)) = k_Jl B(z:, 2(n; + Ck(e, d)e).

IV. 8 DEMONSTRATION DU THEOREME III.6°, PREMIERE PARTIE :
Premiére étape : pour toute partition 2 fixée et pour tout ¢ > 0, on montre
l'inégalité presque siire :

1
(1) limsup — — Log u[B¢ (x, 2¢)]

n—+ o

<lim sup{ — ~Log u[ ¢ ’9(x)]+ Log r[ ¢ TIP(x), &, P “:l}

n—+ o

Pour montrer (1), on introduit pour tout ¢ > 0 fixé, (9,, =\/ d)"l@),

Aj = {xeK: p[Bf(x, 2¢)] < e[ Po(x) |1 Pulx), €, dP7] } .
D’apres Borel-Cantelli, il suffit de montrer que Ty(A) < + oo
A =Z{uASnP): PeP, et PnAL#0}.
On recouvre alors A; N P par des boules B$*(x, 2¢) centrées sur Al et
on peut en choisir au plus r[ P, ¢, d*] ; ce qui montre : y(A§ N P) < u(P)e ™.
Deuxiéme étape : soient 2 une partition finie fixée, des réels a, f tels que

1
ox(P) < e < Ze‘“, alors, en posant fi(x) = Log R(D, ¢, ¢~ #), on montre

'inégalité presque sire :
) hrré 11m+sup Log r[Z.(x), ¢, d?*] < E[A(f1, )| #].

Remarquons que (xe K — R(D, ¢, e~ #)e R, ) est une application s. c. s
et finie partout, donc uniformément bornée. Puisque hm Ckle, @) =
il existe &; > O tel que :

Vee 10, e[ r[e(B(x, 2¢), e %] < fi(x) (VxeK).

Vol. 4, n° 1-1987.



88 P. THIEULLEN

(En prenant ¢, tel que 4(e™# + Ckley, @) < e™%).
On démontre ensuite pour tout e€ 10, &, [,

n—2
[ Zu(x), 26, d*] < r[P(x), ] HA(fn P)e ¢’
i=0

Le principe consiste & recouvrir I'image par ¢ d’une boule B(x, ¢) par des
boules B(y, ee™*) et & recommencer ce procédé n fois

24x) = U{Alp) : 1 =ip < Ny(x)} (réunion disjointe)
avec diam (A(iy)) < 2¢ et No(x) = r[#(x), €]
Alig) = 2(x)  P(Alig)) = U {Alig, i) : 1 Z iy S Ny(x)}

avec diam (A(ig, i;)) < 2¢.e”* et Ni(x) = A(f,, 2)x).
On continue ainsi jusqu’a ce qu’on ait obtenu une famille
{A(i07 ila*~"ik):0§k§n_ 19 1§1k§Nk(x)}

de parties vérifiant pour tout0 £ k < n — 1, diam [Algs i1, .. i) ]<2ee™
et

U { Alio, i1, - i) 1< ig S Nolx), .01 < i < Ni(x) ) = ¢F[2,(0)].

On choisit arbitrairement des points x(iy, . . ., i,-;) dans chaque A(iy,. . ., ip_;)
non vide, puis des points y(iy, . . ., i,—,) dans 2,(x) tels que

[ vos iy - sin_1)]€Alg, ..., Q) pourtout 0<k<n-—1.

Alors Z,(x) < U { B&*(Wio, - . ., ix), 26) : 1 < iy, < Ni(x) } car, si ye 2,(x),
on peut trouver iy, iy,...,i,—; tels que

yEA(iO)a d)(,v)EA(iOa il)’ s d’"—l(}’)EA(io, R in—l)
et donc y est dans la boule B&*(\(iq, ..., i,_1), 2¢).

Troisiéme étape : On vient de montrer que, pour toute partition £ finie,

1
et pour tous réels o, B vérifiant py(¢) < e f < 2 e~ % et pour presque tout x :
((1) + (2) + théoréme de Mc Millan A.11

)
(3) hix, ¢) < E[A(fl, P) + 1(9 \\/df@’) ' f].
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Soient maintenant deux réels o < f < — xg(¢) fixés. Alors pour p
suffisamment grand, et pour toute partition finie & :

1
p(dF) < e P < i (condition sur p)

ceonsifus o\ o)

(ou S(¢%) = {Ae#(K): ¢""A) = A} > J() = F)

(et f(x) = Log R[D, ¢?, e"#F]).
Comme (xe K — hj(x, ¢)) est une application .#-invariante et

hi(x, ) = - h"“(x ¢*) (u-p.p).

On obtient finalement, pour p suffisamment grand (ne dépendant que de
a, ), et pour toute partition finie 2,

@ hilx, ¢)<E[ A(fpag’)+~1< ’\/d) " )’f](X) H-p- P

-1

Siau lieude £ on prend\/ ¢ ~'P, (4) devient

s ol o) 6\ o o

Car on voit facilement

p—1 p—1
(N o)-S Ao\ o5) o e
i=0 i>p k=0 i1

Enfin, d’aprés le théoréme ergodique sous additif de Kingman (A.2)

Jm {4 \/ s)is|= (fw\/ #17) o

La proposition précédente IV.6° termine alors la démonstration
o1
Hix, ¢) < lim —f, = A(x, ¢) p-p.p.
p=>to p
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IV.9° REMARQUE. — On peut démontrer la majoration entropique de
Ruelle plus simplement sans utiliser la métrique d¢**. On suppose d’abord
que y est une mesure ergodique (grace au théoréme de décomposition de
mesure quelconque en composantes ergodiques), et on majore le nombre
minimum N(n, &) de boules de rayon ¢ pour la métrique d?° nécessaire

. 1 .\
pour recouvrir un ensemble de mesure 3 (par exemple) de la méme maniére
que précédemment (deuxiéme étape). Il reste alors a appliquer le théoréme

1
de Katok ([WA],8.19) : h(¢) = lim limfup — Log N(n, ¢).
o n

>0 n—
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A. — APPENDICE DE THEORIE ERGODIQUE

Dans cette partie, il est rappelé sans démonstration les propriétés de théorie ergodique
qui sont utilisées dans les chapitres 3 et 4. On appelle systéme dynamique mesuré S. D. M.
un triplet (X, %, p, ¢) ou X est un ensemble, # une tribu sur X, ¢ une mesure de probabi-
lité sur (X, #) ¢-invariante, ¢ : X — X une application 2#-mesurable.

A.1. THEOREME ERGODIQUE PONCTUEL (BIRKHOFF). — Si (X, &, y, ¢) est un S. D. M,
alors pour tout f Z-mesurable vérifiant f* e Y, il existe f F-mesurable (o0 f est la
tribu des invariants) tel que :

n—1
I §
i) fx)= ,,lfﬂnmnszk 4-D. P.
k=
i) fte?'w °
iii) VBEJJ fdu=J fdu.
B

B

A.2. THEOREME ERGODIQUE SOUS ADDITIF (KINGMAN). — Si (X, %, y, ¢) est un S. D. M.
et si (f,)nso st une suite de fonctions #-mesurables vérifiant

a) f," e L),
b) form < fao @™ + fu  4-p.P-

alors il existe F .#-mesurables tel que :

1
i) lim - f, = F(g-p.p)

n—+w N

ii) Fte 24w

. 1

iii) VBle Fdu = inf (—f f,,du).
B nx1\n B

A.3. REMARQUE. — Si, dans le théoréme A.2, on suppose de plus ¢ inversible et si
on appelle pour tout n g, = f, o ¢~ " alors

1 1
lim -g,=F= lim -f, (up.p)

n—+ow N n>+ow N

A.4 REMARQUE. — Si(X, @, u, ¢)estunS. D. M. etsi f est une application %-mesu-
rable qui vérifie f < fo ¢ (u-p. p.), alors f vérifie en fait f = f o ¢ (u-p. p.)

A.5. PROPOSITION. — Soient (X, %, ¢, ¢) un S. D. M. et f:X — R une appli-
cation #-mesurable. Alors :

. 1
i) limsup — fo¢" 20 (u-p.p);

no+w N

1
ii)si(fodp —f) eLwalors fop—feL(w)et lim — fod"=0 (u-p.p).
no>+w B
Démonstration de ii) : Pour tout n > 0 on pose
gn=—nA com+ [l ncrem + 1lon.
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Comme g, € £*() on a bien J(g,.o ¢ — g du = J(gno ¢ — &) du.

Pour conclure il suffit maintenant de remarquer que (g,c ¢ — g,)" <(f- ¢ -N*,
et d’aprés Fatou

Jlim inf(g, o ¢ — gx) du <lim infj(gw ¢ —gn)tdp < f(f o¢ —f)rdu.

n—o+ 0 n—+

A.6. COROLLAIRE. — Soient (X, %, 1, ¢) un S. D. M, f:X — R une application
#B-mesurable, F: X — R une application #-mesurable. Si (f o ¢ - )" <F (up.p)
1
alors im - fo ¢" =0 (u-p. p.).

no+owo N

A.7. THEOREME extension naturelle . — Soient (X, 8, u, ¢) un S. D. M. tel que X soit
un espace séparable séparé et ¢ soit surjective. Alors il existe un S. D. M. (X, 8, it, ¢) inver-
sible (X aussi séparable séparé) est une surjection mesurable n : X — X tels que :

i) Rem'=yp

i) nep=¢on

iii) propriété universelle P. U.

P. U. : pour tout autre S. D. M. (Z, 2, v, ) inversible et application surjective mesu-
rable p: Z — X vérifiant i) et ii) il existe une unique application surjective mesurable g :
Z — X telle que :

i) veq'=1

i) qo0=heoq

fiiy p=mogq.

A.8. COROLLAIRE. — Soit (X, @, i, ) un S. D. M. oi X est un espace métrique
compact et ¢ : X — X est une application continue. Alors Y =m¢"X est une partie

n>0
compacte de X de mesure 1 stable par ¢, la restriction de ¢ 4'Y est surjective. On appellera
extension naturelle de ce S. D. M., I'extension naturelle de (Y, %,, #1Y, ¢|Y).

A.9. REMARQUE. — Soient (X, %, u, ¢) un S. D. M. tel que X est un espace meétrique
complet séparable et ¢ est une application surjective, ()~(, 7) une extension naturelle de X,
Y un espace topologique, f': X - Yune application ji-continue. S’il existe Ae @, ﬁ(/&): 1,
tel que f soit constante sur chaque A n (%), x € X, alors 'unique application f: X - Y
(4 un ensemble p-négligeable pres) telle que f = fo mest y-continue.

On peut trouver les démonstrations des deux théorémes A.1 et A.2 dans larticle de

Y. Katznelson et B. Weiss [KW ], du théoréme d’extension naturelle dans le livre de Corn-
feld-Fomin-Sinai [C.S.].

A.10. DEFmNiTIONs. —  Soient (X, &, u, ¢) un S. D. M., 2 une partition mesurable
finie de X, et s une sous-tribu de 4. On appelle information de 2, et information de 2
sachant .o, les applications :

1(9)=Z—L0gu(P)ﬁp, I(QIM)=2—LOg#[P!M]1?p-

Pe2? Pe?

Annales de I Institut Henri Poincaré - Analyse non linéaire ’



FIBRES DYNAMIQUES 93
On appelle entropie de 2, ou entropie de 2 sachant </, les réels :
H(Z) = JI(W)du, H(Z | o) = JI(? | )y .

On appelle entropie de (2, ¢) et entropie de ¢ les réels :

h(2, ) = ’\/4) igp du— limnH \/¢ n@

h($) = sup { h(2, ¢) : 2 partition finie mesurable }.

A.11. THEOREME (Mc MILLAN). — Soient (X, 4, p, ¢) un S. D. M. et £ une partition
finie mesurable. Alors

1N\ )]

On trouvera dans le livre de théorie ergodique de P. Walters WA la démonstration
de ce théoréme, ainsi que beaucoup d’autres compléments sur Pentropie.
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B. — APPENDICE
SUR LES VARIETES GRASSMANIENNES

Cette partie décrit plus en détails les propriétés intuitives et simples & montrer des variétés
grassmanniennes. Le plan de cette partie est le suivant :

B.1. Définition des variétés grassmanniennes G(E) d’un espace de Banach E.

B.2. Critéres de convergence des s. e. v. de dimension finie.

B.3. Lien entre L(E) et G(E).

B.4. Construction d’un champ continu de supplémentaires topologiques.

B.l.l. DEFINITIONS. - On note G(k) I'ensemble des sous-espaces vectoriels de E
(un espace de Banach) admetiant un supplémentaire topologique, G,(E) (resp. G*(E))
I'ensemble des s. e. v. de E de dimension n (resp. des s. e. v. fermés de E de codimension n).
En particulier les ¢léments de G(E) sont a leur tour des espaces de Banach. Pour tout
couple (Fy, Gg) de s. e. v. de E vérifiant Fy @ Go=E, on note Ug,={ FeG(E)| F @ Go=E },

s.t. S.t.

$¥F,.6, Uapplication de Ug, dans L(Fy, Go) (F = (g p | Fo)) (01 7,k st 1a projection
sur Gq parallélement & F) et Cy, g,, le triplet (Ug,, ¢¢, 6,, L(Fo, Go)).

B.1.2. ProposiTION. — Pour tout (Fy, Go) € G(E)? vérifiant Fy @ G = E, OF,.G, €St
S.t.

une bijection de Ug, sur L(Fy, Go). Et & = { ¢gy.6,| Fo ® Go = E } forme un atlas ana-
lytique sur G(E). s

Pour démontrer cette proposition on utilise la remarque suivante :siue L(E) et || u|| < 1
alors Id —u se développe en série entiére.

B.1.3. REMARQUE. — Soient (Fy, Go) € G(E)? vérifiant F, @ G, = E. Alors tout F
s.t.

de Ug, est isomorphe & Fo((7ry 60 | F) € Isom (F, Fo) d’inverse (7y)6,) | Fo) € Isom (Fy, F)).
Ce qui montre par exemple que G,(E) et G*(E) sont a la fois ouverts et fermés pour tout n.

B.2.1. ProposiTioN. - Soient (F, G) e G(E)? et (F,), - une suite d’éléments de G(E)
qui vérifient F @ G = E et F, ® G = E pour tout n > 0. Alors (F,),», converge vers F

S.t. S.i.
si et seulement si Hm || nyp | Fall = 0.
n—=+oc

Cette proposition est simple et donne une caractéristique plus pratique de la convergence
des suites dans G(E).

B.2.2. REMARQUE. — Soient Eune.v.n, Funs.e. v.de dimension finie,et Guns.e. v.
fermé de E qui vérifient F @ G = E. Alors la somme est topologique et

I T(F||G) | = — 1l TGI|F) I =

d(Sy, G) 4(Se, F)

On peut interpréter la norme d’un projecteur comme l'inverse d’'une mesure angulaire
entre son noyau et son image.

B.2.3. ProposITION. — Soient E un espace de Banach, F, des s. e. v. de dimension
finie d, et (7, . . ., v}) une base de F,. Si pour tout i, (v]),5 o converge vers wy, et si (wy, . . ., Wa)
est un systéme libre, alors (F,),» o converge dans G(E) vers F = Rw; ® ... @ Rw,.
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Cette proposition est intuitive mais n’est pas si facile 4 démontrer A partir de la définition
générale.

B.3.1. ProposiTioN. — Soit E un espace de Banach. Alors les applications

{ L(E) x G(E) —» R* } { L(E) x G(E) - R* }
(T,F) » [IT|F|| (T,F) = p(T|F)

et

{L(E) x GE)\{E} —» R* } o

sont continues .
(T,F) — inf{|| T.v|| JveF et |lv||=1}

B.3.2. PrROPOSITION. — Soient E un espace de Banach et P(E) = { pe L(E)|p> = 1d }.
P(E) » G(E)

} est continue.
p — kerp

Alors P(E) est une partie fermée de L(E) et I'application {

Démonstration . — Si pe P(E) on notera q = Id — p e P(E). Soient p, € P(E) et 'ouvert
={pePE)|llq.poll <1 et |pgoll <1}, et montrons que, pour tout p e wo,

kerp @ Im py = E et que I'application (pew — (n(,m,,o“ke,,,, | ker po) € G(E)) est continue.
Dune part ker p n Im pg = {0} pour tout p € w, car si ppo(w) = 0 pour un certain we E,
qp - o(w) = po(w), et alors [ qpo || 1| po(W) | = | po(w) || et po(w) = 0. D’autre part, si on pose
n=[Ild — q.po] '.p alors Imn < Im p, et Im(Id — ) < ker p, car si w = n(v), alors

(Id — g po)(w) = p(v), qo(w)+ppo(w)=p(v), 490o(W) =0, 4o(W) = pgoqo(w), et comme || pgo || < 1,
nécessairement, go(w) = 0, p(w) = p(v). Ce qui montre en méme temps que

(Tam ol xer py | KET po) = [1d — qpo) "o (plker po).

B.3.3. PropoSITION. — Soient E; et E, deux espaces de Banach et n: E; — E,
une application linéaire continue surjective. Appelons ® = { Fe G*(E,)|kernz < F}
(ou G*(E;) est 'ensemble des sous-espaces fermés de E, de codimension finie), alors
{ @ - G*(E,)

} est une application continue injective.
F - =n(F)

Démonstration. — Soient Fe @ et Gye G(E,) tels que F ® Gy=E;, alors #n(F) ® n(Gy)=E,
s.t.

(car si n(x) = n(y) avec xeF et ye G, x—yekern =« F, ye Fn G, y=0). Puisque F est
fermé, que [n(F)]° = n[F°], et que = est une application ouverte, n(F) est aussi fermé.
Ce qui montre n(F) (—B 7(Go)=E; et donc n(Ug,) < Uy, Grace au lemme suivant, il
existe une constante M > 0 telle que B, = n(M.Bg,). Pour tout w de n(Fy) de norme 1,
il existe v de Fo de norme au plus M tel que Z(Go)inry - W = 7 © Tg|iry- v €t donc

Il TGty | T(Fo) [| < M. || g)ip | Fo ll

ce qui termine la démonstration de la continuité de r.

B.3.4. LemME. — Soient E, F deux espaces de Banach, et = : E — F une applica-
tion linéaire surjective continue. Alors il existe une constante M > O telle que By = n(M.Bg).

B.4.1. DEFNITION. — Soient E un e. v. n. de dimension finie d, et & = (ey, .. ., €4)
d vecteurs de norme 1 de E. On dit que ¢ est une base de Auerbach si ¢ vérifie 'une des
deux conditions équivalentes :

1) Vie Nyd(e;, vect (e;] j # i) =1
2) YieNy|jef] =1

ol Vect (.)désigneles. e. v.engendré par (.} et ot (e}, . . ., ef)estla base dualede (e, . . ., e,).
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B.4.2. ProrosiTioN. — Toute. v. n. de dimension finie posséde une base de Auerbach.

Démonstration. — Soient A:E? —» R une forme d-linéaire alternée non nulle sur E,
et S la sphére unité de E. Comme S? est une partie compacte de E?, il existe (e, ., e;) de
norme 1 tel que Afey,...,e) =sup {A(xy,...,xs)|x;€S}. On remarque alors que

e?‘=A(el’~"sei—11~-~5ei+1;--"ed)/A(eli""ed) etque “ei“*=1'

B.4.3. LEeMME. — Soit E un e. v. n. Alors pour tout s. e. v. de F de dimension d de E,
il existe un supplémentaire topologique G de F tel que || gyl < d.

Démonstration. — 11 existe une base de Auerbach d’aprés B.4.2 (e,, ...,e;) de F. On
prolonge alors d’aprés Hahn-Banach les formes linéaires (¥, ..., e¥) de F* sur E sans

d

changer la norme. Le sous-espace G =mker el convient car n) gy = 2 e¥(\e;.

i=1 i=1

B.4.4. ProrosiTioN. — Soit E un espace de Banach et X un espace métrique com-
pact. .
X - G(E) . L X - G(E) ,
1) Si est continue, alors il existe continue telle que
x — F, . x = G,

F, ® G, = E (¥xeX).
;)LSi de plus dim F, = d (Vx € X), on peut imposer || 7 gl < d + 1 (VxeX).
Démonstration. — 1) Pour tout x € X, il existe H, € G(E) tel que F, @ H, = E. On note
U, = {FeG(B)| Fsel-) H,=E} et Q,={yeX|F,eU,}. Puisques.‘)‘( est compact, il

existe xy, ..., x, tels que X =U Q,,. Soit (¢;); <i<, une partition de I'unité adaptée
i=1 "
au recouvrement (Qy,, ..., Q). Pour tout xeX posons L, = Zdz(x) T(H,lFy L

i=1

qu(x) TF||H.y Alors L, + M, =1d, M2 = M,, Im M, = F,, lapplication

X G(E) . . .. .
est continue. En utilisant la proposition B.3.2 on en déduit que
x — M,
X — G(E) . .
est continue ou G, = ker M,.
x — G,

2) La démonstration est identique, mais on choisit H, de sorte que || g n,y |l < d et
Pouvert Q, = { yeX|Fye U, et | ag uyll <d + 1}
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