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ABSTRACT: Let M be a compact d-dimensional manifold, te ]0,1[ and ¢.M---)M a ~ 1,t diffeomorphism 

preserving a Lebesgue measure m. If we define hm(a,x,¢) the a-entropy of  ¢ and lil(X) -> li2(x) > ... > 

lid(X) the Lyapunov exponents of the tangent mapT¢, then for m-almost every x: 
d 

hm((Z,x,~) ) = ~ [lii(x)+(~] + (V 0 -< O~ -< - lid(X)), 
i=l  

hm(a,x,¢) = ad  ('q o~ > - lid(X)). 

Rr.strvm: Soient M une vari6t6 compacte de dimension finie d, te ]0,1[ et #:M--->M un ~ 1,t diffdomorphisme 

pr6servant une mesure de Lebesgue m. Si hm(a,x,@) d6signe l 'a-entropie de O et lil(X) > li2(x) > ... > 

Pd(X), les exposants de Lyapunov de l'application tangenteTO, alors pour m-presque tout x: 
d 

hm(a,x,~ ) = ~ [lii(x)+0c] + (V 0 <- cc <_ - lid(X)), 
i=l  

hm(a,x,~?) = ad  (V {x > - lid(X)). 

PLAN: I. Notations et 6nonc6 du r6sultat principal 
I. 1. Rappel de la th6orie d'Oseledec 
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11.1. Cas a > --pa(x) 
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REMEaCmMENT: Je voudrais remercier le rapporteur pour l'attention qu'il a apport6e ~t cet article, pour ses 
commentaires pr6cis et les am61iorations d6taill6es qu'il m'a demand6 d'y inclure. 

I. Notations et 6nonc6 du r6sultat principal 

Dans tout ce qui suit, M d6signe une vari6t6 compacte riemannienne de dimension d, m une mesure de 

Lebesgue ( cf. [Di], p. 158 ) de masse totale 6gale ~t 1 d6f'mie sur les bor61iens ~ de M, ¢:M--->M un E 1,t 

diff6omorphisme pr6servant ta mesure m, c'est ~ dire un diff6omorphisme E 1 de diff6rentielle T¢ HSlder 

d'exposant te  ]0,1[ v6rifiant la propri6t6: 

m(¢-103)) = m(B) (V Be  ~ ) .  

M sera muni de la distance gdoddsique d(x,y) et on appellera B(x,e) la boule de centre x et de rayon e 
pour cette distance. 
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1.1 Rappel de la thdorie d'Oseledec ([Osl,[Ru],[Lel) 

En chaque point xE M, r image par l 'application tangente Tx~ n de la boule unit6 Bx(0,1) de TxM est 

un ellipsoide dont  les axes principaux ont  pour longeur Znl(x)  -> zn2(x) >... > Znd(x). Le th6or~me de 
Kingman ([Ki], th6or~me 1.4) appliqu6 ~t la suite sous additive de fonctions 

k 
fn(x) = log II AkTx~)n tl = E log xn(x), 

i = l  

fm+n (x) - fro(x) + fn o ¢m(x), 

( o5 A k d6signe le produit tensoriel k fois, [Sc]) donne rexistence pour presque tout x de la limSte 

lira n 1-- log Z~(x)=  gi(x) (V i =  1,2,...,d), 
n - - )  o~ 

oCa gl(X) _> g2(x) > ... >_ tXd(X ) est la suite des exposants de Lyapunov de ~ au point x. Comme ~ et ¢-1 sont 

de classe ~ 1 sur M compacte, les exposants gi(x) sont des r6els finis: 

- sup log II Tx~'lll _< tad(x) < gl(X) < sup log II Tx¢ll, 
xe M xe M 

11Tx¢.V II 
(on notera II Tx~ II = sup - -  Tx~ n = Tx(~ n) et II T@ n II = sup II Tx@ n II (V n e 7. )). 

v ~ o  Ilvll ' xeM 

Soient r = r(x) le nombre d'exposants de Lyapunov distincts, (%l(X) > ... > )~r(X)) la suite de ces 

exposants distincts et di(x ) la multiplicitg de )~i(x) dans la suite (I.tl(X) . . . . .  lid(X)). On d6finit alors la 
filtration croissante instable 

F_~ = { v e T x M :  limsup 1 log IITx*-n.vll < -2%(x) } (V s = 1 . . . . .  r). 
II----~ + ~  

ainsi que la filtration d6croissante stable 
S F x = { w TxM : limsup 1 log tlTx0n.vll < ~,s(X) } (V s --- 1 . . . .  ,r). 

n - - ~  + ~  

Le thgor~me d'Oseledec peut s'gnoncer de la mani~re suivante: 

Th6or~me  1.1.1 [Os] Pour  presque tout x de M, pour tout s= l  ..... r 
i) TxM=F_3 x I~ Fs+l Tx¢OEs ) s - x  , = E¢(x), Tx¢(FS) = F~(x), ;Ls°O(x) = ~s (x)' 

F s \ F  s+l ii) V v e - x - - x  lim n 1- log It Tx*n.v 11 = ~s(X), 
n----) + o o  

iii) lim 1 log max (11 ~¢n(x ) If, 11Q~n(x ) II ) = 0, 
r l - - )  4-0o 

o~ F r+1 s F s+I ) parall~lement ~ F s+l - x  = { 0 } et ( P x ,  QSx ) d6signe les deux projecteurs sur E s ( resp. sur - x  
(resp. ~ ESx ). 

La troisi~me propri6t6 montre que l 'angle entre les sous espaces ( E;n(x ) , F~n(x ) ) le long de rorbite 
ne tend pas exponentiellement vite vers z6ro. On remarque de plus qu'on peut d6f'mir une d6composition en 

somme directe de TxM invariante par Tx¢ en posant GSx = E s (3 FSx , alors 
r S s 

iv) TxM = Glx t~ ... ~ G x ,  Tx~(Gx) = G~(x) , 

v) V v ~ G s lira 1 log IJ Tx~n.v II = Ls(x), 
n----~ 4-oo 

vi) lirn n 1- log II 4n(x)II  = 0, 
r l - - )  _ + ~  

oO (re I , ... ,~xr ) d6signe les projecteurs associ6s ~ la d&omposifion: T x M  = Gx 1 • .. . • G r • 
Si on appelle m l'616ment de volume eanonique associ6e ~ la m6trique r iemannienne (cf. [Sp], p. 9- 
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17), par d6fmition de m, il existe une fonction h:M---)it bor61i~nne strictement positive telle que 

re(B) =IB h dm ( V B ~  g) .  

Comme m est de masse mtale finie, h "1 est int6grable par rapport ~ me t  si on appelle malntenant Jx((p) 

le jacobien de (~ au point x, alors 

jx(,n) = El(X)...  X~(x ) _ h(x) m p.p. 
horn(x) 

ce qui montre, en appliquant le th~oreme de Birkhoff ~ h(x)/ho~(x), 
d r 
Y, Bi(x) = Y, ds(x)Xs(X) = O. 

i = l  s = l  

12 Ddfinition de l" a-entropie et rdsultat principal 

Pour tout ne  N e t  ct >_ 0 on d6finit une nouvelle distance: 

= max {d(~)k(x), ~k(y))ekC~}. 
d~(x,y) 0-<k-<n 

Une boule de centre x et de rayon rl pour cette distance d~ est de la forme 
n 

Bna(x,rl) = Bna'•(x,rl)= N (~-k(B(,k(x),rle-ka)), 
k=0 

(pour chaque (x > 0 fix6, la distance entre deux orbites de deux points quelconques de cette boule d6croit 
exponentiellement vite vers z6ro). 

On appelle c~-entropie locale de la mesure invariante m, les r6els positifs suivant: 

hm(a,x,~)) = lira limsup _ 1  logm [Bna(X,TI)], 
rl--) 0 n --. +oo 

O~ hm((X,x,dJ) = lim liminf - ~  logm [Bn(X,rl)]. 
1 ] ~ 0  n ---) +oo 

Cette d6finition d'o~-entropie g6n6ralise la notion usuelle d'entropie hm((~) correspondant au cas 

a = 0. Brin et Katok ont en effet d6montr6 l'6quivalence suivante: 

Th6or~me 1.2.1 [Br-Ka] Pour presque tout x de M, 

i) hm(0,x,l~) = hm(0,x,(~) dgf= hm(X,~)) ' 

ii) Ihm(x, 0) dm(x) = hm(~). 

Par ailleurs, Pesin [Pe] a d6montr6 darts le cas pr6cis6ment oh m 6tait une mesure de Lebesgue: 

Th6or~me 1.2.2 [Pe] Pour tout diffEomorphisme ~) de classe ~ 2  pr6servant une mesure de Lebesgue 

m t 
i = l  

Le but de cette article est de g6n6raliser cette 6galit6 (ou plut6t l'6galit6 locale) ~ l'(x-entropie. 

Th6or~me 1.2.3 Pour presque tout x~ M 

i) hm(O~,x,~) = h m((2,x,(~) = £td (V ~ > --~d(X)), 
d 

ii) hm(o~,x,~)) = hm(OLx,¢~) = Z [t.ti(x)+ (z] + (V 0 --- ct _< -I.td(X)). 
i = l  

Ces in6galit6s s'appuient beaucoup sur le fait que la dimension fractale de la mesure m est pr6cis6ment 
d (ou plus exactement 6gale ~ la dimension de Lyapunov ([Ec-Ru], chapitre 4-3)): 
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lim log m(B(x,rl)) = d m p.p. 
11 -o 0 log rl 

I1 semble probable que le thdor~me 1.2.2 reste encore vrai lorsque la dimension fractale et la 

dimension de Lyapunov coincident, m~me s i¢  n'est plus suppos6e inversible. 

I I .  D 6 m o n s t r a t i o n s  

H.1 COS a > -lid(x) 

Dans ce cas l~t, seule la mesure de la demi~re boule ¢-n(B(¢n(x),rle-na)) compte dans le calcul de 

m(Bna(Xj1)). Auparavant nous avons besoin d'6tablir le lemme suivant: 

Lemme ILl .1  Pour tout e > 0, il existe une fonction Ke: M ~ R +  mesurable telle que, pour presque tout 

x, pour tout r I > 0 et pour tout n > 0 

(Ke(x))-l rl d _< m(B(x,rl) ) < Ke(x ) rl d, 

e -he K~(x) _< Ke(~n(x)) < e +he Ke(x ). 

D~monstration Grace/i la compacit6 de M on peut trouver une constantye C > 0 telle que 

c - l r l  d < m(B(x,rl)) < C n  d (VxeM,  V'q >0).  
Comme la d6riv6e de Radon-Nikodym de m par rapport ~t rn est h (cf. [LY], lemma 4.1.2), 

lim m(B(x,~q)) - = h ( x )  m p.p.  
~ o m(B(x,rl)) 

Coil rexistence de deux fonctions positives finies 

S(x) = sup m(B(x,rl)) 11 -d < + , o m  p.p. 
~1>0 

I(x) = inf m(B(x,rl)) .ff-d > 0 m p.p. 
11>0 

Comme ~)(B(x,rl It T¢~ -I II )) ~ B(¢(x)J1) ~ ¢(B(x,rl II W¢ It-1)), 

SoO(x) < It T~ -1 lidS(x) et Ion(x) >_ II T¢ II-dI(x). 
D'apres le lemme III.8 de Marie [Ma]2 on en d&luit 

l~rn+o ° 1 log so~n(x) = lim 1 log Io~n(x) m p.p. 
n n --~ +e,o 

Le lemme II.l.1 est d6montr6 en prenant par exemple 

Ke(x) = sup {max(socn(x),I'locn(x))e-ne} 
n > 0  

CQFD 

Ddmonstration du th~or~me 1.2,3 (cos a > -lid(X)) On remarquera d'abord que ( o~-~ h m(a,x,¢)) est une 

fonction croissante en a et que pour tout x E M, a ~ 0 et rl > 0 

Bna(X 11) ~ ~-n(B(¢n(x),rle-ncg) 

et done en utilisant rinvariance de m par ¢? et le ternme II.I.1 on obtient bien h m(tX,x,tD _> ctd. 

R6ciproquement,appelons M a = {x~ M : -gd(X) < a} et montrons que: 

IMahm(a,x,~?) din(x) < (xd m(Ma). 
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On peut supposer d'abord que m(Ma) > 0 et appelons A N = { xe M a : II Tx¢ -N II < e Na }. Comme 

lim I log II Tx0 -N II = -~ l (x)  m p.p., lirn m(AN) = m(Ma). Par continuit6 de (x ~ 11Tx0 -N 11 ), 
N - o ~  N N ---~ ,,o 
on peut trouver un voisinage d'ordre TIN de A N sur lequel I1Tx~-N II < e Na, en particulier 

V xE AN V ye B(x,rlN ) II Ty(~ -N II < e aN. 

Par ailleurs, en choisissant v > t~ tel que II Tx¢-I II _< e v pour tout xeM,  

V x e A~q V y e B(x,rlN) tl Ty~ -Ntt < e Nv, 

V xe M V r I < tiN @-N(B(0N(x),rl)) C_ B(x,rlel~N(x)) 

off t~(x) = N(0~IAN(X) + VfiAN(X)) > Na.  

Plus g6n6raIement pour tout 0 _< k < n 
n n-k 

0-kN(B(0nN(x), ~q exp --i ~I ~°(~iN)) ~ B(*(n-k)N(x)' rl exp - i  ~I [~°~iN)' 

n-1 
¢-nN(B(0nN(x), ~t exp - i  ~0  ~°¢iN)) _c BNa'~)N(x,n). 

En appliquant le th6or6me de Birkhoff ~ [3 et de nouveau le lemme II . l . I  on obtient 
n-1 

hm(N(~,x,0 N) < d lim 1 i 
- __Zo 

hm(N(z,x,~) N) _< dN [ (z m(ANI ~N) + v m(h~q I ~N) ] 
oh m(. I .) d6signe la mesure condifiormelle par rapport h la tribu ~N des ensembles (~N-invariants. 

Enfin hm(OC,x,(~) = N 1- hm(NCc,x,(~ N) et par intdgration sur Ma: 

IMctKm((Z,x,~) din(x) _< dot m(AN) + dv m(M(z~N). 

On termine la d6monstrafion en faisant tendre N vers +oo. CQFD 

H.2 Nombre de recouvrement local 

Pour terminer la d6monstration du th6or~me 1.2.3, il suffit d'6tablir la proposition suivante. On 
appellera par la suite: 

d 
A((z,x) = i ~1 [0~ + I.ti(x)] + (V 0 < 0~ < -].td(X)), 

A(a,x) = a d  (V a > -t.td(X)). 

Proposition II.2.1 Pour m-presque tout x et pour tout 0 < o~ _< [3 

i) hm([~,x,~)) - hm((Z,x,(~) -< A(13,x) - A(a ,x) ,  

ii) h_ m(~,x,¢) - h m(a,x,@) -< A(~,x) - A(a ,x) .  

Ddmonstration du thdordme 1.2.3 (cas 0 _~ a _~-Pd(X)). Les th6or~mes 1.2.1 et 1.2.2 enlxainent h m(0,x,~) 

= h m ( 0 , x , ¢ ) =  A(0,x) m-p.p.. La premi&e in6galit6 de II.2.1 donne doric hm(~,x,@) < A([3,x)  

(V ~ > 0). La deuxi~me in6galit6 montre d'abord que (c~ -o hm(O~,x,¢) ) est continue sur IR +, et grace 

hm(-P-d(X),X,0) = -d~td(X) = A(-gd(X),X), elle montre que alors h_m(0Lx, ~) > A ( a , x )  pour tout 

0 < (z < -gd (X) .  CQFD 

La d6monstration de la proposition H.2.1 se d6compose en deux parties. On appelle nombre de 
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fl 
recouvrement local R~'~'(x,rl) le nombre minimum de boules Bn~(y,~/2) n6c6ssaires pour recouvrir 
Bn~(X,2T1): 

N 
Rna'~(x,rl) = inf {N : 3 Yl . . . . .  YN e M I BnCt(x,2rl) ~ L) Sn~(Yi,'q/2) }. 

i = l  
La premiere paxtie est tr~s g6n6rale. 

Lemme H.2.3 Soient (M,~)  un espace de Borel standard (cf. [Pal, chapitre, V.2.2), m une mesure de 
probabilit6, d 1, d 2 deux distances vfrifiant 

i) ((x,y) e M 2 ---> di(x,y)) est une application mesurable, 

ii) m({ x e M : m(Bi(x,rl) = 0 }) = 0 (V 1"1 > 0), 

off Bl(X,rl) et B2(x,rl) d6signent les boules associ6es et R(x,rl) le nombre minimum de boules B2(Y,rl/2) 

n6cessaires pour recouvrir Bl(X,2rl). Alors pour tout ~. ~ ]0,1[, r I > 0 

m({ x e M : m(B2(x,rl)) < )~ m(Bl(X0q) ) / R(x,'q) }) ~ 9~. 

D dmonstration 
f int6grable positive on appellera 

f~l(x) _ 1 JB f(y) m(dy). 
m(Bl(x,rl) l(x,2rl) 

Alors pour tout )~ e ]0,1[ 

(*) m({ x e M : fn(x) _< ~. f(x) } ) _< ~.. 

On peut commencer par supposer que le support de m est Met  que inf 
x e M  

f(~) = e + f(x) ), ators 

m ( { x e  M : frl(x)<~.e(x ) } ) _ < k f ~ m ( d  x) 

= ~.j f(x) m(Bt(x,rl) m(dx) 
P 

iBl(X,2rl) f(y) m(dy) 
( en utitisant ridenfit6 ~B](x,rt)(z) = IIBl(zj1)(x ) et le th6or~me de Fubini, on obtient:) 

ff m(dx)] m(dz) 
= ~. [ IBl(z,rl ) I Bl(X,2rl)f(x)f(Y)m(dy) 

ce qui montre rin6galit6 maximale (*) en remaxquant 

(V x e Bl(Z,rl) ) Bl(x,2rl) ~ Bl(Z,rl). 

On appfique maintenant cette in6galit6 h f(x) = 1 et on remarque que 
m(B2(x,rl)) 

f m(dy) 
Bl(X,2"q) m(BE(Y,rl) ) -< R(x,rl). 

On peut en effet recouvrir Bl(X,2rl) par R(x,rl) boules B2(Yi,T1/2) et de nouveau utiliser 

(V y~ BE(Yi,rl/2)) BE(Y,rl) ~ B2(Yi,rl/2). 

Nous commen~ons pax montrer une in6galit6 maximale plus g6n6rale. Pour toute fonction 

f(x) > 0 (en prenant par exemple 

CQFD 

Coroilaire II.2.4 Pour presque tout x et pour tout 0 < c~ < 13, r I >0, 

m(B~(x,rl)) 1 log R~,13(x,rl). limsup -  tog [ ] _< l s.p 
n --.) +oo n ---) ~ 
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D~monstration Fixons ~ > 0 et appelons 
, 13 = ~ <~-n~m03nCt(x,rl)) 

A n = { x¢ M : mLBn(^,,i) _ v }. 
RnCt'[3(x,rl) 

D'apr~s le lemrne pr6c6dent 11.2.2, m(An) < e-n~, et d'apres Borel-Cantelli,  presque tout x n'appartient pas 
A n ~t partir d 'un certain rang n, d'oh 

l imsup  1 log m(BnCt(x'TI)) < 

n ~ +o~ m(Bn~(X,rl) ) Rn~,[5(xj]) 
pour tout ~ > 0. CQFD 

H.3 Mdtrique de Lyapunov et c&nes invariants 

La deuxi~me partie de la d6monstration de 1/.2.1 consiste ~ majorer  R~'13(x0]) en fonction des 
exposants de Lyapunov.  Comme dans tout ce qui suit nous allons travailler autour de l 'orbite d'un point 

x~ M fix6 (g6n6dque pour m), nous commenqons par remplacer ¢ par son relev6 dans l 'espace tangent au 
moyen de l'applicafion exponentielle. 

Notations 11.3.1 Par compacit6 de M, on peut trouver des constantes c 0 > 0, C > 1 telles que 

i) exPx soit un ~°° diff6omorphisme de { W T x M :  Ilv tl < c0C } sur B(x,e0C), 

ii) max ( II Tx~) II, II Tx~)-lll lip(expx), lip(expxl)) -< C, 
x~ M 

iii) II Dvfx -Dwfx  II < C 11 v - w lit (V II v II, IIw I1 < e0),  

ofa fx = exp¢Ix ) o ~ o expx sur { v~ TxM : II v II < e 0 }, Dvf x est la diff6rentielle de fx au point v~ TxM (en 

particulier D0f x = Tx~) ). 

Pour simplifier on 6crira par la suite T x = Tx~. On construit maintenant sur chaque espace tangent une 

nouvelle m6trique (dite de Lyapunov) II. lie d6pendant mesurablement de x et d 'un param~tre c qu'on fera 

tendre 0 h la fin de la d6monstration, de mani&e que sur chaque sous espace G s, T x se comporte comme 

une homoth6tie de rapport eXs (x). On notera dans la suite (e : M--*]0,e0[) une fonction mesurable invariante 

par ~ (eoO = e m-p.p.). 

D6fini t ion II .3.2 Pour presque tout x, pour tout v = v l + . . . + v  r ~ TxM, o?a Vs¢ GSx, on pose 

II v II e = max( II v 1 II e ..... II v r lie), 

I lvs l le= r(¢~') Z e x p ( - n X s ( X ) - l n l e ( x ) )  l l ~ x v s  11. 
n~ Z 

Rappelons les propri6tfs de la m6trique de Lyapunov (cf. [Ka-St], th6orSme 2.2, p. 10): 

Proposition II .3.3 Pour  toute fonction ~-invariante  (e : M--)]0,e0[),  on peut  construire une fonction 

mesurable (Pe : M --~ ]0,eD qui v6rifie les propri6t6s suivantes: 

i) e-~(x) < p~ o ¢(x) / p~(x) < e~(X), 

ii) "V v~ TxM II v II < II v II e < II v II (pc(x)) -1, 

iii) V v~ GSx e~s -e II v II e < II Txv s t1¢ < II v II e e~'s + e, 

iv) V v ~ T x M  I l v l l e , l l w l l e < p e ( x  ) =o IlDvf x - D w f x l l e < e ( x ) ,  
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v) II Ps x II e = II Q~ II e =1. 

La c o n s t r u c t i o n  fa i t  i n t e r v e n i r  les f onc t i ons  Y. exp( -nLs(x ) - [n l2~(x)  ) IlTxnlGSxll, 
ne Z 

Y exp ( - In l  ~x)) max(ll ~ n ( x  ) 11, It Q~"(x) II), le lemme 111.8 de Marl6 [Ma] 2 et pour la premi6re fois 
n e Z  
le fait que T(~ est H61der d'exposant t e ]0,1[. 

On notera dans la suite Bx,e(v,rl) = { we TxM : II v - w  li e < 1"1 } une boule de centre v e t  de rayon °I1 
pour  cette nouvel le  m6trique dans chaque espace tangent.  Une  propri6t6 importante  des syst~mes 
hyperboliques est r invariance des c6nes par la transformation. On supposera de plus dans la suite que pour 
presque tout x de M: 

2e(x) < rain ( e~.s(X)- e(x)_ e~s+l(X) + e(x) ). 
l < s < _ r  

Propos i t ion  11.3.4 

i) 

ii) 

Pour presque tout xe  M, pour tout 0 < s < r, v,w dans Bx,e(0,pe(x)) 

si II PS x (v-w)  II e > II QS (v-w) II e alors 

II P~(x) (fx(v)-fx(W)) lie > II (~¢(x) (fx(v)-fx(W)) lie et 

II v - w  II e _< (eXs "-e - e) -1 It fx(v)-fx(W ) II e 

s (fx(v)-fx(W)) II e < II (fC(x) (fx(v)-fx(W)) lie alors si II Pc(x) 
s II QS (v-w) II e et II Px (v-w) II e < 

It fx(V)-fx(W ) II e < (e~'s+l + e+ e) II v - w  II e. 

Ddmonstration La propri6t6 iv) de la proposition II.3.3 donne 

I1 fx(v)-fx(W) - Tx(v-w ) It e < e 11 v - w  II e. 

On obtient le r6sultat en projettant cette in6galit6 sur F~ et r s+ l  e x et en utilisant 

~ / v e  ESx II Txv II e >_. eTVs - e II v II e, 

g v e F  s+l II Txv II e < e ks+l+e II v II v CQFD 

On notera enfin 29x,e,n = { VeTxM : V 0 < k < n 11 ~(v )  lie < peo~k(x) }, le domaine de validit6 
fk_n des propositions II.3.3 et II.3.4 pour la suite des transformations ( x)k = 0 off pour tout ve  d~x,e,n 

= fck-l(x ) o . . .  o f¢(x) o fx 

Bxa, e,n (v,rl) = { we29xe,n  : i1 fx(w)_fxktv).k U < r 1 e -ka  ( V 0 < k _ < n )  }. 

Coro l l a i re  11.3.5 Pour presque tout xe  M, pour  tout r te  ]0,pe[ et [~ tels que 

eXs+l + e + e _< e-~ < e~s-  e _ e. 

Si (v,w)e29x,e, n , fl QSx(v-w ) I1 e < ~ et I IP~n(x)(~(v)- -~(w))I I  e < tie -hI] alors 

It ~ ( v ) -  ~ (w)  "e < n e-kl3 (v 0 _ k_< n). 

Ddmonstration Deux cas appara~ssent suivant que ~(v)  - ~(w)  appartienne au c6ne instable ou stable: 
s S 

Ou bien II Pck(x)(~(V ) - ~(W)) II e > II Q~k(x)(~(v ) - ~ (w) )  II e alors 

, ~(v)  - ~(w)  "e -< [ ezs-  e_  E]-(n-k~, ~(v)  - ¢x(W) "e" 
s 

Ou bien II Pck(x)(~(v ) - ~ (w) )  II e -< II Q~k(x)(~(v ) - ~(w)) I I  e alors 
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II ~(v)  - ~ ( w ) I I  e < [ e xs+l +e + ~ ]k II v - w II e. CQFD 

H.4 Ddmonstration de la proposition 11.2.1 (cos 0 -< a -<-lad(X) ) 

Appelons Rxa:~n(V,TI) le nombre minimum de boules B~x,e,n(Vi,rl/2C) n6cessaires pour recouvrir 
Bxa e,n(v,2C rl/pe(x)). Alors une premiere &ape de la d6monstration de II.2.5 consiste ~ 6tablir: 

Lemme 11.4.1 Pour presque tout xE M, pour tout 0 < cz _< 

limsup limsup 1 l o g m ( B ~ ( x 3 q ) ) <  limsup limsup limsup 1 logR(xaffn)+,J~(0,rl). 
TI-O0 n-->+~ m(Bna(X,T1))  ~--->0 "q--)O n---)+~ ' '  

D~monstration Supposons d'abord et > 0 et choisissons e tel que 2e(x) < ~ m-p.p.  Alors l'in6galit6 
demand6e d6coule du corollaire 1].2.4 et de l'in6galit6 

_ R c~--e ~ , -  - < (p~(x))2/2C). R~ 'l~(x'rl) < x,e,~ tt),~> (v rl 
a-8 -1 En effet (exPx)-l(Bna(X,2rl)) c Bx,e,n(0,2Crlp~(x) ), 

et (exPx) (B~x,e,n(0,W2C)) c Bn~(x,rl/2 ). 

Dans le cas oh ct = 0, comme Pe est une fonction r6guli~rc le long des orbites (in6galit6s i) de la 

proposition IL3.3), le lemme 2 de Marl6 s'applique [Ma] I. Pour tout rl < (9e(x))2/2C, 8~]0,1[ il existe un 

bor61ien A v&ifiant re(A) > 1-6 et une partition ~n d'entropie finie telle que pour tout xe A, n > 0, 
n n 

"~n(X,rl):= ~ ¢-k(~noCk(x) )C ¢7 q-k(B(¢k(x),2rl(poCk(x))2/p~(x)). 
k=0  k=0 

Ce qui montre 

(exPx)-I (Fn(X,rl)) ~ B0,e,n(0,ZCWpe(x)) (V x e A ,  V n >_ 0). 

Le nombre minimum de bodes  Bn~(Yi,W2 ) n6cessaires pour recouvrir ~n(X,rl) est donc au plus R0x'~,n(0,rl) 

pour tout xe A et n > 0. De la m~me mani~re que pour le corollaire II.2.4 on peut d6montrer 

limsup l log m(Bn~(x'rl)) < limsup llogRO',13e,n(0,rl) (V xeA) .  
n -o +~, - fi m(~n(X,Yl) ) n ---) +~ 

Par ailleurs, en utilisant le th6or~me de Brin et Katok [Br-Ka] 

= lim lira - n  1- 1ogm(rn(X,rl)), h m(O,x,¢) = h'm(O,x,(~) n - '  o n - ~  

on obtient pour presque tout x~ M 

limsup _ 1  log m(Bn~(x,rl) ) _< h m(0,x,*) + limsup 1 log R Od] (O,rl). CQFD x,e,n 
n ---~ + o o  i1 --~ -t-oo 

Nous aurons aussi besoin du lemme suivant 616mentaire (cf. [Li-Tz], proposition Lc.3): 

L e m m e  II.4.2 Pour tout espace vectoriel norm6 de dimmension d, il existe une constante F(d) ne 

d6pendant que de la dimension d telle que, en appelant r(rl) le nombre minimum de boules de rayon r I 
n6cessaires pour recouvrir la boule unit6, on a 

r('q) < F(d) max(1,rl -d) (V r 1 > 0). 

D~monstration de la proposition H.2.1 I1 ne reste plus maintenant qu"~ majorer Rx~,n(0,rl) pour tout 

0 < cz < 13, rl~ ]0,pe[, n > 0 et 8 suffisament petit d6pendant de ct et 13. Plus g6n6ralement on cherchera 

majorer Rxa~n(W,rl) pour we '~x,e,n, ce qui permettra de supposer [3-cz petit: si ~ < [~ < T on utilisera 
l'in6galit6 suivante: 
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W E ~ X , E , N  

Premier cas: - g d ( × )  = -~.r(X) ~ ~ < 13. F i x o n s  w~ ~ x,e,n" On c o m m e n c e  pa r  r ecouv r i r  

B~n(x),e(~(w),2CTle-nCt/pe(x)) par  des boules Bc?(x),E(wi,'fle-n[3/4C ), i = 1,2 . . . . .  N avec 

r rle"n~/4C ,,-d 

N < 1-'(d)1,2Crle_na/pe(x)) . 

Quitte ~ doubler  le rayon de ces boules, on peut trouver (v 1 . . . . .  VN)e '~x,e,n tels que 
N 

~(Bxa, c,n(w,2CTl/p¢(x)) ~ kJ B~n(x),e(~(vi),rle-nl3/2C). 
i = l  

Mais  si v~ Bxa, e,n(X,2Crl/pe(x)) 

II ~ ( v )  - ~ ( v i )  It e < rle-nl]/2C, 
COlTl l r le  

II ~ - k ( v  ) _ ~-k(v i )  ii e < [e).r-e_ e l_  k rle_nl3/2C" 

En supposant maintenant ~ suffisament petit: e ~'r- e_ e > E-~,on obtient donc 

w B ~ (v i rl/2C) , Rxai~. (w,rl) < F(d)  p ~ ( x )  e--n(a~)d 
x,e,n ' , .. (8C)_ d ' 

l imsup n 1- log sup R a'13 (w,rl) _< (a-13)d = A(13,x)-A(0qx).  
II - - )  +o~ W xc%n 

Deuxidme c a s . - ~ . s  < (x < 13 - < - ~ ' s + l ,  Y~]°~,13[ et  w e  ,Dx,E, n. On r e c o u v r e  de  nouveau  

V~n(x)[B,n(x),e(~(w),2Crle-nCt/pe(x))] pa r  des  boules  B~)n(x),e(bj,rle-nl3/4C), bj~ s = ECn(x ), j 1 . . . . .  N 
a v e c  

(2Crle-nalpe(x) ]as 
N < F(as) \ ~ / 

off 8 s = d l+ . ,  .+d s = dim(ES). 

Puis on recouvre  QSx[Bx,e(w,2Crl/pe(x))] par  des boules Bx,e(ai,Tle-n(~-7)/4C) , ai~ - x  Fs+l,  i = 1 . . . . .  M 
avec 

( 2 C r l / p e ( x )  ] d - S s  
M _< F(d~3s) hqe_.n(l~_W4C. . 

On choisit  pour chaque (i,j) un vecteur vi, j ~ '~xx,n tel que: 

Ii (~x(Vij - ai) IIE < rle-n(~ -~/)/4C et  11P~n(x)(~(vi,j) - bj ) II e < Tle-nl3/4C. 

Si maintenant e est tel que 

e ~ . s + l + e + e  < e-Y < e ~ s - e - E ,  

en appliquant le pr incipe d ' invariance des c6nes (corollaire II.3.5), pour tout v e  Bxae,n(w,2CT]/pe(x)) on 
peut trouver deux indices i d tels que 

II @x(V - v i j )  II e < r l e - n ( ~  ' ) /2C et II P~n(x)(~(v ) - ~ ( v i j ) )  II e < t ie  -n(l~-r) e - n r / 2 C  
et donc 

II ~ (v )  - ~(vi , i)  II e < rle-n(l~-Y) e - k ; ' / 2 C  < ~qe-k~/2C, 
ce qui montre: 

8C d en(~-C~s + n(~-7)(d-Ss) ' R~ie~,n(W,'rl) _< MN = r(a~)r(d--as) (pdx)) 
l imsup 1 log sup RxU~n (w,l]) < A ( ~ , x ) - A ( a , x )  + ([~--V)--(d-Ss). 
n __) ,+.oo w 

I1 reste h faire tendre 11 vers O, ~ vers 0 et T vers ~. CQFD 
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