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ABSTRACT: Let M be a compact d-dimensional manifold, te 10,1[ and ¢$. MM a G Lt diffeomorphism
preserving a Lebesgue measure m. If we define h,,(a,x,0) the c-entropy of ¢ and p14(x) 2 Py(x) 2 ... 2

K4(x) the Lyapunov exponents of the tangent mapT¢, then for m-almost every x:
d
hp(a,x,9) = ,21 [uiG+al* (VO<a<-py(x)),
1=

hm(ayx’q)) =od (V o2- Pld(x))

RESUME: Soient M une variété compacte de dimension finie d, te 10,1{ et :M>Mun © Lt difféomorphisme
préservant une mesure de Lebesgue m. Si h, (,x,¢) désigne I'a-entropie de ¢ et 1 (X) 2 Py(x) 2 ... 2
14(x), les exposants de Lyapunov de l'application tangenteT¢, alors pour m-presque tout x:

d
h(ox,0) = _Zl meo+al*  (VO<a<-pgx),
i=
hm(a.x,9) = od vV o 2 - pa(x)).
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I. Notations et énoncé du résultat principal

Dans tout ce qui suit, M désigne une variété compacte riemannienne de dimension d, m une mesure de
Lebesgue ( cf. [Dil, p. 158 ) de masse totale égale A 1 définie sur les boréliens % de M, $:M—M un G+t
difféomorphisme préservant la mesure m, c'est A dire un difféomorphisme 51 de différentielle T Holder
d'exposant te ]0,1{ vérifiant la propriété:

m(¢!(B)) =m(B) (v BeB).

M sera muni de la distance géodésique d(x,y) et on appellera B{x,€) la boule de centre x et de rayon €

pour cette distance.
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1.1 Rappel de la théorie d'Oseledec ([Os],[Ru],[Le])

En chaque point xe M, l'image par l'application tangente qu>n de la boule unité B,(0,1) de T, M est
un ellipsoide dont les axes principaux ont pour longeur X*(x) 2 ¥"»(x) 2... 2 ¥"3(x). Le théoréme de
Kingman ({Ki], théoréme 1.4) appliqué  la suite sous additive de fonctions

k
£,(x)=log H AKT,0" lI= 3. log xJ'x).

i=1
fen 0 S () + {0 97(x),
(ol AX désigne le produit tensoriel k fois, [Sc]) donne l'existence pour presque tout x de la limite
[lim Liog xPe0 = pitx) (v i=12,...d),

ol [y(x) 2 1y(x) 2 ... 2 P y(x) est la suite des exposants de Lyapunov de ¢ au point x. Comme ¢ et ¢~ sont
de classe Bl surM compacte, les exposants p,(x) sont des réels finis:

- sup log I Txd Il < pg(x) < P < sup log Il Tol,

xeM xeM
(onnotera Il Ty¢ Il = sup ﬂw , T 0" =Ty (") et ITY" = sup I qu)" I (vVne Z)).
v#0 xeM
Soient r = 1(x) le nombre d'exposants de Lyapunov distincts, (A;(x) > ... > A(x)) la suite de ces
exposants distincts et d;(x) la multiplicité de A;(x) dans la suite (j1,(x), ... L 4(x)). On définit alors la
filtration croissante instable

S .
= 11
E; = { veTM limsup

=]

log ITxd il € Agx)} (Vs=1,...0.
ainsi que la filtration décroissante stable
F; = { ve TuM : limsup Liogimye™vil € A0} (Vs=1,....0.

Le théoréme d'Oseledec peut s'énoncer de la maniére suivante:

Théoréme L.1.1 [Os] Pour presque tout x de M, pour tout s=1,...,r
i) TM=E} @ Fy', T,0(8) = E}y)  T,0FS) = Fir) . A00(6) = A(x),
)  VveF\E lm LloghTe"vi = A,
n— 400
iii im 1 logmax (I1PSn 11,11 )=0,
‘ rrgw B F (I Pgny 1 1l Qg 1)

ob F;*I = {O}et( Pi s Qi ) désigne les deux projecteurs sur Ei ( resp. sur Fi“ ) parali¢lement & Fffl
(resp. 2 E ).

La troisi¢éme propriété montre que l'angle entre les sous espaces ( Eﬁ,\“(x) s F;“(x) ) le long de l'orbite
ne tend pas exponentiellement vite vers zéro. On remarque de plus qu'on peut définir une décomposition en
somme directe de T,M invariante par T,¢ en posant G$ =E$ M FS , alors

i) TM=G.®..8 G, TeG)=C

o)’
v)  VveG)  lm LloglTy"vil=x),
n— too
vi lim L logllnga., =0,
) Im g loglimgng
oll (1\:,1( , ... Ty ) désigne les projecteurs associés 2 la décomposition: TyM = G,l( 8. ®G,.

Si on appelle m 1'élément de volume canonique associée 4 la métrique riemannienne (cf. [Sp], p. 9-
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17), par définition de m, il existe une fonction h:M—RR borélienne strictement positive telle que
m(B) = ) h dm (VBe B).
Comme m est de masse totale finie, h! est intégrable par rapport 2 m et si on appelle maintenant J, ()

le jacobien de ¢ au point x, alors
h
LM =709 ... %300 =& mpp,
ho¢y (x)
ce qui montre, en appliquant le théoréme de Birkhoff & h(x)/ho(x),
d I
, 21 Hi() = ¥ ds(®As(x) = 0.
i=

s=1

12 Définition de I'a-entropie et résultat principal

Pour tout ne N et a2 0 on définit une nouvelle distance:

dheey) = | max {d6*®) , 0" (y)eke).

<k<n
Une boule de centre x et de rayon 1} pour cette distance dg est de la forme

n
Bae) = BR) = 0 97 B k),
k=

(pour chaque o > 0 fix¢, la distance entre deux orbites de deux points quelconques de cette boule décroit
exponentiellement vite vers zéro),

On appelle a-entropie locale de la mesure invariante m, les réels positifs suivant:
hm(o,x,0) = lim  limsup —% log m [BJ(x,m)],
n n -3 400

-0
- . .. _ l o
hp(ox,4) 'nhino Jliminf  ~ - log m [B (x,)].

Cette définition d'a-entropie généralise la notion usuelle d'entropie h(¢) correspondant au cas

o = 0. Brin et Katok ont en effet démontré I'équivalence suivante:

Théoréme L2.1 [Br-Ka] Pour presque tout x de M,
D BmOx0) =h,0x0) 2 h_(x0),
i Jhy0) dmeo) = b (@),

Par ailleurs, Pesin [Pe] a démontré dans le cas précisément ol m était une mesure de Lebesgue:
Théoréme 1.2.2 [Pe] Pour tout difféomorphisme ¢ de classe B2 préservant une mesure de Lebesgue
d
m, by =] $ K 00) dm(x).
i=1
Le but de cette article est de généraliser cette égalité (ou plutdt I'égalité locale) & I'o-entropie.

Théoréme 1.2.3 Pour presque tout xeé M
D hm(ox,0) =h(0x.0) = ad ¥ @ 2 —14(x)),
i) hm(ex,0) = hyp(0,x,0) = ﬁi] [HiG)+ o (V0 < a<—g(x)).
i=1

Ces inégalités s'appuient beaucoup sur le fait que la dimension fractale de la mesure m est précisément
d (ou plus exactement égale & la dimension de Lyapunov ([Ec-Ru}, chapitre 4-3)):
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log m(B(x,n)) -

n—>0  logm o
11 semble probable que le théoréme 1.2.2 reste encore vrai lorsque la dimension fractale et la

dimension de Lyapunov coincident, méme si ¢ n'est plus supposée inversible.

d mpp

II. Démonstrations

1.1 Cas o>~ {x)

Dans ce cas 1, seule la mesure de la dernitre boule ¢~*(B(¢"(x),ne™"%)) compte dans le calcul de
m(Bg(x,n)) . Auparavant nous avons besoin d'établir le lemme suivant:

Lemme IL1.1 Pour tout & > 0, il existe une fonction K;: M— R, mesurable telle que, pour presque tout
X, pour tout1} > O et pourtoutn 20

(Ke0) ' n? < m(Bxn) < K1l

e K () < K($"(x) < e Ke(x).

Démonstration Grice A la compacité de M on peut trouver une constantye C > 0 telle que
Clnd < m(BxM) < Cnd (V xeM, V1 >0).

Comme la dérivée de Radon-Nikodym de m par rapport & m est h (cf. [LY], lemma 4.1.2),
m(B(x,
M = h(x) m p.p.

n—-0 m(B(x,n)
d'olr I'existence de deux fonctions positives finies
S = sup mBEM) MY <+ mpp.

1>0
I(x) =nix;f0 mBE)NY >0 mpp.
Comme oBENITY L)) 2BOX)M 2 ¢B&EITEID),

Sod(x) < NTY119S(x) et Top(x) 2 i TP 14 I(x).
D'apres le lemme I8 de Mafié [Ma], on en déduit

im L logSopx) = Hm 1 logleo"x) m pp.
n =) +oo 1 = 400
Le lemme I1.1.1 est démontré en prenant par exemple
Ke() = sup - {max($00" (0.1 Tof"(x))er 1) COFD
n2

Démonstration du théoréme 1.2.3 (cas a > —p1,{x}) On remarquera d'abord que (a—h m(a,x,¢)) est une
fonction croissante en o et que pour tout xe M, 0 20¢tn >0

Bx ™) < ¢7'(B@"()men)
et donc en utilisant Iinvariance de m par ¢ et le lemme I1.1.1 on obtient bien h (0, x,¢) 2 ad.
Réciproquement,appelons M = {xe M : -4(x) < &} et montrons que:

fMaE m(ex,0) dm(x) £ od m(My).
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On peut supposer d'abord que m(M) > 0 et appelons Ay = { xe M, : i Tx¢‘N Il <eN®}, Comme

tm L logl Teo Il =

N oo
on peut trouver un voisinage d'ordre Ny de Ay sur lequel Il T,¢N 1| < eNO, en particulier

VxeAn VyeBxmy) I Tyd " Il <eoN,
Par ailleurs, en choisissant v 2 o tel que 1} qur‘ Il <eY pour tout xe M,
Vxe AR Vye Bixny IToNI< eV,
VxeM Vn<n, 67 (@O M) < Boneot"0o)
ol B(x) = N{at AN(X) +vi A;{(x)) z No.

Plus généralement pour tout 0 £k <n

-H#4(x) m p.p., Nlim m(AN) = m(Mq). Par continuité de (x — | T,¢~N 11,
e ad

n-k

@ Neo.mexp-Z pog™),

n .
6N BO™ ), 1 exp -z Boo™) < B(o

-1 . N
o BE 0. nexp- T poo™) < BY*H (xm).

En appliquant le théoréme de Birkhoff 2 B et de nouveau le lemme I1.1.1 on obtent

n-1 .
BnNax,™) < d m L T Bop™,
n-—3o0 i=0

Am(Nayx 0™ < dN [ o m(An | 9x) +v m(Ag [ 90)]
otm(.|) désigne la mesure conditionnelle par rapport 2 la tribu 9, des ensembles ¢Noinvariants.
Enfin Hm(a,x,q)) = # Hm(N(x,x,q)N) et par intégration sur M;:

fMaHm(a,x,q)) dm(x) < dom(An) + dv mMQ\AR).
On termine la démonstration en faisant tendre N vers 4o, COFD

11.2 Nombre de recouvrement local

Pour terminer la démonstration du théoréme 1.2.3, il suffit d'établir la proposition snivante. On
appellera par la suite:
d
Aox)y = 21 [o+ ] (YO<SasH(x),
L3
Alox) = ad (¥ a2 H14(x)).

Proposition IL2.1 Pour m-presque tout x et pour tout 0 < 0 < B
i) Hm(B»X)‘b) - Hm(a,X,q)) S A(B,X) - A(a,x),
il) h m(B,X,Q)) - h m(a»x7¢) < A(BJ() - A(a’x)-

Démonstration du théoréme 123 (cas0 s a < ~pAx)). Les théorémes 1.2.1 et 1.2.2 entrainent b m(0.X,9)
= hm(0,x,0) = A(0,x) m-p.p.. La premidre inégalité de I1.2.1 donne donc h m(B,x,0) < A(B,x)
(¥ B 2 0). La deuxi®éme inégalité montre d'abord que (o — b, (o.x,9)) est continue sur R+, et grice 2
by (FRg(x),%,0) = ~dp(x) = A(-4(x),x), elle montre que alors h., (o,x,9) 2 A(a,x) pour tout
0 <o < —py(x). CQFD

La démonstration de la proposition 11.2.1 se décompose en deux parties. On appelle nombre de
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recouvrement local R%® B(x,'n) le nombre minimum de boules Bﬂ(y,nIZ) nécéssaires pour recouvrir
BY(x,2n):

N
ROBxm) =inf {(N: 3y, ..., yne M | BIx2m) ¢ U BPym2) ).
i=1
La premiére partie est trés générale.

Lemme 11.2.3 Soient (M,B) un espace de Borel standard (cf. [Pa], chapitre, V.2.2), m une mesure de
probabilité, dy, d, deux distances vérifiant
i) (xy) e M2 d;(x,y)) est une application mesurable,
i m{xeM:m@BEn=0})=0 (Fn>0),
ol By(x,1m) et Bo(x,1) désignent les boules associées et R(x,1) le nombre minimum de boules B,(y,1/2)
nécessaires pour recouvrir B(x,2n). Alors pour tout A € 0,1[,n >0
m({ x € M: mBy(x,n)) <A mB;(x, M) /REN) }) SA.

Démonstration Nous commengons par montrer une inégalité maximale plus générale. Pour toute fonction
f intégrable positive on appellera

_ 1
0 = gk N oy 1) @)

Alors pour tout A € 10,1[
* m({xeM:fn(x)Slf(x)}) <A
On peut commencer par supposer que le support de m est M et que mi;vI f(x) > 0O (en prenant par exemple
xe
) = ¢ + f(x) ), alors
m{{xe M:f (x)<lf(x)})<ljf()m(dx)
Y 0 m(Bi(x,m) m(dx)
] B, 2 1) MY
( en utilisant l'identité ﬂBl (m)(z) = ﬂB1 (Z’m(x) et le théoréme de Fubini, on obtient:)

= xj [ f fx) m(dx) | m(dz)
PG j f(y) m(dy)
Bi(x,2n)
ce qui montre ['inégalité maximale (*) en remarquant
(Vxe Bi(zn)) By(x.2n) 2 Byzm.
On applique maintenant cette inégalité 3 f(x) =—-—L et on remarque que
ppliq g ) m(Bae) que q
j m(dy)
Bix2) m(By(ym)) < R
On peut en effet recouvrir B(x,2n) par R(x,n) boules B,(y;,n/2) et de nouveau utiliser
(V yeBy(y;;1/2)) B,(y,n) 2 By(y;n/2). CQFD

Corollaire 11.2.4 Pour presque tout x et pour tout 0 <a <B,n >0,

limsup - —I og [ m(B (x:n) ] < lim sup %Iog Rg"ﬁ(x,n).

1 = 4o (Xgﬂ)) n—y 400
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Démonstration Fixons { > 0 et appelons
Ay = xeM: mBPxn) < e mBalx1)

R*Pxn)
D'apres le lemme précédent 11.2.2, m(A,) < e‘“C et d'apres Borel Cantelli, presque tout x n'appartient pas
a A, & partir d'un certain rang n, d'od

}-

i 1 m(BJ(x,n))
msup & log

n— o0 m@Bxn) R%Bxn)
pour tout £ > 0. CQFD

¢

I1.3 Mérrique de Lyapunov et cénes invariants

La deuxi®me partic de la démonstration de I1.2.1 consiste 2 majorer Rg"ﬁ {x,11) en fonction des
exposants de Lyapunov. Comme dans tout ce qui suit nous allons travailler autour de l'orbite d'un point

xeM fixé (générique pour m), nous commengons par remplacer ¢ par son relevé dans 'espace tangent au
moyen de I'application exponentielle.

Notations I1.3.1 Par compacité de M, on peut trouver des constantes £y >0, C2 1 telles que
1) exp, soit un G difféomorphisme de { ve TM:livii<eyC } sur B(x,gsC),
i) max (1T, 1 Tx¢™ 1, lip(expy) , lip(expzl)) < C
X€E
i) M D‘,fx—DWfx HECliv—wilt (v ilvilLiiwli< £5)s
ouf, = cxp;éx) odoexpyx sur { ve T,M:llvil<g;}, Df, estladifférentielle de f, au point ve T,M (en
particulier Dyf, = T, ¢).

Pour simplifier on écrira par la suite T, = T,¢. On construit maintenant sur chaque espace tangent une

nouvelle métrique (dite de Lyapunov) Il . Ily dépendant mesurablement de x et d'un paramétre € qu'on fera
tendre 0 2 la fin de la démonstration, de maniére que sur chaque sous espace G§, T, se comporte comme

une homothétie de rapport e S(x) On notera dans la suite (¢ : M—]0,g([) une fonction mesurable invariante
par ¢ (€0 = € m-p.p.).
Définition I1.3.2 Pour presque tout X, pour tout v = v +...+v, € T,M, ol ve G3, on pose

v il = max(1l vy lg,...ll v, lle)

vl —fr_(ﬁ E exp(-n A(x) —|nfe(x)) 1T ll.

Rappelons les propriétés de la métrique de Lyapunov {(cf. [Ka-St], théorgme 2.2, p. 10):

Propaosition I1.3.3 Pour toute fonction ¢-invariante (€ : M—]0,g4[), on peut construire une fonction
mesurable (p, : M — 10,]) qui vérifie les propriétés suivantes:
) et < o(x)/ pe(x) < eEW),

i)y VveTM v i<y ilg Iy I (pex))L,
i) VveGi NV Il STyl S v Il st 2,

v) VveTM v il Il w i, S p(x) = IID,f, —Df, ll, <e(),
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v) IR =1Q5 0, =1.

La construction fait intervenir les fonctions X exp(-nls(x)~ln|—§(x)) IFTRiGE I,

ZZ exp(—|n| -%(x)) max(ll Pﬁ,n(x) I, Qf;,n(x) II), le lemme I11.8 de Mafié [Ma], et pour la premiére fois

ne
le fait que T¢ est Holder d'exposantte 0,11
On notera dans la suite B, .(vn) = { we T,M : ll v-w i, <n} une boule de centre v et de rayon 1

pour cette nouvelle métrique dans chaque espace tangent. Une propriété importante des systémes
hyperboliques est I'invariance des cones par la transformation. On supposera de plus dans la suite que pour
presque tout x de M:

( e2.s(x) -e(x) cls +130 + ()

2e(x) < min ).
1sssr
Proposition I1.3.4 Pour presque tout xe M, pour tout 0 <s <r, v,w dans B, .(0,p.(x))
o osiil P (v-will, 2 Il Qx (v-w) ll; alors
P00 e (W)) tle 2 1 Q%,m W) g et
lv-wll, < (@5 g) 1IN, (V)£ (W)
B si Py (M- (W) lly < 1l Qo (£, (W) Il alors
IPS (v-w) Il < 1Q5 (v=w) Il et
£ (V)£ (W) Il < (541 S g) lv-w Il

Démonstration  La propriété iv) de la proposition I1.3.3 donne
(VI (W) = T, (v—w) llg S & Il v—w Il
On obtient le résultat en projettant cette inégalité sur ES et F5*! et en utilisant

V veES IT VI, 2 HACiy I
V veF§H! Il < elsti*Eivil,. CQFD
On notera enfin & Xen= {ve TM:VO0<k<n H ft(v) Il < p€o¢k(x) }, le domaine de validité

des propositions I1.3.3 et 11.3.4 pour la suite des transformations (f§)§ —gOupourtoutve d, .
f:f = fq)knl(x .0 f¢(x) o f
BY n v = { we Oy, HE W) K@) Il < ne*® (VO<ksn)}.

Corollaire IL3.5 Pour presque tout xe M, pour tout Nje J0.p L et B tels que

e}“8+1+€+e <eb < e)‘s_e—e.
Si (vwWe By o s NQV-W)llg <M et 11 Piag () — (W) ll, < ne ™ alors

150 - 5wy, <me X (vOosk<n).
Démonstration Deux cas apparaissent suivant que fk(v) fk(w) appartienne au cone instable ou stable:
Oubien Il Py, (£5(v) ~ fRw) Il 2 | Q¢k(x)(fk(v) ) 1, alors

5w — EEw) Il < [ XS el @1 () - 3w) I,
Oubien IIB gk (£5(V) = 5(W)) lly < 1l Qs (B5) — W) 1l allors
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) ~fEw) ll, < [ebert Ere ¥ vowlL, CQFD
114 Démonstration de la proposition 121 (cas 0 Sa < —itfx})

Appelons R‘,%"Rn(v,n) le nombre minimum de boules BE e ovi/2C) nécessaires pour recouvrir
B‘;’e’n(v,ZC N/Pe(x)). Alors une premiére étape de la démonstration de I1.2.5 consiste  établir:

Lemme 11.4.1 Pour presque tout xe M, pour tout 0 < o < f§

B .
limsup limsup _% logEIIM £ limsup limsup limsup % log RO ’B(O,T]).

n— 0 n—>4co m(Bg(x,n)) £ 0 1 0 n—o 4o XL

Démonstration Supposons d'abord o > 0 et choisissons € tel que 2e(x) < o m-p.p. Alors l'inégalité
demandée découle du corollaire 11.2.4 et de l'inégalité

RPom) <REEBOM) (v m < (petx))X20).

En effet (exp ) 1(BY(x,2m) < B‘;;‘c:n(OJCnpe(x)‘l},
et (exp,) B2 . (0m20) < BRxm/2).

Dans le cas ol o = 0, comme p, est une fonction réguliere le long des orbites (inégalités i) de la
proposition 11.3.3), le lemme 2 de Mafié s'applique [Ma};. Pour tout 1} < (pe(x))2/2C, 3¢ 10,1[ il existe un
borélien A vérifiant m(A) > 1-3 et une partition ¥, d'entropie finie telle que pour tout xe A, n 20,

Poxa)i= A GKPretb0) © A GKBOR,2N (PR Rpx).
Ce qui montre k=0 k=0

(exp, )™t (Py(x) < BY, (0.2Cn/p(x)) (¥ xe A, Vn20).
Le nombre minimum de boules BE(yi,n/Z) nécessaires pour recouvrir ®(x,1) est donc au plus R?(’,E’D(O,n)
pour tout xe A et n 2 0. De la méme maniére que pour le corollaire I1.2.4 on peut démontrer

B

limsup - % log w < limsup %-log Rgz n(O,n) (¥ xe A).
n— +oo m(Py(x,n) n— 400 e

Par ailleurs, en utilisant le théoréme de Brin et Katok [Br-Ka]

Bm©x,9) = bn(0x,0) = Im_ lim -1 log m(®a(xm),

N0 1>+
on obtient pour presque tout xe M
limsup ~1 log m(BR(x;m)) < hm(0,x.0) + limsup L log R?(’E o). COFD

n— +oe n —5 400

Nous aurons aussi besoin du lemme suivant élémentaire (cf. [Li-Tz], proposition Lc.3):

Lemme I1.4.2 Pour tout espace vectoriel normé de dimmension d, il existe une constante T'(d) ne

dépendant que de la dimension d telle que, en appelant r(1]) le nombre minimum de boules de rayon T
nécessaires pour recouvrir 1a boule unité, on a

) < T max(1,n9) (V1 >0).
Démonstration de la proposition I1.2.1 11 ne reste plus maintenant qu'd majorer R‘;”E, 2(0,n) pour tout
O<a<f,ne 10,p,f, n 2 0 et & suffisament petit dépendant de o et B. Plus généralement on cherchera a
majorer Ri"eﬁ ﬂ(w,n) pour we 8
l'inégalité suivante:

x.e.n» O qui permettra de supposer B-a petit: si & < <y on utilisera
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R®Y 0m) < R% 0m) sup  REY (wom).

X,E,0 X.E,1 X,€,0
we Hyen

Premier cas: —-py(x) = -A,(x) < o < B. Fixons we & x,e,ns On commence par recouvrir
B 411 e(x(W),2CNe ™/, (x)) par des boules Byny (w;neP/4C), i = 1,2,...N avec

neBiAC
NI\
D Gorerapn)
Quitte & doubler le rayon de ces boules, on peut trouver (Vo - V€ i‘)x’m tels que

N
£x(BY ¢ o(w,2Cn/pe(x)) < e By e(fy(vidmemB/2C).
I=
Mais si ve BY _(x,2Cn/pe(x))

X,E.n
I 2(v) ~ £3v;) . < me™B/2C,
comme
1 W - £ 5w 1, < [M el kmenbrc,

}” Ee> e‘B,on obtient donc

B 4, eo-B)d
ve B (VpT]/2C) » Riea(wm) < T() pg(x) 9(—8(3—;; )

limsup 2 l log sup Ro“3 (wm) < (o-B)d = AB.x) — Alox).

n - +oo
Deuxiéme cas. -As< o <P <-Ahg,,,velo,Bl et we &, .. On recouvre de nouveau

En supposant maintenant € suffisament petit: e”r

P [Bengo,e(fj(w),2CNe%/pe(x)) ] par des boules Byagx),e(bjne-"P/4C), bie By d = LN
avec
2CNe"%/pe(x) \ 8
N < F(SS) ( ne-B/AC )
ol § = dyt..+dg = dim(ES).
Puis on recouvre Q5[ By ¢(W,2Cn/pe(x))] par des boules By ¢(2;,ne"B-1/4C), a;e Fi“, i=1,.,M

avec
2Cn/pe(x) )d—SS
ne"B-vuc”
On choisit pour chaque (1,j) un vecteur vi; € D £n tel que:
HQ§v;—ap lle < ne "B /4c et I Pinegy(fRv;y) - by) llg < memPrac.
Si maintenant € est tel que

M < Id-8) (—=—

Ao +E

e s+ A

+e g et <esTEg,
en appliquant le principe d'invariance des cénes (corollaire I1.3.5), pour tout ve B¢ n(w,2CT/pe(x)) on
peut trouver deux indices 1,j tels que
TQv —vi lle < Me™BD 2C et 1P (£2v) - (v Pl < Ne G-V e 2C
et donc
M) — v W < ne "BV e/ 2C < mekBpc,
ce qui montre:

R‘::E,H(W,T]) < MN:F@S)F(d”ss) ( )d n(B-008g +n(ﬁ~v)(d43

limsup L logsup R®P (wn) < A(B,x)—A(a,x)+(B—y)—{d~83).
up Ry,

N —> +oo
1l reste  faire tendre 1 vers 0, € vers 0 et y vers . CQFD



[Br-Ka]}
(o]

[Ec-Ru}
[Ka-St]

(Ki]
(Le]

{Li-Tz]
(LY]
[Ma],
[Map

[Os]

{Pa}
{Pe]
{Ru]

{Sc}
[Sp]
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