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Entropie et dimension
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RESUME. - Dans cet article, nous montrons que 1’egalite entre la
dimension fractale de la mesure et la dimension de Lyapounov du fibre
tangent est une condition suffisante pour obtenir 1’egalite dans la formule
de Pesin en dimension infinie entre l’entropie metrique d’une application
de classe 1,t non supposee inversible et la somme de ses exposants de
Lyapounov positifs.

Mots clés: Analyse non-lineaire, systeme dynamique, theorie ergodique, entropie,
dimension.

ABSTRACT. - In this paper, we show that the equality between the
fractal dimension of the measure and the Lyapunov dimension of the
tangent bundle is a sufficient condition to obtain the equality in Pesin’s
formula in infinite dimension, between the metric entropy of a ~ 1 ~ map
which is not invertible a priori and the sum of its positive Lyapunov
exponents.

Classification A.M.S. : 28 D 20, 28 D 05, 54 H 20, 58 F 1 l, 58 F 15.
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I. INTRODUCTION ET ENONCE DU THEOREME PRINCIPAL

Le but de cet article est de generaliser, dans le cadre de la dimension
infinie, 1’egalite due a Pesin [Pe], entre l’entropie d’une transformation cp
preservant une mesure de probabilité Jl et la somme des exposants de

Lyapounov positifs (x) de l’application tangente Tx (p de cp au point x :

Ledrappier et Young [LY] ont montre, qu’en dimension finie, une telle
egalite ne pouvait avoir lieu que si, et seulement si, les mesures condition-
nelles de  sur la variete instable etaient absolument continues par rapport
a la mesure de Lebesgue induites sur chacune de ces varietes. Auparavant,
Pesin avait etabli cette egalite dans le cas ou la mesure Jl toute entiere
etait absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue sur X
(X etant dans ce cas une variete riemannienne compacte, cp : X --~ X un

diffeomorphisme de classe ~2 et T cp : TM ~ TM l’application tangente).
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121FIBRES DYNAMIQUES

En dimension infinie la notion de mesure de Lebesgue n’a plus beaucoup de
sens ; en general X sera obtenu comme attracteur d’une certaine equation
dissipative aux derivees partielles (cf. le livre de Temam [Te]). Il est par
contre plus interessant de connaitre la dimension de Hausdorff de X ou
bien la dimension fractale de la mesure invariante Jl :

ainsi que la dimension de Lyapounov de l’application tangente T :

[n etant le plus grand entier tel que ... + ~,n (x) dn (x) soit
positif ou nul].
Dans le cadre de Pesin, ces deux dimensions sont egales a la dimension

de la variete. Le but de cet article est de demontrer 1’egalite entre l’entropie
locale de cp (introduite par Brin-Katok),

ou

et la somme des exposants de Lyapounov positifs, c’est-a-dire de montrer
1’egalite :

precisement pour presque tout x vérifiant ~,) = dimL (x, T).
Si est ergodique (les seuls ensembles invariants par (p sont les ensembles

de mesure 0 ou 1), c~), ~,~ (x), di (x) sont des fonctions invariantes ;
elles sont donc constantes presque surement. Si J..l est une mesure invariante
quelconque, ces fonctions sont constantes le long des trajectoires ; on
retrouve alors le theoreme de Pesin en integrant 1’egalite precedente et en
utilisant le resultat important de Brin-Katok [BK] suivant :

La nouveaute dans cet article vient de ce qu’on ne suppose plus l’applica-
tion cp inversible, et encore moins que Tx est inversible (on supposera au
contraire que ~x~ 

a ... ~ ~x~ ~ Tx satisfait une condition asympto-
tique de compacite qu’on precisera plus loin ; ce qui entrainera en particu-
lier l’existence d’un nombre fini d’exposants de Lyapounov positifs). On

Vol. 9, n° 2-1992.



122 P. THIEULLEN

obtiendra comme corollaire, 1’egalite entropique de Pesin dans le cas ou
cp preserve une mesure absolument continue par rapport a la mesure de
Lebesgue m et dans le cas ou (p n’est plus supposee inversible. La premiere
idee est de travailler dans l’extension canonique du systeme dynamique
(X, E3, cp, m), qui n’est rien d’autre que l’ensemble des orbites completes

E ~, xn+ 1- cp pour tout n E Z. On peut alors montrer qu’on ne
change pas d’entropie locale, ni d’exposants de Lyapounov. Dans l’exten-
sion canonique, (p devient inversible, Tx devient un operateur injectif pour
tout x mais reste bien entendu non inversible. En fait T « contracte » la

dynamique sur un espace de dimension finie (la somme des multiplicites
des exposants de Lyapounov positifs) et T devient inversible sur cet espace.
La seconde idee de la demonstration consiste a generaliser la definition
locale de l’entropie et d’introduire la notion d’a-entropie :

ou

On remarque que h° (x, cp) est l’entropie locale usuelle de cp et que

h~ (x, ~,) pour tout Un des points essentiels de la
demontration consiste a etablir 1’inegalite :

Cet article represente la suite de l’article Des resultats plus com-
plets sur l’03B1-entropie pour des transformations preservant une mesure
absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue sur une variete
riemannienne compacte sont donnes dans [Th]~.

I.1. Definition d’un fibre dynamique

On appelle fibre dynamique F = (X, , cp, , E, T) la donnee d’un

espace de Banach E, d’un espace lusinien X (ef [DM], p. 72, def. III .16)
de la tribu borelienne ~, d’applications ((p: X --~ X), (T: X -~ L (E))
E3-mesurable [of L (E) est l’espace des operateurs lineaires continus
de E], et d’une mesure y définie sur , invariane par cp telle que

On dit que F est de classe L1 (resp. L1,t pour t E ]o, 1[) si X est une

partie borélienne de E, (cp, T) sont des applications continues, et s’il existe

Annales de l’lnstitut Henri Poincaré - Analyse non linéaire



123FIBRES DYNAMIQUES

une application (C : -~ telle que :
(i) lim C (E) = 0 (resp. C est dominee par E au voisinage de 0) ;

£ -~ o

On dit qu’un fibre dynamique ff est inversible si cp est bijective, cp -1
mesurable, et si Tx est un operateur injectif pour tout x E X.

1.2. Definition des points reguliers d’un fibre dynamique

Soit (X, ~, cp, ~,, E, T) un fibre dynamique. On definit alors
l’ensemble des points reguliers A (ff) du fibre dynamique ff par :

A (F) = il existe une suite decroissante de reels dans [ - oo, +oo[ [

(03BBi)i~ 1 et une suite décroissante de sous-espaces vectoriels fermés de E

telles que, pour tout i >_ 1 :

K, (~t)i >_ ~ ~ (Fi)i> 1 sont alors uniquement determines par

p (U) represente l’indice de compacite d’un operateur U E L (E)
déf. 1.8). K (x) designe l’indice de compacite asymptotique au point

On notera enfin K (~) l’indice de compacite asymptotique uniforme :

Vol. 9, n° 2-1992.



124 P. THIEULLEN

1.3. Dimension fractale et dimension de Lyapounov

Si ~ est un fibre dynamique et x E A (~ ) un point regulier, on appelle
alors dimension de Lyapounov au point x, le reel :

Pour toute mesure de propabilité Jl sur un espace metrique (X, d), on
appelle dimension fractale au point x, le reel :

Pour tout espace metrique compact (X, d), on appelle dimension fractale
de X (en notant r [x, E] le nombre minimal de boules ouvertes de rayon s
qui recouvrent X, ou bien r [x, s, d] s’il est necessaire de preciser la

metrique d) le reel :

1.4. Enonce du theoreme principal

Rappelons [Ma]l’ [Th]l’ qu’etant donne un fibre dynamique

de classe ~~, presque tout point de X est regulier, et que, sous certaines
hypotheses de compacite uniforme [X compact et K (~ )  o], nous avions
1’inegalite locale :

ou

et par consequent :

(iii) dimF (x, ~.)  dimL (x, ff) p. [en supposant de plus K (~ ) _ - oo].
Le but de cet article est de demontrer une reciproque :

THEOREME I . 1. - Soit (X, B, cp, , E, T) un fibré dynamique de
classe ~1 ~ 1D, oli X est une partie de dimension fractale finie de E

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Analyse non linéaire



125FIBRES DYNAMIQUES

et ou K (x)  0 p. Alors pour -presque tout x, pour tout 03BE E ]0, 1 [ et
_ ~ r

ou

COROLLAIRE 1 . 2. - Soit ~ _ (X, cp, ~, E, T) un fibre dynamique de
classe L1, (t E ]0, 1[) ou X est un compact vérifiant K  0 [en particulier
dimF (X)  + oo ]. Alors pour y-presque tout x de X.

(vi) est continu a l’origine ;
{vii ) dimF (x, ~)  dimL (x, 
(viii ) si dimF (x, ~.) = dimL (x, iF) alors

COROLLAIRE I. 3. - Si X est une variété riemannienne eompaete et

cp : X ~ X est une application de classe L1,t (qui n’est pas supposée a priori
inversible) préservant une mesure de probabilité , alors pour presque tout x,

h° (x, ~p) _ ~ (x) des que dimF (x, ~,) = dimL (x, 
i~1

Remarque 1 . 4.
1 ) Dans la situation du corollaire I . 3, si p est absolument continue

par rapport a la mesure de Lebesgue, dimF (x, ~,) = dimL (x, iF) = dim X
y-presque partout et donc

2) La demonstration du corollaire 1.3 utilise precisement la deuxieme
inegalite du theoreme I .1. On peut considerer Ie systeme dynamique dans
ce cas la, comme un systeme dynamique de dimension infinie ayant des

k

exposants Àk egaux a - oo des que 03A3 di (x) > dim X. On se trouve alors

dans le cas ou l’infimum, dans la definition de dimL (x, n’est pas
atteint.

3) La premiere inegalite du theoreme I. 1 montre que l’application
[a - h~ (x, est continue en a=0. En fait, en utilisant les memes techni-
ques que celles qui sont decrites dans [Th]~, on pourrait montrer que cette
application est continue pour tout o _ a  K (x).

Vol. 9, n° 2-1992.
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4) Demonstration du corollaire 1.2 [partie viii]. Ou bien il existe k > 1
k

tel et ~.k + 1 (x) = - oo = K (x), alors pour tout § e ]0, 1 [
i= 1

on peut trouver

comme

d’ou le résultat en faisant tendre § vers 0.

II. CONSTRUCTION DE LA NORME DE LYAPOUNOV

Cette construction n’existe que dans le cas d’un fibre dynamique inver-
sible de classe ~1 ° t. Il s’agit de changer mesurablement de norme de
manière a ce qu’ on puisse considérer chaque Tx comme un opérateur
diagonal et les sous-espaces Ei (x) comme « orthogonaux » entre eux.

PROPOSITION II . 1. - Soient (X, cp, ~,, E, T) un f ’ibre dynamique
inversible de classe ~1 ° t (tE]O, tel que (a : X ~ une

application mesurable 03C6-invariante vérifiant - a (x) > K (x) p. Alors pour
tout E > 0, on peut trouver un borélien B£ C A cp-invariant de mesure l,
une famille de normes et une application mesurable

(l£ : X -~ ~* ), tels que, en appelant D (x, a) = max ~ i >_ 0 : ~,i (x) > - a (x) ~
(x) = 0 par convention],

(i ) Pour tout x E pour tout 1  i  D (x, oc), pour tout

Annales de l’lnstitut Henri Poincaré - Analyse non Iinéaire
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Demonstration. - (i ) On sait qu’il existe un borélien BcA(), 4Y inva-
riant de mesure 1 tel que, pour tout x E B, pour tout 1 a),

En appelant 03C0i (x) {x)] le projecteur parallèlement a

sur [resp. Ceci nous permet de définir la famille de
D(jc,x)

normes indéxées par B : pour tout xe B, pour tout v= 03A3 vi + w, on pose
t=i

ou

et

On obtient finalement (i) en remarquant I n -1 __ ~ h + 1 I -_ ~ n ~ + let pour
tout et x E X, T~ ~x~ ~ Tx = Tx+ 1.

(ii) Definissons maintenant des applications Ai, A : B -~ [1, + oo[ [ par

On montre alors que

et une relation identique pour A. En particulier, on peut trouver B£ c B
(p-invariant de mesure 1 tel que, pour tout x E Bg :

Vol. 9, n° 2-1992.



128 P. THIEULLEN

Pour montrer l’équivalence des normes, on decompose un vecteur

quelconque v E E,

D’une part :

D’autre part :

Ce qui demontre
pose :

pour xEBE et vEE, où on a

Enfin, pour tout (p, l (x) -1)2

[of L est une constante telle que C (~)  L Et pour tout 8 > 0]. La demonstra-
tion est alors terminee si on pose : .

In. LEMMES GEOMETRIQUES DANS LES ESPACES
VECTORIELS NORMES

Les deux lemmes suivants sont tres faciles et leur demonstration sera
laissee en exercice. Le premier sert uniquement a definir la constante r (d).
Dans le second, il s’agit de remarquer qu’une propriete de cone est

conservee. On appliquera ce dernier lemme tout le long d’une orbite issue
d’un point regulier, ce qui permettra de « propager l’information » aussi
bien vers le « futur » que vers le « passe ».

LEMME III . 1. - Soit (E, ( ~ . ~ ~ ) un espace vectoriel norme de dimension
d. Alors il existe une constante h (d) ne dependant que de la dimension d

Annales de l’lnstitut Henri Poincaré - Analyse non linéaire



129FIBRES DYNAMIQUES

telle que :

(où BE désigne la boule unite ouverte de E).

LEMME III.2. - Soient (El, E2) des espaces vectoriels normes, pour
i = 1, 2 Hi, Ki des sous-espaces vectoriels de E1 vérifiant EL = HL Q+ K1, et IIi
le projecteur sur Hi parallèlement a Ki. Soient (T : E2) une application
linéaire, et (cp : D ~ E2) une applieation définie sur une partie D de E1.

Soient E, ~, ~ des scalaires positifs. On suppose :

Alors pour tout (p, q) E D2, deux cas se présentent :
(i)si

alors

et

(ii ) si

alors

et

IV. LEMMES DE THÉORIE ERGODIQUE

Le premier lemme est un rappel de la formule de Shanon McMillan
adaptée a la définition de l’entropie de Brin et Katok [BK]. Les deux
suivants aboutissent aux mêmes conclusions que celles de Mane ([Ma]2,
lemme 2), mais avec des hypotheses différentes.

LEMME IV. 1. - Soit (X, c~, ~.) un systeme dynamique (X un espace
lusinien, B sa tribu borélienne, cp : X ~ X une application B-mesurable, 
une mesure de probabilité sur B invariante par cp). Alors pour toute partition

Vol. 9, n° 2-1992.



130 P. THIEULLEN

d’entropie finie (cf. le livre de Walters [Wa] pour la notion d’entropie)

(x) désigne la partie de qui contient x E X].

LEMME IV. 2. - Soit (an)n~1 une suite d’éléments de [o, 1 ] telle que

03A3 nan converge. Alors la série 03A3 - an Log an converge aussi.
n>_ 1 

Demonstration. - = I U J ou I = ~ n >--1 : an >-- et J = Si

nEI, Si nEJ,

car (x G [0, 1] - -’xLogx) est croissante sur [0, 

LEMME IV. 3. - Soit (X, El#, 03C6, y,) un système dynamique, oli X est un
espace métrique de dimension fractale fin ie, et 03C6 une application lips-
chitzienne. Soit (I: X - Rt) une application borélienne vérifiant pour y-

presque tout x : lim sup 1  Log lo 03C6n (x)  + ~. Alors pour tout 6 e ]0, 1[ il
n - + , n

existe une partition d’entropie finie £P et une partie borélienne A vérifiant :
(I ) i (A) ~ i ~ 6 1
(it) V x e A, V n > 0,

Démonstration. - 8 etant choisi, on peut trouver r~, ~ suffisamment
grand de maniere que la mesure de

soit superieure a 1- 8. Soit T: B,~, ~ ~ N le premier temps de retour. Alors
T est integrable sur B,~, ~ et on posera A = { X E 8,~, ~ : i (X)  + et pour
tout n >__ 1, i (x) = n ~ ; on sait alors que la serie ]~ (An)

i

converge. Puisque X est de dimension fractale finie, en prenant
d > dimF (X) et y suffisamment grand, pour tout ~ > 0 on a r pi, E]  y . E -d.
On appellera dans la suite L > 1 une constante de Lipschitz de cp. On
decoupe maintenant chaque An en partie An, m de diametre inferieur a
L -n exp ( - n ~ - ~), en choisissant ce nombre de parties kn plus petit que

On considere alors la partition

Annales de l’lnstitut Henri Poincaré - Analyse non lineaire
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et montrons que P est d’entropie finie et que pour tout n~1,

provient du choix du diamètre de chaque An,m et de l’hypothèse lips-
chitzienne de03C6. Pour démontrer H(P)+~, introduisons

Q=={XBB,A~:~~1}. Alors

H (Q) est donc finie d’apres le lemme precedent (IV. 2). Par ailleurs

v. DEMONSTRATION DU THÉORÈME PRINCIPAL

Le théorème principal comporte deux parties. Dans les deux cas, on
peut supposer le fibre dynamique inversible, on construit alors la norme
de Lyapounov et on raisonne sur chaque orbite séparément. La deuxième
partie permet d’atteindre le cas of la dimension de Lyapounov est [gale a
la dimension fractale et vaut un entier D (x, a), alors que la somme des
exposants de Lyapounov (comptés avec leur multiplicité) est strictement
positive. Les deux premières propositions démontrent la partie (iv) du
théorème I. l. Les deux dernières rédigées sur le même modèle démontrent
la partie (v).

PROPOSITION V . I . - Soient Y >_ 1 un entier, (E, ( . I I) un espace vectoriel
noYme, A une partie de E, G1, ..- . , des sous-espaces vectoriels de E

r+ 1

tels que E = Q+ Gi, III le projeeteur sur G1 +Q ... Q+ Gi parallèlement a
~=1

Gi+1 ~ . . . O+ Gr+ I, (x1, . . . , xr) des réels strietement positifs. Oh suppose :
(i) x~’x2>-_ ... >__xr+1~

(ii) 1, 2, ..., Y~, dimGj=di +oo;
(lll) Bif 1 , 2, ..., ~, bvlEGi,

(iv) diam (A)  Xl;

Vol. 9, n° 2-1992.



132 P. THIEULLEN

Alors

ou

Démonstration. - Elle se fait par recurrence sur r. Comme 03A01 (A) est
inclus dans une boule de rayon xl centree sur il existe une partie I de
G 1 de cardinal inferieur a

Fixons x E I et appelons

alors pour tout (p, q) E Ax, ~ ~ (p - q) (   x2~

Ou bien r =1, alors chaque Ax est inclus dans la boule B x, x2 , et la

propriete est demontree a l’ordre 1.

Ou bien r >_ 2, alors pour chaque x E I, on peut appliquer la propriete
a l’ ordre r - l, en prenant comme espace vectoriel norme

muni de la norme induite, et comme scalaires

(X2~ - ’ ’? xr + 1)- On peut donc trouver une partie J de E’ de cardinal
inferieur a

telle que (Id - (Ax) c: U B (y, xr+ 1). Ce qui démontre la propriété a
yeJ

l’ordre r, puisque

PROPOSITION V. 2. - Soient (X, tp, ~,, E, T) un fibre dynamique
inversible de classe t, (a, X ~ R*+) deux applications mesurables cp-
invariantes telles que O  j3 (x)  a (x)  - K (x) p. Alors pour tout

~ E ]0, 1 [, on peut construire une application mesurable (I : X ~ et urze

Annales de l’lnstitut Henri Poincaré - Analyse non lineaire



133FIBRES DYNAMIQUES

partie borélienne A telle que :

ou d03C6,03B2n est la métrique sur X définie par :

pour tout (p, q) E X2.

Démonstration. - Choisissons E suffisamment petit de maniere que, en
utilisant les notations de la proposition II. 1 sur la construction de la
norme de Lyapounov, l’ensemble

verifie les proprietes *, * *, * * * (enoncees par la suite)}
ait une mesure superieur a 1- S. Fixons desormais x E A, appelons

n = 
j o = o 03C6-j B (03C6j ( ) 2 o ° 1 2l~°03C6j(x)) , pour _J ~n , 

= 03C6j (x), t ( ,) le

t

projecteur sur 0 parallelement a Fi+1(xj). Pour chaque

1 _ i  D (x, a), on peut alors appliquer le lemme geometrique III. 2 succes-
sivement pour j= 0, 1, ..., n - I en prenant

La premiere condition que doit verifier x est donc

Soit maintenant (p, q)ESn(X)2, alors ou et

qj= cp’ (q). Si nous supposons :

le lemme III. 2 permet d’ecrire :

Vol. 9, n° 2-1992.
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et

Finallement si nous supposons :

ce qui entraine :

On peut maintenant appliquer la proposition precedente V. 1 en prenant
pour 1 rL)=D, Gd + 

ê), s)), ou on a pose :

et

Comme l, grace a la proposition V . 1 on a [par
convention : D (x, a) = D] :

Montrons enfin 1, dn ° ~ ~x~~  r [An, xa + 1, ~ ~ ~ ~ ~ ( ~x~] ; et pour cela fixons
d’abord la deuxieme condition que doit verifier x :

Fixons ensuite (p, q) E Sn et admettons E)~,
alors pour chaque j =1, 2, ..., n, deux cas se présentent : ou bien

dans ce cas en appliquant la partie (ii ) du lemme 111.2 aux points Pj, Pj
, on a :

ou bien

on obtient alors

On vient donc de  exp ( - j a (x, E)) pour tout 1 

Annales de l’lnstitut Henri Poincaré - Analyse non linéaire
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Pour conclure, il ne reste plus qu’a donner la troisieme condition sur x :

Démonstration du théorème I. 1 [partie (iv)]. - On peut supposer d’abord
que Ie fibre dynamique est inversible et de L’a-entropie et la
suite des exposants de Lyapounov ne changent pas en effet lorsque qu’on
passe dans l’extension canonique (cf. proposition A. 4 et A. 2). De plus,
le fait de supposer cp inversible et Tx injectif pour tout x, nous permet de
construire une decomposition en somme directe de E, .

au-dessus de chaque point x [au lieu de construire seulement une filtration
... ], ainsi qu’une norme de Lyapounov qui rend les

espaces (Ei (x))i -1, (x) deux a deux « orthogonaux » et TX uniforme-
ment dilatant sur Ei (x) et contractant sur Fr+ 1 (x) proposition 11.1).
En particulier, on pourra utiliser la proposition V. 2 pour controler le
nombre minimal de boules dynamiques B03C6,n13 (x, 1) necessaires pour recou-

n

vrir ~ n ~) _ U i (~ ° cp‘ (x))~
~=o

Fixons maintenant (a, P, et admettons pour le moment

y  [i  oc  - K (x) pour tout x E X. Pour chaque 8 E ]0, 1 [, on peut trouver
un borelien A, une application mesurable (l : X ~ Rt) et une partition
d’entropie finie verifiant pour tout x E A :
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Par ailleurs, pour -presque tout x, on peut montrer :
_ ~ , ."

ou (x, 1 2) représente la boule ouverte de centre x et de rayon 1 2 pour
la metrique d03C6,n 03B2. Ce qui montre en rassemblant les proprietes (i ) ... (v),

p.

Comme le membre de droite dans l’inégalité * est invariant par 03C6 et

continu par rapport a a pour x fixé, on obtient finalement le resultat
énoncé dans le cas 0  a  - K (x) pour tout x E X. Dans le cas general, on
découpe l’espace X en parties X03B1 = { x ~ X : oc  - K (x) } pour a E Q* et on
utilise la continuite en oc de (oc >_ 0 ~ 03A3 di (x) { (03BBi (x) + oc) + - 03BBi+ (x) } ).

PROPOSITION V . 3. - Soient r ? I un entier, E = G10+ - .. Q+ 1 un

espace vectoriel norme, A une partie de E, II~ le projecteur sur

G 1 O+ ... Q+ GI parallèlement a i + 1 Q+ . - - Q+ 1, (1, .. - , r+ 1 ) des reels
strictement positifs. On suppose de plus :
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Alors :

Démonstration. - Elle consiste a se ramener aux hypotheses de la

proposition V.I. Appelons pour cela : Gi = Gr - i + 1 ~ x~ = Xr - f +1 pour
i= 1, 2, ..., r, montrons que A satisfait aux

hypotheses (i) ... (v).
D’abord en discutant les deux cas d’inegalite entre

pour (p, q) E A 2.
Supposons ensuite :

Ou bien

alors

et donc

Ou bien

alors

et donc

PROPOSITION h. 4. - Soient ~ _ (X, ~, cp, ~., E, ~’) un fibre dynamique
inversible de classe L1, t, (oc, [i : X ~ R*+) deux applications mesurables inva-

riantes par 03C6, 03BE E ] 0, 1 [ tels que 1-03BE 03BE 03BB1 ( ) x  (x)  a (x)  - K (x) p.

Alors pour tout ~ E ]0, 1 [, il existe une partie borelienne A et une application
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mesurable (I : X ~ telles que :

Démonstration. - Elle est identique a celle de la proposition V.2. On
choisit s petit de maniere que verifie les proprietes
*, ..., * * * * ~ ait une mesure superieure a 1 - ~.

Fixons maintenant x E A, appelons

et montrons, pour n ~ 0 fixe et m = ent (03BE n) :

En effet, il s’agit d’appliquer la proposition V.3 a :

Pour obtenir la propriete V.3 (i), x doit satisfaire :
* ~a (x, E) > ( 1- ç) Àl (x, e).

Pour obtenir les proprietes V.3 (iv) et V.3 (v), x doit satisfaire :
* * exp (~.t (x) - £) - exp (max (~,i+ ~ (~)~ - a (-~)) ~ £) > 4 ~.
Enfin, on montre de la meme maniere :

a condition que x verifie
* * * ~i (x) (x, E) .
On obtient le resultat en faisant tendre n vers +00 et en imposant :
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Demonstration du théorème I.l [partie (v)]. - On commence par suppo-
ser le fibre inversible, puis par raisonner dans le cas ou il existe deux

scalaires positifs (P, y) de sorte ~~ Y) q 
~ 

u ) ~ Y ~ )~pp

On peut alors montrer, en utilisant la proposition precedente V.4 et le
lemme de theorie ergodique IV. 3, que pour presque tout x

et donc

Pour obtenir le resultat, il suffit de faire tendre y dans le membre de
droite vers a par valeurs superieures ( lim D (x, y) = D (x, a)).

Dans le cas general, on decoupe X en une reunion denombrable de
parties

ou (a, y) E Q* D’apres ce qui precede, la partie (v) du
theoreme I.1 est vraie en remplacant par la mesure induite Y, ~ sur

chaque Xrt, y, ~. Comme

le theoreme 1.1 est demontre pour tout a, ~ rationnels et donc pour tout

A. APPENDICE SUR LES EXTENSIONS
DE FIBRES DYNAMIQUES

A.I. Definition de l’extension canonique

Soient ~=(X, ~ (p, ~, E, T) un fibre dynamique, et (y~)~~o une suite
de reels strictement positifs verifiant: 

oo.
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On defmit alors un nouveau iibre dynamique inversible ~ _ (X, ~, cp,
~, E, T) de la maniere suivante :

X = ~ x = (xn)n _> o E X ~’ : xn = cp (xn + 1 ), ‘d n >__ o ~ muni de la topologie
produit.
~ est la tribu borelienne de X.

(cp :  ~ X) definie par  (x) _ (cp (X0), xo, xi, ... ).
(II :  ~ ) la projection canonique définie par pour

-~ _ (-xn)n >_ 0’
une mesure -invariante definie sur 

(fi : E) la projection canonique definie par fI (v) = vo pour v E E.
(T : X ~ L (E)) définie par = (Txo . vo, vo, ... ).
Remarquons que est un borelien de mesure 1 de X, que Tx est

bien un operateur continu pour tout x E X. Si X est un espace compact,
alors X l’est aussi; si cp est continue, cp est un homeomorphisme; si T est

continue, T l’est aussi.

A.2. Conservation de la classe du fibre

Si ~ est un fibre dynamique de classe ou t, alors ~ l’est
aussi. En effet, X est bien a base denombrable d’ouverts, cp est un

homeomorphisme d’inverse :

A.3. Extension des points reguliers

Rappelons d’abord la definition des points tres reguliers d’un fibre

dynamique inversible F = (X, B, a, cp, E, T). C’est l’ensemble (F) défini
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par:

il existe une suite de sous-espaces vectoriels de dimen-

sion finie (EI)i > 1 telle que, pour tout i >_ 1 :
(1) F~ (x) = (x)~
(ii) si ~,i (x) > K (x) alors, pour tout v E E~B~ 0 ~, Tx n . v existe pour tout

n>_0 et :

(iii ) si ~,~ (x) > K (x) et s’il existe v E Fi + ~ (x)~~ 0 ~ tel que existe

pour tout n >_ 0 alors :

Soient maintenant 3’ un fibre dynamique et ~ son extension canonique.
Nous allons montrer que II (E (~ )) et A coincident a un ensemble

négligeable pres; et pour cela nous avons besoin du lemme suivant :

LEMME A. 1. - Soient et (bn)n>o deux suites de réels strictement
positifs. On suppose que la suite (an)n~0 est décroissante et que

Démonstration. - (i) D’une part b ° an  (In d’ou :

D’autre part, si et si lim sup comme lim il
IY H

existe alors une constante C telle que pour tout ~~0.

Ainsi lim sup 1 Log03C3n~03BB : ce qui prouve Ie résultat.
~

(ii) Pour les mêmes raisons que précédemment
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Soit donné tel que liminf Pour tout 8e]0, 1[, on

n -~ + oo ~

choisit [R* tel que (1 2014 8) u~. Comme u> lim il existe une
~

constante C>0 telle que et pour tout ~0.

ou on a note [h b] la partie entiere de n 8. Finalement pour n suffisamment
grand :

d’ou

Il reste alors a faire tendre S vers 1 et ~, vers - oo pour obtenir le resultat.

PROPOSITION A.2. - Soient ~ _ (X, ~, cp, ~,, E, T) un fibre dyna-
mique et son extension canonique. Alors il existe un borélien B ~  de
mesure 1 inclus dans £ (~ ) tel que IZ (B) c A (~ ). ,S’i de plus ~ 
sup || Tx || + ~, alors II [03A3 ()] c A (iF) .
n

Deynonstration. - Remarquons d’abord pour tout n ? o, x E X, v E E,

ce qui montre :

de E contenant le noyau de IT;
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Supposons maintenant Soit fixe, et mon-
x

trons alors que ~,I (x), di (x), II (FI (x)) conviennent. En utilisant le lemme
precedent on a :

Dans chacun des cas precedents on avait pose :

Pour un fibre dynamique sans hypothese supplementaire, on construit
alors un autre fibre dynamique, iF’ en modifiant l’application T’ par :

Ainsi ~~ Tx (~ --1 pour tout x E X, A (ff) et A (~’) (ffi:) et 1: (~’)]
coincident a un ensemble negligeable pres : ce qui termine la preuve dans
les deux cas.

A.4. Caracterisation de la tribu borelienne

Nous pouvons donner une caracterisation simple de la tribu borelienne
de X, permettant ainsi de montrer 1’unicite de La demonstration sera
laissee en exercice etant donnee sa facilite.

PROPOSITION A.3. - ~ = v T (~)), et il existe une unique mesure

~ invariante par cp et II -1- 

A.5. Conservation de l’entropie locale

La proposition suivante est une generalisation du theoreme d’Abramov.
La simplicite de la demonstration provient en fait de la definition de

l’entropie locale h~. Neanmoins, nous redonnons une preuve completement
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différente dans ce cas a = 0, moyennant le théorème difficile de Brin et
Katok [BK].

PROPOSITION A . 4. - Soient {X, cp, ) un système dynamique
(cf. lemme IV.l), ~, cP, ~,) son extension naturelle canonique, et dune
métrique sur X redonnant la même topologie et un diamètre fini a X. On
munit X de la métrique d par d(x, y) = 03A3 03B3nd(xn, yn) ou est une

n>_0 

suite de reels strictement positifs telle que Y = lim Log Yn  o. Alors
n

pour tout oc E [o, - Y[ et pour presque tout x EX:

Démonstration. - D’une part pour tout

x ~  et ~>0; ce qui montre h03B1  (II (x), 03C6)~h (x, ) pour tout x EX et
D’autre part, si y est choisi de maniere que a  - y  - y, alors

il existe une constante C > 0 telle que pour tout 

Supposons (II (x), ~)], alors [en prenant 0394 = dim (X, d] :

ou 
.

ce qui montre :

ou donc pour tout x E X

Comme (x ~ h03B1  (x, est 03C6-invariante J..l-presque partout,

Il reste alors a faire tendre E vers 0 pour trouver le resultat annonce.
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A.6. Conservation de la dimension fractale

La proposition suivante ne servira pas dans la demonstration du theo-
reme principal, mais elle permet de mieux mettre en evidence le rapport
entre entropie locale h~ et dimension fractale dimF.
Remarquons d’abord, si X est un espace métrique muni de sa tribu

borelienne ~, alors pour toute mesure de probabilité J..l definie sur ~, nous
avons

of dimF ( ) = sup inf { dimF (A) : A e E3 et  (A) > 8 } par definition.
0S1

Par ailleurs, si par exemple X={1 p:p~1 }~{0} muni de la distance
induite par celle de )R, alors, tandis que dimF (p) = 0 pour

2

toute mesure de probabilité p, sur B.

PROPOSITION A.5. - Soient (X, k, (p, p) un système dynamique, CM X
est un espaee (p une application lipsehitzienne de constante

e03BB(03BB~0), son extension eanonique (X, (p, a), ye [201400, O], (03B3n)n~0 une

suite de réels strietement positifs telle que lim sup 2014Log 03B3n~03B3, d la métrique
n

sur X définie par: .’

On démontre alors :

(i) si cp (X) = X, alors

Démonstration. - Les trois demonstrations etant identiques, nous

demontrons alors uniquement la derniere. La premiere egalite decoule de
1’inclusion
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Supposons donné  > y, alors il existe une constante C telle que :
(d n ? o) exp n (y - ~))~ ~ ~P n ~B (fPn (x)~ 

La preuve se trouve deja dans la demonstration de la proposition A.4 C
est une constante ne dependant que de y, et pouvant etre definie de la
maniere suivante :

Pour conclure, il reste alors a utiliser le lemme suivant {deja demontre
dans [TH]l’ p. 83, demonstration IV.3) :
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