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OUVERTS ANALYTIQUES D’'UNE COURBE
ALGEBRIQUE EN GEOMETRIE RIGIDE

par Qing LIU

PLAN

1. Genre d’un espace analytique régulier connexe de dimension 1.
2. Réduction préstable des espaces de genre fini.
3. Immersion dans une courbe algébrique.

Bibliographie.

Introduction.

Le présent travail concerne la description des espaces analytiques,
séparés, réguliers de dimension 1 sur un corps valué, complet,
ultramétrique et algébriquement clos. Un début de cette étude se trouve
dans le livre de L. Gerritzen et M. van der Put intitulé “Schottky
groups and Mumford curves” ([7]) dans lequel ils essaient de
caractériser les espaces analytiques rigides qui sont ouverts analytiques
de la droite projective. Nous souhaitons ici étendre cette étude aux
ouverts analytiques de courbes algébriques quelconques.

Au § 1 nous introduisons le genre d’un espace analytique (de
dimension 1) que 'on peut définir comme suit: si R est un espace
affinoide, la réduction canonique E‘ de R est une variété algébrique
affine réduite de dimension 1 sur k& (le corps résiduel de k), il existe
alors une unique variété algébrique projective Y D R® telle que
R¢ soit dense dans Y et que Y — R¢ soit régulier, on dit alors que

le genre de R est le genre arithmétique de Y (ie. dimg H! (Y, Oy)).

Mots-clés: Corps valué complet — Espace analytique rigide — Ouvert analytique —
Courbe algébrique — Espace affinoide.
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Pour un espace analytique X, le genre n’est autre chose que la borne
supérieure des genres de ses ouverts affinoides. On dit que X est
de genre fini si cette borne est finje. En particulier, un ouvert
analytique d’une courbe algébrique est de genre fini.

Au § 2 on montre qu’un espace connexe X de genre fini admet
une réduction analytique X qui est préstable (Théoréme 2.1), ceci
veut dire que X est un schéma réduit, localement de type fini sur
k dont les composantes irréductibles sont des courbes algébriques
réguliéres et dont les singularités sont des points doubles ordinaires.
Il suit de cela qu’un espace analytique X de dimension 1, connexe,
de genre fini, qui n’est pas projectif, est réunion d’une suite croissante
d’affinoides connexes et qu’il est de Stein (Corollaire 2.1.1).

Enfin le § 3 étudie la possibilité de plonger un espace analytique
de genre fini dans une courbe algébrique. D’abord un ouvert analytique
X de genre g d’une courbe algébrique est ouvert analytique d’une
courbe projective de genre g (Théoréme 3.1). Si le corps de base k
est maximalement complet, un espace analytique de genre fini
est ouvert analytique d’une courbe projective de méme genre
(Théoréme 3.2); si k n’est pas maximalement complet il existe un
espace analytique X (de genre 0) qui n’est pas ouvert analytique
d’une courbe projective ([9] §5.5). Enfin pour un espace analytique
connexe X de genre fini on a les équivalences suivantes :

i) L’espace X est ouvert analytique d’une courbe projective
C et C — X est compact (pour la topologie ordinaire) ;

ii) les fonctions holomorphes bornées sur X sont les fonctions
constantes ,

iii) I’espace X admet une réduction analytique préstable dont
les composantes irréductibles sont complétes et telle que le produit des
valeurs absolues des angles de chaque demi-droite infinie soit nul
(Théoréme 3.3) .

Signalons que I’hypothése X régulier a été retenue afin de
simplifier les démonstrations, en fait on obtient des résultats analogues
en supposant X seulement irréductible (réduit, séparé, de dimension 1)

([9D.

Je remercie vivement J. Fresnel et M. van der-Put pour leur
précieuse aide et leurs encouragements.
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Dans tout ce travail, k désigne un corps valué complet pour une
valeur absolue ultramétrique, k° son anneau de valuation, k% Iidéal
de valuation et k = k°/k° son corps résiduel. Si A est une
k-algébre affinoide, on note || (I, la semi-norme spectrale sur A,
A= {fEAIIfl, <1}, A® = {fEAIlfIll, <1} et A= A°/A".
Un k-espace analytique est un espace analytique rigide sur k. Une
variété algébrique est un schéma noethérien, de type fini sur un corps.
Une courbe algébrique est une variété algébrique, séparée, intégre de
dimension 1. Par point d’une variété algébrique on entendra toujours
point fermé.

1. Genre d’un espace analytique séparé, régulier,
connexe de dimension 1.

PROPRIETE ET DEFINITION 1.1. —Soient (2,0 ,§) un espace
analytique rigide, X un ouvert (pour la topologie ordinaire de )
de 2, Sx la topologie de Grothendieck sur X définie de la facon
suivante :

1) Un ouvert W C X est admissible pour Gy si et seulement
si W=X ou W admissible pour § .

2) Soit W un ouvert Gy -admissible de X, un recouvrement
(W}, de W est admissible pour Gy si et seulement si pour tout
U, §-admissible tel que UCW, U#X, (W,NU}, est un
recouvrement & -admissible de U .

Soit ©y le faisceau sur (X, ‘§x) défini par: Oy (W) = 0g (W)
si W est g-admissible et W # X, 0y (X) = lim Og (U) ou la limite

projective est prise sur l'ensemble des U C X et § -admissibles.
Alors (X,04 ,8x) est un espace analytique rigide,

On appelle ouvert analytique de 1, tout ouvert X wmuni de la
structure analytique (X,0x ,Gx). On appelle ouvert affinoide tout
ouvert analytique qui est un espace affinoide.

DEerFINITION 1.2 ([2] p. 337). — On dit qu’un espace analytique
X est connexe s'il n'a pas de recouvrement admissible {X.},c, tel
que 1=1, UL, (réunion disointe), (U X)N(U X)=0¢
€1, €1y
et U X #FO+#+ U X.

i€l i€ly
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ProrosiTION ET DEFINITION 1.1. — Soit X un espace analytique,
x € X, V., la réunion des ouverts analytiques connexes contenant
x. Alors l'ouvert analytique V. est connexe. La famille {V_ }, cx
vérifie. X=UV_,V, =V, si V., NV ¥ @ et tout ouvert
analytique connexe U est contenu dansun V.

Les V, s‘appellent les composantes connexes de X .

PROPOSITION 1.2. — Soient §2 un espace analytique connexe,
X un ouvert analytique quasi-compact (i.e. X admet un recouvrement
admissible affinoide fini) de §2. Alors X est contenu dans un ouvert
analytique quasi-compact connexe de §).

Preuve. — Voir [9] prop 1 .4.

ProrosiTION 1.3. — Soit (X, 04 ,8) un espace analytique séparé.
Alors on a une topologie de Grothendieck g’ sur X définie par :

1) Un ouvert de X est §'-admissible si c’est X ou un ouvert
affinoide de (X,04,8).

2) Soit W un ouvert g'-aa’missible, un recouvrement {W;};
de W est G-admissible si les W; sont G'-admissibles et si tout
ouvert affinoide contenu dans W est contenu dans une réunion finie
de W,

;-

Soit ©y le faisceau défini de facon naturelle sur (X,@') d
partir de Oy , alors Idy : X —> X induit un isomorphisme d’espaces
analytiques entre (X,0x ,g) et (X,0%,8').

Preuve. — Evident.

Dans la suite tout espace analytique séparé sera muni de cette
topologie de Grothendieck (pour laquelle tout ouvert affinoide est
admissible). On rappelle que tout espace affinoide est séparé et que
Panalytification d’une variété "algébrique séparée est un espace
analytique séparé ([1] p. 7, [4] p. 282%).

Nous allons définir maintenant le genre d’un espace analytique.

DEFINITION 1.3. —Soit Y une variété algébrique réduite séparée
définie sur un corps algébriqguement clos K.On suppose que les
composantes irréductibles de Y sont de dimension 1. On appelle
complété projectif de Y [l'unique (a isomorphisme prés) variété
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projective Y contenant Y comme ouvert dense et telle que Y —Y
soit régulier. On _appelle genre de Y et on le note g(Y) le genre
arithmétique de Y , i.e. dim, H' Y, 0y).

DEFINITION 1.4. — Soient k un corps valué complet algébri-
quement clos, R un k-espace affinoide régulier de dimension 1.
On appelle genre de R et on le note par g (R) le genre de R°, la
réduction canonique de R.

Cette définition est motivée par les théorémes suivants :

THEOREME 1.1 (van der Put). — Soient k un corps valué complet,
algébriquement clos, R un k-espace affinoide régulier de dimension 1,
et R —— R la réduction analytique selon un recouvrement pur
de R. Alors il existe une courbe projective non-singuliére R et

une réductionanaly tique R 1> R telles que R soit ouvert . affinoide
de R (analytifiée), ¥|lg =r et R= R complété projectif de R .

Preuve. — Voir [11] Théoréme 1.1, on peut aussi consulter [5]
§ 2.6 Théoréme 6 pour un énoncé plus général.

THEOREME 1.2 (Bosch; Gerritzen, vander Put). — Soient k un
corps valué complet algébriquement clos, Z une variété projective
de dimension 1 sur k, Z*" Ulanalytification de Z, 1™ — Z
une réduction selon un recouvrement pur finide Z*™ . Alors

dim, H' (Z*, 0,,,) = dim, H' (Z,03).

Preuve. — Voir [1] Théoréme 2.8 et [7] Théoréme p. 139.

Remarque. — D’aprés le théoréme GAGA de Serre, on a
dim, H' (Z™, 0,,,) = dim, H' (Z, ©,) pour toute variété projective
Z sur k([8], [13]). Donc en vertu des deux théorémes ci-dessus,
tout espace affinoide régulier de dimension 1 sur k& valué complet
algébriquement clos est ouvert affinoide de [I'analytification d’une
courbe projective non-singuliére définie sur k et de genre égal
a g(R).

Nous rappelons aussi un théoréme de Fresnel et Matignon ([5]
§ 1.4 Théoréme 1) qui sera utilisé 4 plusieurs reprises.

THEOREME 1.3 (Fresnel, Matignon).— Soient k un corps valué
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complet, 1 une variété projective réduite sur k, pure de dimension 1
(i.e. les composantes irréductibles de 71 sont de dimension 1), R
un ouvert affinoide de Z™ . Alors il existe fER(Z) une fonction
rationnelle telle que R = {(x EZ|f€ O, , et |f(x)I<1}.

COROLLAIRE 1.3.1. — Soient k wun corps valué complet, C une
courbe projective non-singuliére sur k, R un ouvert affinoide de
C*™. Alors il existe R' ouvert affinoide de C™ tel que {R, R}
soit un recouvrement pur de C™ et que R° soit dense dans C la
réduction de C* selon le recouvrement pur {R,R'}.

Preuve. — Soit f€ R(C) tel que
= (xECIfE B, ,If®)I<1}.

On pose R'={xEC|f '€ O, ,,If"'(x)I<1}, alors {R,R"
est un recouvrement pur de C* quirépond i la question.

PROPOSITION 1.4. — Soient k un corps valué complet algébri-
quement clos, R un espace affinoide régulier de dimension 1 sur
k. Alors on a les propriétés suivantes :

1) Si R est un ouvert affinoide d’une courbe projective non-
singuliecre C, ona g (R) < g (C) ou g (C) est le genre arithmétique
de C. ‘

2) Si W est ouvert affinoidede R, ona g (W) < g (R).
Preuve. — 1) Voir [12] prop. 1.2.6.

2) C’est une conséquence immédiate de 1) et de la remarque
qui suit le théoréme 1.2.

DEFINITION 1.5. — Soient k un corps valué complet algébri-
quement clos, X un espace analytique régulier séparé de dimension 1
sur k. On appelle genre de X et on le note g (X) la borne supérieure
de {g (R)|R ouvert affinoide de X}, donc g(X)EN U {oo}.
On dit que X est de genre finisi g (X) < oo,

Remarque. — D’aprés la prop. 1.4, cette définition coincide
avec la définition 1.4 lorsque X est affinoide.

PRrROPOSITION 1.5. — Soient k wun corps valué complet algébri-
quement clos, C une courbe projective non singuliére sur k. Alors
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1) g (C*™) = g (C) le genre arithmétique de C,

2) tout ouvert analytique de C* est de genre fini.

Preuve. — C’est une conséquence de la proposition 1.6 et du
théoréme 1.2.

2. Réduction préstable des espaces de genre fini.

Soient k£ un corps valué complet algébriquement clos, P,‘c la
droite projective, il existe donc une fonction rationnelle T sur P,
telle que k (T) soit le corps des fonctions rationnelles sur P,lc. On
identifie alors k a louvert de P, ol T est régulier et on note oo
Punique pdle de T, pour tout zEk on a donc T(z)=2z et
T !() =0. Soient a€k, wmEk — {0}, on note B(a,m) le
disque ouvert, {z€k ||z —a|<|m|} et D(a,n) le disque fermé,
{z€k||lz—al|<|m|}.

On sait ([3] p. 405, [7] p. 91) que tout ouvert affinoide

connexe de P, est soit de la forme P, — U B(q,n,), soit
1<i<n
de la forme D (q,,®,) — Y B{q;,n,) et que pour
1<i<n
R=P,— Y B,,m),
1<i<n

tout f€ O (R) s’écrit de facon unique sous la forme

frat XX (2,

1<i€n 1€j<e T_a,-

avec o, €k, o; €k, lim a; =0 et

I'-»oc
Ifll, = max {log |, la;l11<i<n,j=>1}.
(6]p.7,(71p.78 ~79).

PrRoOPOSITION 2.1. — Soient k wun corps valué complet algébri-

quement closs, R=P.— U B, 1), f=a, + 2 a, ( T )]
, g 1<i<n e 0 ‘,-‘ o T—a,'

un élément de © (R)°. Alors ’'homomorphisme ¥ : k (T) — © (R)

défini par ¥ (T) = f induit un morphisme ¢,: R — B} = Spm k(D)
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dont l'application ensembliste n’est autre que x +— f(x). Alors
¢ est un isomorphisme de R sur un ouvert affinoide de B,‘c si et
seulement s’il existe iy < n tel que:

o,

ol sii=iy et j>2

log | <
+

Preuve. — Voir [9] prop. 2.3.

DEFINITION 2.1. — Soient k un corps valué complet algébri-
quement clos, R un k-espace affinoide régulier connexe de
dimension 1, de genre 0, x,€R. Une partie {e,,...,e,} de
© (R)® est appelée x,-base de R s’il existe un isomorphisme ¢
de R sur un ouvert affinoide de P,’c de la forme '

Pllc - Y B (ai’"i)’ avec  ¢;= ¢#(R) < " )

1<i<n T—ai

pour tout i<n, et p(x,) =o°.

PROPOSITION 2.2. — Soient k wun corps valué complet algébri-
quement clos, R un k-espace affinoide, régulier, connexe, de

dimension 1, de genre 0, x,ER et {el,...,en},{e'l,'...,e,'n}'
deux x,-bases de R. Alors il existe une bijection
r:{l,...,n} — {1,...,m}, A\,...,\, €k

tels que |\ =1 et ¢,€N e,y + O (R)°.
Preuve. — C’est en fait un corollaire de la proposition 2.1.

Remarque. — Soient k un corps valué complet algébriquement
clos, R un espace affinoide régulier connexe de dimension 1 sur k,
de genre 0. Alors R posséde au moins une x,-base. En effet les
théorémes 1.1 et 1.2 montrent que R est isomorphe a un ouvert
affinoide de P, .

PROPOSITION 2.3. — Soient k un corps valué complet algébri-
quement clos, X un espace analytique sur k, connexe, régulier,
séparé, de dimension 1 et non projectif (i.e. X n’est pas isomorphe
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a lanalytification d’une variété projective sur k). Alors tout ouvert
analytique quasi-compact de X est affinoide et est contenu dans un
ouvert affinoide connexe de X.

Preuve. — Soient U un ouvert analytique quasi-compact de
X, U, une composante connexe de U (voir prop. et déf. 1.1), U,
est quasi-compact, on sait que U, est soit affinoide soit projectif
([S1 & 2.2. prop. 5). Supposons U, projectif, alors U, # X, il
existe V ouvert analytique, connexe, quasi-compact de X tel que
U, S V (prop. 1.2). On a deux cas:

a) V projectif. Il existe f€®R (V) —k sans pdle dans U,
donc flUl € 0 (U,) = k, donc pour un certain A€k, f— A aune

infinité de zéros. C’est impossible.

B) V affinoide. Pour tout f€ O(V),fly =(fIU1)lR €k

pour tout ouvert affinoide R de U,, donc dimR =0, donc
dim U, = 0. C’est impossible.

Par conséquent U, est affinoide, les composantes connexes
de U sont affinoides, il en est de méme pour U. On a le reste par
la prop. 1.2.

PROPOSITION 2.4. — Soient k un corps valué complet algébri-
quement clos, X un espace analytique sur k connexe, régulier,
séparé, de dimension 1, non projectif et de genre 0. Alors X admet
un recouvrement admissible {X,},., avec X, CX, ., , X, ouvert
affinoide connexe.

n

Preuve. — Voir [9] prop. 3.3.

DEFINITION 2.2. — Soient X un espace analytique sur k,
r:X — X une réduction analytique de X. On dit que X est
préstable si les composantes irréductibles de X (qui est un schéma
localement de type fini sur k) sont des courbes algébriques non-
singuliéres, si elles sont en nombre au plus dénombrable et si les seules
singularités de X sont des points doubles ordinaires.

PROPOSITION 2.5. — Soient k un corps valué complet algébri-
quement clos, X un espace analytique sur k, connexe, régulier,
séparé, de dimension 1, de genre 0, R, un ouvert affinoide connexe
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de X. Alors X admet un recouvrement pur {R,},., tel quela
réduction associée soit préstable.

Preuve. — Dans [7] p. 130 on a une démonstration pour les
ouverts analytiques connexes de P,'c , compte tenu de la prop. 2.4,
elle s’adapte sans difficulté a la situation présente.

PROPOSITION 2.6. — Soient k un corps valué complet algébri-
quement clos, C une courbe projective non-singuliecre sur k, R
un ouvert affinoide connexe de C*™ de méme genre que C, U un
recouvrement pur de R et s: R —> R la réduction associée. Alors
C* admet une réduction analytique §:C™ —> C telle que

C = ﬁ le complété projectif de R et § g =s. En particulier
g (R) =g (R).

Preuve. — Soit r:R —> R° la réduction canonique, d’aprés
le corollaire 1.3.1, on a une réduction analytique 7:C* — Z de
C™ selon un recouvrement pur de C™ telle que 7|y =r et que
R® soit dense dans Z .

Soit ¢: R —> R® le morphisme induit par le morphisme
d’espaces analytiques formels Idg: (R, U) — (R, {R}), soit
Y' la réunion des composantes irréductibles complétes de R. Alors
e(Y") est fini, ¢ 1 (@(Y)=Y et op: R—Y' —> R®—p(Y’') estun
isomorphisme ([4] Théoréme 4, p. 345, [12] prop. 1.1.2). Comme
g C)=gMR), on a g2)= g (R°), donc Z — R° est fini et
régulier.

Posons V=R —Y', cest un ouvert affine de R, soient
V,,V,,...,V, des ouverts affines de R tels que V,#V et
R=VUV,U...UV,, soit U ouvert affine de Z tel que
UNRSCyp (V) et Z—R°CU. Alors le recouvrement

FrU,r e V), s VY IL<i<n}

est un recouvrement pur de C*. Et il est clair que la réduction
§:C* — C répond a la question.

LEMME 2.1. — Soient k un corps valué complet algébriquement
clos, C une courbe projective non-singuliére sur k, R, un ouvert
affinoide connexe de C*, R un ouvert affinoide connexe de C**
qui rencontre R,, r:R, — RS la réduction canonique. Alors
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ou bien R contient une partif formelle de R, (ie. RD r~1(2),
ou 7 est un ouvert affine de R{), ou bien R est contenu dansune
fibre formelle de R, (ie. R Cr~ ' (p), ou pERY).

Preuve. — Voir [9] prop. 4.4 et prop. 1.6.

LeMME 2.2. — Soient k un corps valué complet algébriquement
clos, C une courbe projective non-singuliére sur k, r:C*® —> C
la réduction de C* selon un recouvrement pur de C*™ , p un point
régulier de C, R un ouvert affinoide connexe de C™ tel que
RNr-l'(p)# @ et R non contenu dans r~'(p). Alors pour
tout ouvert affine régulier connexe V contenant p, assez petit,
et pour tout f€ © r Y (V) tel que f soit un parameétre local
en p, on a les propriétés suivantes:

1) L’homomorphisme  :k (T>) — O (r— (V) défini par
Y (T) = f induit un morphisme de r—' (V) dans B,f, qui est un
isomorphisme de r— ' (p) sur {z€k°||z| <1} dont l'application
ensembliste est x V> f(x).

2) Il existe B,,B,,..., B, disques ouverts de r—'(p), tels

que RNr=Y(p)=r"'(p) — Y B,. En particulier, il existe
1<i<g¢

Mo € K% tel que {x€r ' ()IIfx)| =71} CR.

3) Soit mE€K® — {0}, alors W={xEr V) |Ifx)|=Inl}
est un ouvert affinoide connexe de r~'(V), W a deux composantes
irréductibles Z,,Z, respectivement isomorphes d V et da
A, =Spmk([T], et Z,NZ, est un point doubles ordinaire
pour W¢.

Preuve. — 1) Voir [3] prop. 2.2, [4] prop. 3 p. 332.
2) Voir [9] prop. 4.4.

THEOREME 2.1. — Soient k wun corps valué complet algébri-
quement clos, X un k-espace analytique régulier, connexe, séparé,
de dimension 1 et de genre fini. Alors X admet une réduction
préstable.

Preuve. — Si X est projectif, voir [3] Théoréme 7.1, [12]
Théoréme 1.9. La démonstration étant de nature locale, le résultat
est aussi vrai pour les espaces affinoides réguliers de dimension 1.
On supposera dans la suite X non projectif.
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a) Soit R, un ouvert affinoide connexe de X de genre
g (X), (R, existe d’aprés la prop. 2.3), soit s,: R, — ﬁo la
réduction de R, selon un recouvrement pur U, = {U,,..., U},
on suppose qu’elle est préstable. Pour tout ouvert affinoide connexe
R contenant R, , il existe une courbe projective non-singuliére C
sur k, de genre g (X), et un isomorphisme ¢ de R sur un ouvert
affinoide de C* . Soit r,: ¢ (Ry) — ¢(R,) la réduction préstable
de ¢ (R,) selon le recouvrement pur ¢ (U,) = {¢ (U,), ..., ¢ (U)},
d’aprés la prop. 2.6, C* Aadmet une réduction analytique

Fo:C*™ —> C telleque C = ¢ (R,) et Folo®g) = 7o -

B) Montrons qu’il existe un couple (R,,s,) décrit comme
ci-dessus tel que

(*) pour tout quadruplet (R,y,C,r;) décrit comme ci-dessus,

les points de 7,(p(Ry)) 4 (R,) soient sur les composantes
irréductibles rationnelles de C.

En effet si un couple donné (R, s,) ne vérifie pas (*), on peut
en trouver un autre qui la vérifie “mieux’’. Plus précisément, soient
(R,¢,C,7?,) un quadruplet pour lequel (R,,s,) ne vérifie pas
M, E{F(p(R)) —¢(Ry}NY, ou Y, est une composante
irréductible non rationnelle, p étant régulier, il existe un ouvert affine
connexe VCC, f€ O (r—1(V))° tels que

PEVCY,, V—{p}Ce(Ry)

et f soit un parametre local en p. D’aprés le lemme 2.2 il existe
T€L® — {0} telque W={xEr (V) ||f(x)|= (7|} soit connexe
et contenu dans ¢(R), donc W, =¢(R;)UW est un ouvert affinoide
connexe contenu dans ¢ (R),R, = ¢ ! (W,) est un ouvert affinoide
connexe de X de genre g (X) (R, contient R;)) et d’aprés le
lemme 2.2, U, = U, U {p~! (W)} est un recouvrement pur de

R, et la réduction associée s,:R; —> R, est préstable. A R,

on peut associer n, (R,) le nombre de points de R,— R, qui

sont sur des composantes irréductibles non rationnelles, on définit de la
méme fagon ng, (R,). Ladescription de W€ par le lemme 2.2 montre

que n, (R;) =n, (Ry) —1. Comme ces nombres sont positifs,

au bout d’un nombre fini de telles opérations, on trouve un couple
(R, , 5,) quivérifie (*). Ilsera fixé dans la suite.
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7v) Soient F lensemble des points de R, — R, qui sont sur
de R,,
et pour tout i <m, V, un ouvert affine régulier de ﬁo tel que
FNZ,CV,CZ,. Pour tout quadruplet (R,yp,C,7;) décrit dans
o), ¢ induit un isomorphisme W¥: ﬁo — ¢ (Ry)_ tel que
Wos, =ryo¢, ¥ se prolonge en un isomorphisme 1 : ﬁo — C.
D’aprés le choix de (R, , s,) (voir B)),

7o (0 (R) C o (Ry U ¥ (F) = y (R, UF),
donc ¢ R)=9 (R U( Y @ (R)N7 ! (¥(V)), done
1<i<m

**I>R=R,U[ U o ' (@® NNV
1<i<m
On pose pour i <m X;= Uy (¢ (R) N7y * (¥ (V,))), ol laréunion
est prise sur tous les quadruplets possibles (R,¢,C,7;) décrits dans
a). Ona X, connexe, séparé, de genre 0, par conséquent X, admet
un recouvrement pur U, = {R, ;},,, tel que la réduction associée

soit préstable et Ro’, = so_l (V,—FnNZ) (prop. 2.5).

D’apres (**), U, U U, U ... UU, = U est un recouvrement
affinoide admissible de X (U, est un recouvrement pur de R, qui
définit s, : R, —> R;). Il est clair que U est un recouvrement pur
de X et que la réduction associée est préstable.

les composantes irréductibles rationnelles 2, ,Z,,...,Z,

COROLLAIRE 2.1.1. — Avec les hypothéses du théoréme, si X
n’est pas projectif, on a les propriétés suivantes :

1) L’espace X admet un recouvrement admissible (X}, ,
avec X, affinoide connexe, X, CX,,, et O0(X,,,) est dense

dans 0 (X,).

2) Pour tout faisceau cohérent & sur X et tout entier n =1,
H" (X,%) = 0 et & est engendré par ses sections globales.

Preuve. — Voir [9] prop. 4.5.

3. Immersion dans une courbe projective.

THEOREME 3.1. — Soient k un corps valué complet algébri-
quement clos, X ouvert analytique connexe d’une courbe projective
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connexe non-singuliére sur k. Alors X est isomorphe d un ouvert
analytique d’une courbe projective non-singuliére de genre g (X).

Preuve. — On suppose g (X)<g(C). Soit r:C —> C une
réduction analytique préstable. On va montrer que X est isomorphe
a un ouvert analytique d’une courbe projective connexe non-singuliére
C, qui admet une réduction préstable C , ayant strictement moins
de singularités que C , ce qui démontrera le théoréme.

Soit g un point singulier de C , c’est un point double ordinaire.
Soit V un ouvert affine de C qui contient g et tel que V — {g}
soit régulier. Il existe f€ © (r~ ! (V)) inversible, m € Kk tel que
I flly = Nwf?! l,, =1, et que 'homomorphisme

Vi kA(T) — O @~ (V))

défini par ¢ (T) =f induise un morphisme o¢:r ' (V) —B;
qui est un isomorphisme de r~'(g) sur {z€K°||m|<|z|<1}
([3] prop. 2.3). Pour tout x€r~ ! (V), ona o (x) = f (x).

Il y a deux types de points singuliers q.

I) Il existe R un ouvert affinoide connexe de X qui rencontre
r=1(q), et r~ (g0 —RNr-1(g) est contenu dans une réunion
finie disjointe de disques ouverts.

II) Pour tout ouvert affinoide connexe R de X quirencontre
r=1(g), il existe a,f8 € k tels que |m|<|a|<|B|I<1 et
RNr g =xer ' @IlIfx)I€]lal,[BI[}— Y B, ou

1<i<m

les B, sont des disques ouverts de rig.

Si tous les points singuliers ¢ sont du type I, C— X est
contenu dans une réunion finie disjointe de disques ouverts (voir
lemme 2.1), on aura donc g (C) = g(X), ce qui est contraire a
Ihypothése g (X) < g (C). Par suite il existe un point singulier g
du type II. Il existe donc AE[|w],1] (| 7| est le rapport de la
couronne r~ !(q)) tel que pour tout ouvert affinoide R de X, il
existe a,f€k avec |a|<A<|F]| et

XEr'@Ial<| fx)I<IBI}Cr (g —RNr ().

Supposons d’abord A€] |nw|,1[, fixons =, m, € k tels que
| <|my | <A<|m | <1 et considérons les espaces affinoides:

D1={z€k||z|<|1rl|}CP,lc, D,={z€k|lz|>|m |} U {3 CP;
et
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Wo=r"'(C—{gHV{xEr'MIifx) =l
ou |f@x)|<|m, [}, W, estaffinoide car quasi-compact et différent
de C ([5] § 2.2). On les recolle selon les isomorphismes :

W, D xEr ') Ifx)I=Im 1} — {z€k||z|=|m [} CD,

o
WD Ixer "W IIfx) I =1m,1} — {z€k |lz|=|m, |} CD,,
et on note Z [Despace analytique ainsi obtenu. Soient

Vo:Wog — Z,y,:D, —m Z,y,:D, — Z
les morphismes injections canoniques. On définit une application
0 .C — Z par:

Yo () i xEW,
0 )=( ¢, (0x) si x€r (g et |m|<[fE)I<A
¥, (0 (x)) si x€r (g et [m |>[f(x)]|>N\.

Le fait que le point singulier g soit du type II entraine que 6 induit
un isomorphisme de X sur un ouvert analytique de Z. D’autre
part Z admet une réduction Z isomorphe i la normalisation de C
au point ¢. Comme Z est séparé, c’est une courbe projective réguliére
analytifiée. Soit C, la composante connexe de Z quicontient 6 (X),
alors X est isomorphe a Pouvert analytique 6 (X) de C,, C, est
une courbe projective non-singuliére, elle admet une réduction
analytique C, qui est une composante connexe de Z, donc C, a
strictement moins de singularités que C. La démonstration est donc
terminée. Le casoll A =1 ou A = |7 | se traite de fagon analogue.

Nous considérons maintenant le probléme de I'immersion d’un
espace analytique de genre fini dans une courbe projective.

DEFINITION ET NOTATION 3.1. — Soient k un corps valué complet
algébriquement clos, R un k-espace affinoide, connexe, régulier de
dimension 1, de genre 0, x, € R, R, un ouvert affinoide connexe
de R contenant x, .

1) Soit f€ ©(R)°, on dit que f induit une immersion injective
ouverte si I’homomorphisme Yk (T) — O (R) défini par
Y, (T) = f induit un morphisme ¢r: R — B,t =Spm k (T) qui est
un isomorphisme de R sur un ouvert affinoide de B,i .
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le nombre

1

2) On note par

sup {Ilflg, Il IfE0 R)?, flg, noninversible}.

3) Soient D ={d,,...,d,} une x4-base de R, (voir
définition 2.1), E={e,,...,e,} une x,-base de R. On définit
l'application 7(E,D): E — D de la facon suivante: pour tout
i<n, elg, induit une immersion injective ouverte, donc il existe
J<m unique, NEk tels que ez €N+ O (R)®) (voir
prop. 2.1), on associe alors d; a e,.

4) Soit ¢: R —> P, un isomorphisme de R sur un ouvert

affinoide P, — U B(a;,m) de P, tel que ¢(x,) = et
1<i<n
T,
pour tout i <n,e, =p# (R) (T ! ), on note (eile,.> le nombre
—a
..
— L\ siiFj, et 1sii=j.
(a,' - a,')

PROPOSITION 3.1. — Avec les hypothéses de la définition 3.1, on
a les propriétés suivantes :

1) Soient R, un ouvert affinoide connexe de R contenant R,,
H={h;,...,h} une x,-base de R,. Alors

R,
R
et T7(E,D)=7(H,D)or (E,H).

2) Les nombres (eile,.) ne dépendent pas du choix de l'isomor-
phisme ¢ .

R R
’Ell< —Rl =max {lelg Il <i<n},

R,
R2

Preuve. — C’est une conséquence immédiate des propositions 2.1
et 2.2.

LeEMME 3.1, — Soient k valué complet algébriquement clos,
X un k-espace analytique régulier de dimension 1, (R)),-, une
suite croissante (pour Uinclusion) d’ouverts affinoides connexes de

n

genre 0 de X,x,€R,. On suppose que |n,|= <1

R, 41
pour tout n. Alors il existe pour tout n>1 une x,-base
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{e,15-.-s€,5) de R, telle que pour n>m=1, on ait

e, 1lr, €K% (e, , + <2<s 8pm Em,j Kk%e, 1, ou
1<j<S,

|5n’m |=Max {In;|Im<i<n-—1}
et 1§, ;1="{e, ile, ;).
Preuve, — Voir [9] lemme 5.2.
LeMME 3.2, — Avec les hypothéses et notations du lemme 3.1,

il existe une suite d’ouverts affinoides connexes {8S,}, , tels que :

n

1) Pourtout n=21, R, CS, CR, ., et <1,

n+1
2) Pour tout isomorphisme ¢, de S, sur un ouvert affinoide
Py —UBI(c;, ) de P avec ¢, (xg) =, ona le;—¢ 1>yl si
iFj.
Preuve, — Voir [9] lemme 5.3,

ProrosITION 3.2, — Soient k un corps valué maximalement
complet et algébriquement clos, X un k-espace analytique connexe,
régulier, séparé, de dimension 1, de genre 0. Alors X est isomorphe
d un ouvert analytique de P} .

Preuve. — Soit r: X — X une réduction préstable (propo-
sition 2.5), si X a un nombre fini de composantes irréductibles, alors
X est soit P,‘c , soit un espace affinoide ([4] théoréme 4 p. 345,
[12] prop. 1.1), on a donc le résultat d’aprés le théoréme 1.1 (van
der Put). On suppose donc que X a une infinité de composantes
irréductibles Z,,...,Z,,... . Quitte 4 augmenter X, on peut
les supposer toutes completes. Comme g (X)= 0, le graphe
d’intersection de X est un arbre ([7] p. 130). Soit d(Z,,Z2,) la
distance entre Z, et Z, dans le graphe d’intersection de X
([71p. 11).

On pose pour tout n=1, R,

=r 1 (X - U Z,),
d(Z,,Z,)>n

les R, sont des ouverts affinoides connexes de X et {R,},,

est un recouvrement admissible de X. Pour tout n=1, on a

R <1.

n

Rn+l
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On fixe un point x, € R, et on considére la suite (S,),,
associée aux R, , définie dans le lemme 3.1. Pour tout n =1, soit
D,={d,,,---» dn,sn} une x,-base de S, , on peut supposer que
r®,,,,D)d,,, ,)=4d,,, donc si n>m=1, on a
r(®,,b,) d,,) =d, ,, par conséquent,

dyils,, = nm(}" 2 Ny o 0)dE ),

t21 1€j<g5y,

ol ozn’mEk, - “(n)Ek Lim A, “( n)=20, )\m,l,](n)=1 et

(— o

N\, “(n)|<<d |dm,1> si (j,0) # (1,1). (voir prop. 2.2).

Soit Am j.. la suite définie par A, ; (1) =0 si n<m et
Am’i,c(n) = m i, (n) si n>m. Soit " (k) I'ensemble des suites
a coefficients dans k et bornées, les A, ;. sont des éléments de
1 (k). Soit ¢ l'ensemble des suites convergentes a coefficients dans

k, la forme linéaire ®:c — k définie par @ ((¢,),) = lim q,

n— oo

est continue, de norme égale 4 1. Soit G le sous-espace vectoriel
fermé de (* (k) (muni de la norme || (a,), |l = Sup |«, |) engendré
n

par ¢ et les suites Am’m pourm =21, j<s,, t=1. La forme
linéaire @ se prolonge en une forme linéaire continue de G dans
k, de norme égale 4 1 ([10] chap V, k maximalement complet),
on note encore ¢ ce prolongement.

Pour tout m =1, on pose

_ 1 . O L
g =0 X X @B, )dy s,
21 1€j< gy
la série converge car
S
] < m—l
Ildm,,lsm_llsp\ S <1,
m

donc g, €06 (S, _,). En utilisant la proposition 2.1, un calcul
semblable a celui du lemme 3.1 montre que «, ,-g, induit une
immersion injective ouverte. Par suite ’homomorphisme

Uk, |, TY — O(S,_,)

défini par Y, (o, ; T) =, | g, induit un isomorphisme ¢, de
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S, sur Pouvert affinoide {z€k||z|<|q, ,I7'} S P, dont
I'application ensembliste est x — g, (x). Soient x€S,_,,
n>m, ona &,, o, =« , donc

o, X by B ;. (1) d}y G6)

=1 spyEizi

— A1 — 1 — 1
—am,lan,m dn,l (x)-an,l dn,l(x)‘

Donc g, (x) —g,, _, (x) est 'image par ® d’une suite nulle a partir
du m®me rang, donc &n X)) —g,_,(x) =0, ce qui prouve que
P s, 5 = Pm—1 - Soit X'= U ¢,@6,_), les ¢, (S, _)

m=z2
forment un recouvrement affinoide admissible de I’ouvert analytique
X' de P, ([7] p.127),donc X est isomorphed X'.

ProroSITION 3.3. — Soient k un corps valué complet algébri-
quement clos, X un k-espace analytique connexe, régulier, séparé,
de dimension 1, de genre 0. On suppose que pour tout R ouvert

R
affinoide connexe de X, inf {|E | R"  ouvert affinoide

connexe contenant R} est nulle. Alors X est isomorphe a un ouvert
analytique X' de P, tel que Py— X' soit une partie compacte
(pour la topologie ordinaire sur P}).

Preuve. — On peut supposer X non projectif. Soit § € k°° — {0},
X admet un recouvrement admissible affinoide {R,},,, avec R,

n

connexe, R, C R, ,, et < |8 | (voir prop. 2.4).

n+1
Soit xq € R;. On munit chaque R, dune x,-base
fe, 1,58, sn} définie dans le lemme 3.1, doncpour n >m =1,
0 Y 00 :
on a e, , |Rm€k_[em,l+ P 5Em’jk (em,j)], ou Em’iEk
1<j<sy
et 1§, ;1="{e, le, ). On considere les suites A, , = associées
aux x,-bases {e, ,,...,e,  } définies dans la démonstration de

la proposition précédente ainsi que les espaces de Banach
& (k),c,G. Soit ® une forme linéaire sur G satisfaisant
Ilen<isi~! et @((a,),) = lim o pour tout (w,),€c

n— o

((10] p. 61). On a donc ®(A, ,,)=1 etsi (j,)#*(l,1)
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[P (A S|Pl -(6]-(e ). On définit,

em,l)f(em,ilem’l .

m,ji,0 | m,il

de fagon analogue a ce qui est fait dans la démonstration de la
proposition précédente, les fonctions g, € O (R, _,), un petit
calcul montre que g, induit un isomorphisme ¢, de R, _, sur
un ouvert affinoide de P, et que ¢, lg, _, =¢,_,. Soit
X'= U ¢, (R,_,), en composant avec une fonction homo-
mz22
graphique, on peut supposer o, (x,) = . Comme
R, R, R

1 _1 _m—1

Rm R2 Rm

si 9, (R))=P. ~ U B(,,m), P, —9, ., (R,) est une réunion
1<€i< B3|

d’un nombre fini de disques ouverts de rayons majorés par

(861" ~' max |m|, ce qui montre que P} — X' est compact.
1Ki<s)

<|§mt,

Soit R un ouvert affinoide de P, contenu dans X',
RN[P, —¢, ,; R, D>, est une suite décroissante d’ouverts
de diamétres tendant vers 0, d’intersection vide, donc

RO —¢, ., R)=0¢
pour un certain m, soit R Ty, ., (R,), donc {¢,,, (R )},

est un recouvrement admissible de 'ouvert analytique X' et X est
isomorphe a X'.

DreFINITION 3.2, — Soient k un corps valué complet algébri-
quement clos, X un k-espace analytique connexe, régulier, de
dimension 1, séparé, de genre fini, r: X — X une réduction
préstable. On appelle demi-droite infinie de X toute suite (Y,),s ,
de composantes irréductibles deux d deux distinctes de X telle que
pour tout n=21,Y,NY,,, #@. Comme g(X)<oo, il existe
ny =1 tel que pour tout n=n, et tout

m>n+2’ YnnYn+1 = {qn}

(ie. est réduit @ un point) et Y, NY,, =@ . La fibre formelle
r=1(q,) est isomorphe @ une couronne {z€k||n, |<|z|<]1},
on appelle valeur absolue de langle (Y,,Y,,,) le nombre |m, |
({71 p. 131), on dit que le produit des valeurs absolues des angles

de la demi-droite (Y,) estnulsi I |n, |=0.

n>ng

n>1
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PROPOSITION 3.4. — Soient k un corps valué complet algébri-
quement clos, X un k-espace analytique connexe, régulier, séparé,
de dimension 1, de genre 0. On suppose que X admet une
réduction préstable r:X —> X telle que le produit des valeurs
absolues des angles de toute demi-droite infinie de X soit nul et que
toutes les composantes irréductibles de X soient complétes, Alors X
est isomorphe a un ouvert analytique X' de P, et P, —X' est
compact.

Preuve, — Voir [9] prop. 5.3.

Nous passons maintenant du genre 0 au genre fini.

THEOREME 3.2. — Soient k un corps valué maximalement complet
et algébriquement clos, X un k-espace analytique connexe, régulier,
séparé, de dimension 1 et de genre fini. Alors X est un ouvert
analytique d’une courbe projective non-singuliére de genre g (X).

Preuve. — Soit r: X —> X une réduction préstable, on peut
supposer que X a une infinité de composantes irréductibles (voir le
début de la démonstration de la proposition 3.2). Soient V, un
ouvert affine connexe de X tel que g V,) = g(X), F Padhérence
de V, dans X, et F, ,F,,..., F, lesadhérences des composantes
connexes de X —F. Pour tout i <n, FNF, est un point double
ordinaire p,, il existe alors un ouvert affine connexe U, et
S O ! (U,.))O avec les propriétés suivantes: p,€ U, U, — {p}
est régulier, 'homomorphisme ,: k<(T) —> O (r— ! (U)) défini
par y,(T) =f, induit un isomorphisme o, de r~!(p,) sur une
couronne de la forme {z€k||m|<|z|<1} et EIFmUi =0
(3] prop. 2.3). On fixe m,, my € k telsque 1> |m,|> |7y | > |7, |
pour tout 1 < i <, et on considére les ouverts analytiques

X, =r ' (F—pHU ERETTOU)II)1> 7,1},

-~

A, =xEr~YU)llmg | = |f,0)| = |mgl};

X; =XUA, R=XNA=xEr ' U)IIf(x)]=Imyl},

Ry, =r '(F—{p,,...,p, DV
Uxer ) IIf) <|ml}.
i<n

Pour i<n, ona g(X;)=0 parce que X;Nr 1 (V) =0¢.
On construit Pespace analytique Y, en recollant X et le disque
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fermé {z€k||z|< |my|} par Iisomorphisme
ZEFTU L) =11} D zE€kIzI<Im)l}.

L’espace analytique Y, est connexe régulier, séparé, de dimension 1,
de méme genre que X; , donc de genre 0. D’aprés la proposition 3.2,
il existe un isomorphisme ¢, de Y, sur un ouvert analytique de
P,. On peut supposer que ¢,(X)C {z€k|(z|> [myl} U {oo},
e (A)={zE€k|Imyl =1z |27y |}, et 9 (R)={z€k||z|=|myl},
et donc que ¢,(X)C{z€k||z|=2(my|} U {=}. Pour i<n,
on pose D, = {z€k|[|z|=|my|} U {>°}. On recolle les espaces
analytiques R,,D,,..., D, par les isomorphismes

o
R, O R, > ¢;(R) € D;.

Soit Y I’espace analytique ainsi obtenu, on voit que Y est séparé.
Comme Y est connexe, régulier, quasi-compact de dimension 1,
il est soit projectif, soit affinoide ([S] § 2.2 prop. 5), donc
Y est ouvert analytique d’une courbe projective non-singuliére
(théoréme 1.1), donc X est ouvert analytique d’une courbe projective
non-singuliére, on peut supposer cette courbe de méme genre que X
d’aprés le théoreme 3.1.

Remarque. — D&s que k n’est plus maximalement complet, il
y a un contre-exemple au théoréme 3.2. Voir [9] Prop. 5.5.

Soient K un corps valué complet, k& un sous-corps fermé de
K, X un espace analytique séparé sur k. On peut définir de facon
canonique un espace analytique X, sur K, si X =SpmA est

affinoide, Xy, = Spm (A& K) ([2] p. 368-370).

PrOPOSITION 3.6. — Soient k un corps valué complet algébri-
quement clos, X un espace analytique connexe, régulier, séparé, de
dimension 1, de genre fini sur k, K la cloture maximalement
compléte de k. Alors on a les propriétés suivantes :

1) Le corps K est algébriquement clos, K=k,sir:X —X
est la réduction de X selon un recouvrement pur U = {U},c;,
ret Xy X(K) la réduction de X, selon le recouvrement
pur WUy = (Uja\hie; - Alors )_((K)=§( et pour tout q€X,
¥y @) est isomorphe d r™'(q) -

2)Si 0 X)° =K%, alors 0 (X))’ =K’ (OX)° est
I’ensemble des f€ ©(X) telsque |f(x)| <1 pourtout x €X).
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Preuve. — Voir [9] lemme 5 4.

THEOREME 3.3. — Soient k wun corps valué complet algébri-
quement clos, X un k-espace analytique de dimension 1. Alors
les propriétés suivantes sont équivalentes :

i) L’espace X est ouvert analytique d’une courbe projective

non singuliecre C et C — X est compact (pour la topologie ordinaire
de C™).

il) L’espace X est ouvert analytique d’une courbe projective
non singuliere et © (X)° = k°.

ili) L’espace X est régulier, séparé, de genre fini et
0 X)° =k°.

iv) L’espace X est régulier, séparé, de genre fini, connexe
et pour toute réduction analytique r:X — X préstable, le produit
des valeurs absolues des angles de toute demi-droite infinie de X
est nul et toutes les composantes irréductibles de X sont complétes.

Preuve, — o) i) implique ii). Comme C™ est régulier, tout point
de C™ est contenu dans un ouvert affinoide isomorphe a
B,t =Spm k(T), donc il existe D, ,D,,..., D, ouverts affinoides

de C*™ isomorphes @ B, telsque C—XC U D,, ou D, ,
1<i<n

est une fibre formelle de D,. On peut supposer les D, deux a deux
disjoints.

Soit g€ 0 (X)°. Comme D,—D,N X est compact, on voit
facilement que g Imei se prolonge en une fonction g, € © (D).

L’ouvert C — U Dl., + est affinoide ([3] lemme 3.5), les fonctions
1<i<n

gle—up; , 815---+8, S€ recollent en une fonction
[ 3
— LIRS (1]
AG(‘)CM(C"‘)— k, dou gek’.
B) ii) implique iii). X est de genre fini d’aprés la propo-
sition 1.5.

y) iii) _implique iv). Comme O (X)° = k®, X est connexe. Soit
r: X —> X une réduction préstable de X selon un recouvrement
pur U = {U},c, de X.

v,) Supposons k  maximalement complet. D’aprés le
théoréme 3.2, X est ouvert analytique d’une courbe projective non
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singuli¢re C, de genre g (X). Montrons d’abord que X est dense
dans C* . Supposons le contraire, il existe un ouvert affinoide R
de C" R#@® et RCC—X, il existe f€R(C) tel que
R={(x€C|fE€O., [ fx) <1y (5] § 1 théoréme 1), il suit
que f~' € ©(X)° — k, contraire 2 ’hypothése ©(X)° = k°, donc
X est dense dans C* . Donc les composantes irréductibles de X
sont toutes completes.

Soit V un ouvert affine de X de genre g (X), alors toute
demi-droite infinie (Y,),., de X contenue dans X — V correspond
a une suite décroissante de disques ouverts (B,),. , de C*" —r~1(V)

telle que N B, N X =@ et que la limite des rayons des B, soit
nz1l

égale au produit des valeurs absolues des angles (Y,,Y,,,) (voir
[9] prop. 5.4). Comme X est dense dans C* et k& maximalement
complet, la limite des rayons des B, est nulle, donc le produit des
valeurs absolues des angles (Y, ,Y, ,,) pour n =1 est nul

v,) Cas général. Soient K la cloture maximalement compléte
de k, r¢:Xy, = X, la réduction de X, selon le recou-
vrement pur ‘U(K) = {Uykylie; - Dapres la proposition 36et v,),
on a le résultat pour la réduction ry : Xy, — X, donc aussi

pour la réduction r: X — X (toujours d’apres la proposition 3.6).

6) iv) implique i). On reprend la démonstration du théoréme 3.2
avec les mémes notations. Pour tout i< n, Y, est un k-espace
analytique connexe, régulier, séparé, de dimension 1, de genre O
(Y; est défini dans la méme démonstration) et admet une réduction
préstable Y, qui est la réunion de F, avec une composante
irréductible de \—{,. isomorphe a P,t , donc d’apres la proposition 3.4,
Y, est isomorphe par ¢; 4 un ouvert analytique de P,i et P,“ —¢;(Y)
est compact. Par conséquent D, — y,(X,) est compact. D’autre part
Y, la réduction de Y selon le recouvrement pur ¥ , est la réunion
de F avec un nombre fini de composantes irréductibles isomorphes
a P,t , donc Y est compléte et Y est une courbe projective ([4]
p. 334, [7] p. 139. Enfin, X = R, U U X, est isomorphe a

1<i<n
un ouvert analytique de Y dont le complémentaire dans Y est
compact.
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