
K1 MA4021 Feuille d’exercices n° 2.1 2013

Volume et mesure de Lebesgue. Intégrale de Lebesgue sur Rd, suite.

EXERCICE 1. Dans les premières quatre questions de cette exercice, il s’agit des sous-ensembles de R1 et des
fonctions définies là-dessus.

1. Posons A = Q∩ [0,1]. L’ensemble A est-il Borel-mesurable ? Lebesgue-mesurable ? Si oui, calculer son volume.

2. Les mêmes questions pour l’ensemble C1/3 ( = l’ensemble de Cantor à ratio d’un tiers).

3. Définissons la fonction

f (x) =
{

1, x ∈Q,
0, x ∈ I.

La fonction f -est-elle mesurable ?

4. Calculer les intégrales de Lebesgue suivantes :

(a)
∫

[0,1]
f (x)dx,

∫
[0,1]

(1− f (x))dx,

(b)
∫

C1/3

f (x)dx,
∫

C1/3

(1− f (x))dx.

5. Dans Rd : les questions 1-4(a) pour l’ensemble B = Qd ∩ [0,1]d et la fonction f correspondante.

EXERCICE 2. Calculer les intégrales suivantes :

1.
∫

π/2

0
dx
∫ x

0
cos(x+ y)dy,

2.
∫ 1

−1
dy
∫ y

2y
(x− y)eydx,

3.
∫

π/2

0
dφ

∫ cosφ

1
r sinφ · logrdr.

EXERCICE 3. Calculer les intégrales données sur les régions :

1.
∫

G
(xsiny+ ycosx)dxdy, G = [0,π]× [0,π/2],

2.
∫

G
(2x+3y)dxdy, où G est bornée par {x = y,y = 2x,x = 2,x = 3},

3.
∫

G
(x2 + y2)dxdy, où G est bornée par {y = x,y = x+a,y = a,y = 3a},a≥ 0,

4.
∫

G

√
x− ydxdy, G =

{4
5

x≤ y≤ x,1≤ y≤ 4
}

,

5.
∫

G
sin(x+ y)dxdy, où G est le triangle aux sommets (0,0),(3,2),(2,3).
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