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Exercice I

1. Questions de cours

(a) Donner la définition de la borne supérieure d’une partie de R et une condition suffisante pour son existence.

(b) Démontrer, en utilisant la condition suffisante de la question précédente, que toute suite réelle (u,), croissante ma-
jorée est convergente.

N

. Soit (1), la suite réelle définie par ug >0, u, = (un_l)z, n> 1. Etudier la convergence de cette suite en fonction de up.

Exercice I1

1. Question de cours. Soit (uy), une suite de nombres réels. Donner la définition de la limite supérieure, limy, .o 4p, (resp.
inférieure, lim,_,,,u,) de la suite (uy),,.

2. Pour chacune des suites (1), ci-dessous, on note A = {u,, n > 1} ; déterminer supA, infA, limy, oo tty, et lim, _ uy, :
1"
(@) u, = (—1)" (1—1—%),71 >1;

(b) u, = (2+ #) sinZt, n > 1.

Exercice I11

Soit f une fonction de [0, 1] dans R vérifiant, pour x # y, |f(x) — f(¥)| < |x—y|.
1. Montrer que f est continue.
2. Question de cours. Enoncer le théoréme de Bolzano-Weierstrass.
3. Soit (P) la propriété suivante :
«pour tout € > 0 il existe 0 € ]0, 1] tel que, pour tous x,y € [0, 1] vérifiant [x —y| > €, ona |f(x) — f(¥)| < e |x —y| »
(a) Ecrirela contraposée de (P).
(b) En raisonnant par I'absurde et en utilisant le théoréme de Bolzano-Weierstrass, montrer que (P) est vraie.
4. On suppose de plus ([0, 1]) C [0,1].
(a) Montrer que la fonction g(x) = |x — f(x)| atteint son minimum sur [0, 1] en un point ¢ qui est I'unique point fixe
(ie. f(a) =a) de f.
(b) Soitxp € [0,1], xo # c. Pour tout entier n > 1 on pose x, = f (x,-1).
i. Montrer que la suite n — |x, — ¢| est décroissante.

ii. Montrer que la suite (x,), converge vers o. Indication : si cela est faux, déduire de la question précédente que,
pour tout 1, on a |x, — ¢&t| > € > 0 et, en utilisant la question 3. (b), montrer que |x, — o] < aff |xo — ¢t].
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