MHT 202 2010 Feuille d’exercices n°1

EXERCICE 1.
Pour chacune des suites suivantes, trouver un encadrement, en déduire qu’elles convergent et calculer leurs limites :

E(an)
n 9

1. u, = acR;

.
2. Uy =Y <k<on+l vk

_ n+k
3. un = Ya<k<n yrog-

EXERCICE 2.
1. Soient (uy,), et (v,), les suites définies par

1 1
Up = Z Havn:’/ln‘ki

!
1<k<n nn
Montrer que ces suites convergent vers une méme limite qui n’est pas un nombre rationnel.
2. Soient 0 < a < b, (up), et (vn), les deux suites définies par

Up +Vy

uy=a,vo =>b, up11 = \/UpVp, Vp+1 = >

Montrer que ces suites sont adjacentes.

EXERCICE 3.
1. Montrer qu’une suite (u,), est convergente si et seulement si les deux sous-suites (u2,),, et (#2,+1), sont convergentes vers
la méme limite.

2. Montrer qu’une suite (u,), est convergente si et seulement si les trois sous-suites (u2y),,, (424+1),, €t (#3,),, sont conver-
gentes.

3. Etudier la convergence des suites (u,) ,, de terme général

(_l)kJrl

un:(—l)n,un:in,un: Z X

1<k<n

4. Montrer que la suite (u,), de terme général u, = (—1)" 7 n’est pas une suite de Cauchy.

EXERCICE 4.
1. Soit (u,), une suite convergente de limite /. Montrer que la suite (v,), de terme général

—1
Z?:o Ui

n

Vyp =

est également convergente de limite /.
1n

2. Soit (uy), une suite de nombres réels > 0 telle que la suite ("’;') converge vers [ > (. Montrer que la suite (un )
" Jn n

converge aussi vers /.

EXERCICE S.
1. Soit (u,), montrer que la suite définie par u, = Y. <;<, % n’est pas une suite de Cauchy. Vers quoi tends u, quand n — +oo ?

2. Montrer qu’une suite (uy), vérifiant, Vn, |u,41 — u,| < 1/2 est de Cauchy.
3. Soit (uy), une suite telle que, Vp, g, |u,7+q —up,— uq| <.
(a) Montrer que, Vg, Vk > 1,
(b) En déduire que si k et r désignent respectivement le quotient et le reste de la division euclidienne de n par ¢ # 0, on
Uy — %uq‘ <7 |ug| + [ur| + k.

Ug — kuq| < k—1 et en déduire que, pour r € N, |uyqy, — kuq| <|uy| +k.

a




(c) En déduire que la suite (7”) est convergente.

EXERCICE 6.
1. Soit & € R} \ Q. Soit A = {pa—E (pa),p e N}, A, = {po—E (pa), p €N, p<n}, n> 1. En remarquant que A, est
un ensemble & n+ 1 éléments dans [0, 1], montrer qu’il existe p; et p» € N, py, p2 < n, tels que

1
|p1oc—pra—E (p1o) +E (p2ot)| < —.

S

En utilisant que o est irrationnel, en déduire que, pour tout n > 1, il existe un entier 0 < r < n et un entier g € N tels que
|ra — g| < 1/n. Conclure que I’ensemble {roe — g, r,q € N} est dense dans R.

2. Déduire de la question précédente 1’ensemble des valeurs d’adhérence de la suite (sin(n)),,.

EXERCICE 7.
1. Soient (uy,), et (v,), deux suites réelles.

(a) Montrer que si il existe ng € N tel que, pour n > ng, on a u, < vy, alors limy, ety < limy, 40V, etlim,  u, <
lim, .. vy

(b) Montrer que, en général I’égalite lim, (u, +v,) = lim, u, + lim, v, n’est pas vraie, mais que 1’on a lim, (1, +v,) <
lim, u, +lim, v, et lim, (u, +v,) > lim, u, + lim, v,,.

2. Calculer sup {up, p > n}, inf{u,, p > n}, lim, u, et lim, u, pour les suites (u,), suivantes :

@ u,=(-1)";

®) = (=1 (1+55):
© = (2+5 ’)sm(%)
(@) u, =n=0",

EXERCICE 8.
Etudier la convergence de la suite (i,),définie par ug € |1, -+oo] et

1
Upt1 = E(M;%+7un)_ 1
(on distinguera les cas up < 2, ug =2 et ug > 2.

EXERCICE 9.
Soit f une application de [0, 1] dans lui-méme telle qu’il existe un réel positif 0 < k < 1 tel que

Vx,y € [0,1], [f(x) = fO) < ke —yl.

Soit a € [0, 1]. On considere la suite (x,), définie par xo = a, x, = f (x,—1), pour n > 1.
1. Montrer que, ¥, |x,+1 —X,| < k" |x1 — x| et conclure que la suite (x,),, est une suite de Cauchy.

2. Montrer que ! = lim,,_, X, est ’'unique point fixe de la fonction f.



