Université Bordeaux 1 2010-2011
Analyse 2 (MHT 302)

Feuille d’exercices n°4

Différentielles premieres : homogénéité, accroissements finis

Exercice 1. Soit f une application de classe C? de R? dans R, montrer
I’équivalence entre les deux assertions suivantes :

(i) Il existe p € N* tel que pour tout t € R et pour tout € R?,
fltxy, ... txg) =P f(xq,...,2q).

(ii) Il existe p € N* tel que pour tout z € R%, S0 xza L(z) = pf(z).

(Indication : il pourra étre utile d’introduire la fonction p:R—
R, t — f(tz) pour x € R? fixé; pour la réciproque, se ramener a
I'équation différentielle t¢'(t) = pp(t) qu'on résoudra pour t > 0 et
t<0.)
Exercice 2. (1) Soit f : R — R? I'application définie par f(z) =
(22, 23). Vérifiez le théoréme des accroissements finis sur I = [0, 1] :
| £(1) — fO)|| < |1 —0]-sup,e;||df(z)||. Existe-t-il ¢ € I tel qu'on ait
I’égalité des accroissements finis ?

(2) Mémes questions avec f(z) = (cosz,sinzx), I = [0, 27].

Différentielles et dérivées partielles secondes, extrema

Exercice 3. Soit f : R? — R définie par
flz,y) =y? Arctan § — z® Arctan £ si xy # 0 et f(x,y) = 0si zy = 0.
(1) Montrer que f est continue sur R%.
(2) Montrer que f admet des dérivées partielles premieres continues
sur R2,
(3) Justifier que f est contintiment différentiable sur R2.

(4) Montrer que a% (%) et aax <ﬂ> existent et sont continues sur
R?\ {(0,0)}.
(5) Montrer que g (a—f) (0,0) et 2 (g—];) (0,0) existent (les calcu-

ler). Les fonctions 3
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Exercice 4. (1) Soit F': R? — C(Rz, R) définie par (F(x,y))(u,v) =
(y + 32%)u + v.



a) Montrer que F' est différentiable et déterminer sa différentielle (on
précisera 'application (h, k) — e((h, k))).
b) Vérifier que (F'(z,y)(u,v))(h, k) = (F'(x,y)(h, k))(u,v) (ou F’ désigne
la différentielle de F' : c’est la méme chose que dF ou DF).

(2) Déterminer la différentielle de f: R*> — R, f(z,y) = zy + 2.
Que représente F' pour la fonction f7?

(3) Déterminer la matrice H telle que (F'(z,y)(u,v))(h, k) = (h, k)H *(u,v).
Que représente la matrice H par rapport a f 7

Exercice 5. Soit f : R? — R de classe C? telle que f(0,0) =
% £(0,0) = % f£(0,0) = 0. En utilisant le développement de Taylor

avec reste intégral, montrer qu’il existe des fonctions U,V et W conti-
nues sur R? telles que pour tout z,y dans R? on ait

flz,y) = 2°U(z,y) + 2zyV(z,y) + vy’ W(z, ).

Que valent U(0,0), V(0,0) et W(0,0)?

U(0,0) V(0,0)
V(0,0) W(0,0)
il un 0 > 0 tel que pour tout (z,y) € B((xo,¥o),9), f(x,y) soit positive.

Sous quelle condition sur la matrice < ) existe-t-

Exercice 6. Soit f : R? — R définie par f(z,y) = 2%y + 2% + 3>
Déterminer I'ensemble des points (z,y) tels que df(x,y) = 0. Pour
chacun d’eux, préciser s’il s’agit d’un extremum local; dans ce cas,
préciser sa nature (minimum ou maximum), et si ¢’est un extremum
global.

Exercice 7. Soit f : R? — R définie par f(z,y) = 23+3zy*—152—12y.

Montrer que (%, g—;) s’annule en quatre points. Quels sont ses extrema

locaux ? Préciser leur nature.
Exercice 8. Soient a, b, ¢ trois réels > 0,
T={(r,y) eR* 2>0,y>0,x+y<1}

et f: T — R définie par f(z,y) = 2%°(1 — 2 — y)°.

(1) Montrer que f atteint un maximum sur 7" en un unique point.
(On pourra considérer T'.)

(2) Déterminer ce point et la valeur du maximum.



Equations aux dérivées partielles.

Exercice 9 On cherche toutes les fonctions ¢g : R? — R de classe C*
vérifiant 24 5 gg = a, ou a est un réel.

(1) On note f la fonction de R? dans R définie par
flu,v) = g (“52, %5%). Montrer que 9 = 4.

(2) En déduire que g(z,y) = §(r —y) + F(z +y) ou F est une

fonction arbitraire de classe C'! de ]R dans R.

Exercice 10. On cherche toutes les fonctions f de classe C! dans
R% x R vérifiant xﬁ(x y) + ygg(x y) = a/x? + 3%
Pour (r,0) € R} x |- 2,5[ on pose F(r,0) = f(rcosf,rsinf).

(1) Montrer que ZE(r,0) =

(2) Conclure.

Exercice 11. On cherche les fonctions f : R?> — R de classe C*
vérifiant les conditions :

af

of
%((I:7

y) + 3a—y(x, y) =4f(z,y),  (z,y) e R?
f(z,0) =z x € R.

(1) Soit @(u,v) = f(—5(u—2v),v), (u,v) € R2.
Montrer que f(z,y) = o(=3z + 2y,y), (z,y) € R2.

(2) Montrer que —‘e(u v) = 3¢(u,v), (u,v) € R%

(3) En déduire que p(u,v) = ¢(u,0)e*/3 (u,v) € R2.

(4) Grace aux conditions sur f, calculer ¢(u,0). En déduire f(z,y)
pour tout (z,y) € R%
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Fonctions implicites

Exercice 12.

1. En utilisant le calcul différentiel sur R, montrer que pour tous
x >0,y > 0, il existe un unique z = z(z,y) > 0 tel que ze* =

re® + ye¥, et que la fonction (z,y) — z(x,y) est de classe C*.

0z 0z
oz’ dy°

3. Montrer que la fonction u(zx,y) = ziz
sa différentielle.

2. Calculer les dérivées partielles 3

est de classe C? et calculer

Exercice 13. Calculer le développement limité a 1’ordre 1 de la fonc-
tion ® définie implicitement par la relation arctan(z®(x))+1 = e*+*®)
au voisinage de (0, 0).



