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Le modele Booléen Poissonnien

Soit £ = R? x Ry. Les éléments de & sont notés (x, R).

Appelons configuration toute famille localement finie d'éléments de £.
Notons M(&) leur ensemble. Pour toute v € M(E),

7= | BxR).

(X,R)E’y

Notons 7“ le processus de Poisson sur £ de mesure d'intensité zA ® Q ou
z >0, A est la mesure de Lebesgue sur R? et Q une probabilité sur R .

Définition

Sous 77, I'ensemble aléatoire 7 définit le modeéle Booléen Poissonnien
d'intensité z et de rayon aléatoire de loi Q.
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Simulations
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L'énergie locale d'une configuration v € M(E)

@ Cas ou 7y n'a qu'un nombre fini de points :

H(v) = 01A®7) + L7) + 03x(7)

ou A désigne I'aire, L le périmetre et x la caractéristique
d’Euler-Poincaré, et (61, 02,03) € R3.

@ Cas général :
Restriction : Q([0; Ro]) = 1.
L'énergie locale de v dans un volume fini A C R? est

Ha(v) = H(va) — H(va\n)

ot A C R fini tel que A& B(0,2Ry) C A.

~» intéraction markovienne
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Le modeéle Quermass

Pour A C R? volume fini, notons m, le processus de Poisson sur A x R
d'intensité zA\ ® Q.

Définition

Le modele Quermass associé a I'énergie locale {Hp, A vol. fini C R?} est
une probabilité P sur M(E) vérifiant, pour tout A fini et pour P-presque
toute YA<,

1

— = e Hntme) 1z (g
e .
ZA(7A¢) Ald7n)

P(dyalvac) =

@ Existence : Oui pour tous z > 0 et (01, 0»,03) € R3 (D. Dereudre en
'09).

@ Unicité : Prrrrt...17 Quand il n'y a pas unicité, on parle de transition
de phase.
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Simulations pour différentes valeurs de (61, 6>, 03)

(1,1,0)
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@ Percolation
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Percolation dans le modeéle Booléen Poissonnien

Définition

Il 'y a percolation pour la configuration ~y s'il existe une composante
connexe infinie dans 7.

Lorsque 07 = 0> = 03 = 0, le modéle Quermass P est simplement le
modele Booléen Poissonnien d'intensité z (et de rayon aléatoire Q).

Dans ce cas, quelques résultats connus :

o L’application z — P(percolation) est croissante ;

@ |l existe une intensité critique 0 < z. < oo telle que :
z < z. implique P(percolation) = 0,
z > z. implique P(percolation) = 1.

@ Unicité de la composante connexe P-ps.
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Ce qu'il en reste dans le modele Quermass...

Soit P un modeéle Quermass. Si P est ergodique alors :

@ P(percolation) vaut O ou 1 ;

@ le nombre de composantes connexes infinies est constant P-ps.

Mais si P n'est pas extrémale, P est seulement un mélange de mesures de
Gibbs ergodiques...

Chayes & Kotecky en '95 ont prouvé que pour #; = z assez grand,

0 =603 =0 et Q = dq, il existe des Quermass vérifiant chacune des 3
situations ; P(percolation) = 0, P(percolation) =1 et

0 < P(percolation) < 1.

On perd aussi la croissance de z — P(percolation).
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Tout n'est pas perdu !

Hypotheses : 1. Q([ro, Ro]) =1 pour 0 < rp < Ry ;
2. 01,0, e Ret 63 =0.

Théoreme 1

Il existe 0 < z* < Z* < oo tels que pour tout modeéle Quermass P de
parametres (z, 61,02,0), il vient :

@ z < z* implique P(percolation) =0 ;
@ z > Z* implique P(percolation) = 1.

Sur [z*,Z*], il peut se passer bien des choses...
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Domination stochastique

Définition
Une fonction f : M(E) — R est dite croissante si pour tous 7,7 € M(E),

yCq = f(v) < f(Y).

Exemple de fonction croissante : f(v) = L{percolation} (7)-

Définition

Soient P et P’ deux probabilités sur M(E). On dit que P’ domine
stochastiquement P, et on note P < P’, si pour toute fonction croissante
f: M(€) - R,

P(f) < P'(f) .
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Preuve du Théoreme 1

A I"énergie locale Hp est associée la variation d'énergie hp :
ha((x, R),v) = HA({(x, R)} U~) — HA().

Proposition (Georgii & Kiineth en '97)

Soient P, P’ deux modéles Quermass de fonctions de variation d’énergie
h, h. Si pour tous A C R? fini, v C ' et (x,R) € &,

h/\((Xv R)a'Y) > h;\((Xa R)afyl)

alors P < P'.

Supposons Q([ro, Ro]) = 1 pour 0 < ry < Ry, 01,02 € R et 63 =0. Alors,
de < C, c < ha((x,R),7y) < C. (%)

Enfin, (%) = 77¢ " « P < 17 ° = Théoreme 1.
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Preuve de ()

Cste(ro, Ro) < ﬁ((X, R),i) <27mRy

c(ry, Ro) < Nee((x, R),7) < 1 N¢r((x, R),7) non borné

ou X = Nec — Ny
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Résultats en cours

© Unicité de la composante connexe infinie P—p.s. pour tout Quermass
ergodique P.

Outils : équations DLR, arguments de trifurcation.

@ Soient 01,0, € R, 3 <0 et Q = dg, avec Ry > 0.
Si z est assez grande alors tout Quermass P correspondant satisfait

P(percolation) =1 .

Idée : comparaison a un modele mixte (site-aréte) de percolation.
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