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Joaqúın Fontbona, Marc Hoffmann, Nathalie Krell et Servet
Mart́ınez

DIM de l’Universidad de Chile, LAMA à l’ENSAE, IRMAR de l’Université de
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Coût énergétique.

4 La bibliographie.

J. Fontbona, M. Hoffmann, N. Krell et S. Mart́ınez Analyse statistique d’une châıne de fragmentation
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La bibliographie.
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Définition heuristique d’une fragmentation.

On va considérer les fragmentations à valeurs dans l’espace

S↓ :=
{

s = (s1, s2, . . .), s1 ≥ s2 ≥ . . . ≥ 0,
∞∑
i=1

si ≤ 1
}
.

Une fragmentation X est un processus de Markov à valeur dans S↓
vérifiant les deux propriétés.

1 La propriété de branchement: différents fragments ont des
évolutions indépendantes

2 La propriété d’auto-similarité: la dislocation va se produire
de manière auto-similaire.
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Définition d’une fragmentation.
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Définition d’une fragmentation.

La fragmentation va être totalement caractérisée par α ∈ R et une
mesure de dislocation ν positive sur S↓.
La manière dont un fragment se disloque va être déterminée par la
mesure de dislocation ν.
La constante α gouverne la vitesse à laquelle le fragment va se
disloquer.

J. Fontbona, M. Hoffmann, N. Krell et S. Mart́ınez Analyse statistique d’une châıne de fragmentation
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Définition d’une fragmentation.
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Cadre : ν est une probabilité et α ≥ 0.

(ξ∅, ∅, ζ∅)

(ξ1, a1, ζ1) (ξ2, a2, ζ2) (ξ3, a3, ζ3)

(ξ11, a11, ζ11)

(ξ12 , a12, ζ12)

(ξ21, a21, ζ21)

(ξ22, a22, ζ22)

(ξ31, a31, ζ31)

(ξ32, a32, ζ32)

1
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Definition

Soient deux familles indépendantes de variables i.i.d. indexées par
U := ∪n∈NNn: (ξu, u ∈ U) et (eu, u ∈ U), où pour u ∈ U
ξu = (ξ̃ui )i∈N a pour loi ν, et (eui )i∈N est une suite de variables
exponentielles i.i.d. de paramètre 1. On définit par récurrence

ξ∅ := 1, a∅ := 0, ζ∅ := 1−αe∅,

et pour u ∈ U et i ∈ N:

ξui := ξ̃uiξu, aui := au + ζu, ζui := ξ−αui eui .
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Préliminaires.
Estimation statistique.

Minimisation du coût énergétique
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Problématique.

J. Fontbona, M. Hoffmann, N. Krell et S. Mart́ınez Analyse statistique d’une châıne de fragmentation
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Définition d’une fragmentation.
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Lien fragmentation et arbre généalogique.

On utilisera donc la suite le fait que l’on peut réécrire les
{Xi (t), i ∈ N, t ≥ 0} sous la forme {ξu, u ∈ U}.

(1, 0, T1)

(2/3, T1, T2) (1/3, T1, T3)

(1/3, L1, T5)

(2/9, L4, T13)

(1/9, L4, T12)

(1/6, L2, T6)

(1/6, L2, T7)

(1/6, L2, T8)

(1/3, L1, T4)

(1/9, L3, T9)

(1/9, L3, T10)

(1/9, L3, T11)

1

1
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Préliminaires.
Estimation statistique.

Minimisation du coût énergétique
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Un subordinateur important dans le cas α = 0.

Soit χ(t) = la taille du fragment marqué. C’est à dire que
χ(t) = Xn(t)(t) est un fragment choisi de manière biaisée par la
taille: P(n(t) = l | X (t)) = Xl(t).
Bertoin a montré que

ξt := − logχ(t), t ≥ 0, (1)

est un subordinateur.
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Evolution du fragment marqué.
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Préliminaires.
Estimation statistique.

Minimisation du coût énergétique
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Définition d’une fragmentation.
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Définition d’une fragmentation.
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L’observable.

On observe la taille du fragment dès que qu’elle a atteint une taille
inférieure à ε > 0: Xε := (ξu, u ∈ Uε) avec

Uε :=
{

u ∈ U , ξu− ≥ ε, ξu < ε
}
,

et u− le parent du fragment d’étiquette u.
On va considérer l’asymptotique lorsque ε→ 0.
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Ligne d’arrêt: le fragment gelé dès qu’il a une taille plus
petite que 0.34.
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Préliminaires.
Estimation statistique.

Minimisation du coût énergétique
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Mesure empirique.

Ainsi on va considérer d’abord la mesure empirique

Eε(g) :=
∑
u∈Uε

ξu g(ξu/ε),

avec g(·) une fonction test.
Bertoin et Martinez ont montré dans [2] que, sous des hypothèses
assez faibles sur ν(·), la mesure Eε(g) converge vers

E(g) :=
1

c(ν)

∫ 1

0

g(a)

a

∫
S↓

∞∑
i=1

si 1{si<a}ν(ds)da

en probabilité quand ε→ 0, avec c(ν) = −
∫
S↓
∑∞

i=1 si log si ν(ds).
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Un outil crucial.

On associe au subordinateur ξ(t) = − logχ(t) le temps d’arrêt

Tε := {t ≥ 0, χ(t) < ε},

Le valeur du subordinateur considéré au premier temps où il
devient plus petit que log(1/ε) est importante comme le montre
l’égalité suivante: D’où

E
[
Eε(g)

]
= E

[∑
u∈U

1l{ξu−≥ε,ξu<ε}ξu g(ξu/ε)

]
= E? [g(χ(Tε)/ε)]
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But.

Notre but va être d’estimer

π(dx) := e−x
∞∑
i=1

ν(− log si ∈ dx).

la mesure de Lévy du subordinateur ξ(t).

α est un paramètre nuisible.
La mesure π intervient explicitement dans l’énergie E(g) comme le
montrent les égalités suivantes:

E(g) =
1

c(π)

∫ 1

0

g(a)

a
π(− log a,+∞) da

=
1

c(π)

∫ +∞

0
g(e−x)π(x ,+∞) dx .
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Stratégie.

• Etablir la vitesse de convergence de Eε(g).

• Choisir les bonnes fonctions tests g afin de savoir ce qui est
contenu dans la limite E(g).

• En déduire des estimateurs paramétriques et non-paramétriques.

• Généraliser à des observables plus réalistes.
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La bibliographie.

Mesure empirique.
Stratégie.
Estimation paramétrique.
Estimation non paramétrique.

Stratégie.

• Etablir la vitesse de convergence de Eε(g).

• Choisir les bonnes fonctions tests g afin de savoir ce qui est
contenu dans la limite E(g).
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Estimation statistique.

•On reparamétrise π(.) par la transformation logarithmique
[0,+∞)↔ (0, 1]:

x  π(x) ↔ a β(a) := a−1π(− log a), a ∈ (0, 1).

• Estimation semi-paramétrique

mk(π) :=

∫ +∞

0
xk π(x)dx =

∫ 1

0
log(1/a)kβ(a)da

• Estimation non-paramétrique

(β(a), a ∈ (0, 1)).
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Estimation paramétrique.

• f (·) : [0, 1]→ R une fonction régulière telle que f (1) = 0, soit
g(a) := −af ′(a).

E(g) =
1

c(π)

∫ 1

0

g(a)

a
π(− log a,+∞) da

= − 1

m1(π)

∫ 1

0
f ′(a)

∫ a

0
β(u)du da

=
1

m1(π)

∫ 1

0
f (a)β(a)da.

• On va choisir fε qui va approximer 1 et soit gε(a) := −af ′ε(a).
On définit:

m̂1,ε :=
1

Eε
(
gε
) .
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La bibliographie.

Mesure empirique.
Stratégie.
Estimation paramétrique.
Estimation non paramétrique.

On suppose que π(dx) = π(x)dx est absolument continue, que
x1−λπ(x) reste borné en l’origine et

∫
[0,+∞) eκx π(dx) < +∞.

Théorème

• Pour 1 ≤ µ < κ, la famille

(
√
ε

µ
(µ+1)

2λ
(2λ+1) )−1

(
m̂1,ε −m1(π)

)
est P1 tendue.
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La bibliographie.

Mesure empirique.
Stratégie.
Estimation paramétrique.
Estimation non paramétrique.

Estimation non paramétrique.

• Si g(a) := −af ′(a) avec f (1) = 0, alors

E(g) =
1

m1(π)

∫ 1

0
f (a)β(a)da.

• On va choisir une fonction noyau ϕγε,a(·) = γεϕ((· − a)/γε)
ayant suffisament de régularité et s’annulant de manière propice.
• On définit

β̂ε(a) := m̂1,ε Eε,σ
(
− ·ϕ′γε,a(·)

)
a ∈ (0, 1).
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On suppose que π vérifie les mêmes hypothèses que pour le
théorème précédent, et que β(·) est höldérienne d’indice de
régularité s.

Théorème

• Pour 1 ≤ µ < κ, la famille

(
√
ε

µ
(µ+1)

2s
(2s+3) )−1

(
β̂ε(a)− β(a)

)
est tendue sous P1, pour s < 3κ.
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Problématique.

2 Estimation statistique.
Mesure empirique.
Stratégie.
Estimation paramétrique.
Estimation non paramétrique.

3 Minimisation du coût énergétique
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Coût énergétique.

κ(q) :=

∫
S↓

1−
∞∑
j=1

sq
j

 ν(ds) . (2)

Hypothèse de Malthus: ∃ ! γ tel que κ(γ) = 0.
On s’intéresse à l’énergie totale E(x)(η) utilisé par la première
machine pour une taille de tamis η.

E(x)(η) =
∑
t≥0

1lXk(t)(t−,x)≥ηX β
k(t)(t−, x)ϕ(∆(t)),

où β > 0. Simplifier en E(η) := E(1,0,... )(η) .
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Coût énergétique.

xη = (xη1 , x
η
2 , · · · ) est le réarrangement en ordre décroissant de la

taille des fragments gelés dès qu’ils ont une taille < η.
Soit E(η, η0) le coût énergétique pour les 2 machines de taille de
tamis respéctifs η et η0

E(η, η0) :
(loi)
= E(η) + Ê(xη)(η0) , (3)

où Ê(x)(·) est l’énergie d’une copie de la seconde fragmentation X̂
partante de x, et indépendante de la première fragmentation.
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Coût énergétique.

Théorème

Sous de bonnes hypothèses. Pour η0 = ηe−λ dès que η est assez
petit:
γ̂ > γ, β̂ < β (alors γ − β < γ̂ − β̂) : F1 � F1,2 � F2 .

γ̂ < γ, β̂ > β (alors γ − β > γ̂ − β̂) : F2 � F1,2 � F1 .

γ̂ < γ, β̂ < β et γ − β < γ̂ − β̂ : F1 � F2 � F1,2 .

γ̂ < γ, β̂ < β et γ − β > γ̂ − β̂ : F2 � F1 � F1,2 .

γ̂ > γ, β̂ > β et γ − β < γ̂ − β̂ : F1,2 � F1 � F2 .

γ̂ > γ, β̂ > β et α− β > γ̂ − β̂ : F2 � F1,2 � F1 .
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