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DETAIL DE MES ACTIVITES DE RECHERCHE

Les Equations Différentielles Stochastiques Rétrogrades (EDSRs)

Motivations

Une EDSR est une équation du type

T T
Yt=5+/ f(s,Ys,zsms—/ ZdW,, 0<t<T, (1)
t t

ou (Wi)o<i<r est un mouvement brownien d-dimensionnel défini sur un espace de probabilité complet
(Q, F,P) dont la filtration naturelle augmentée est notée (F;)o<i<r. Les données d’une telle équation
sont d’une part la condition terminale £, qui est une variable aléatoire Fr-mesurable & valeur dans R¥ et
d’autre part, le générateur f, fonction aléatoire définie sur [0,7] x Q x R* x RF*? 4 valeur dans R” et
mesurable par rapport aux tribus P ® B(R¥) @ B(RF*4) et B(RF), P désignant la tribu des événements
prévisibles. Résoudre une telle équation consiste a trouver un couple de processus (Yz, Z;)o<i<T adapté
par rapport a la filtration engendrée par le mouvement brownien W et vérifiant I’équation (1).

Les EDSRs ont été introduites, dans le cas ot le générateur est une fonction linéaire, par BismuT [1].
Néanmoins, le point de départ de la théorie des équations rétrogrades est ’article de PARDOUX et PENG
[17], dans lequel ces deux auteurs considerent des EDSRs dont le générateur est non linéaire par rapport
aux deux variables y et z. Depuis, cette théorie n’a cessé de se développer en raison de ses applications
dans les domaines des équations aux dérivées partielles (EDPs) a travers la notion de solution de viscosité
(voir [16] par exemple), de la finance (voir [8] par exemple) et du controle stochastique.

EDSRs ergodiques

Les EDSRs ergodiques ont été introduites par FUHRMAN, HU et TESSITORE dans 'article [10]. Résoudre
une EDSR ergodique consiste a trouver un couple de processus adaptés (Yi, Z;);cp+ €t une constante A,
appelée constante d’ergodicité, tels que

T T
Yt—YT+/ [f(Xs,Zs)—)\]ds—/ ZsdWs, Vt,T tels que 0 <t < T, (2)
t t

ou X est la solution d’'une EDS. Dans la premiere partie de ma theése je me suis intéressé a 1’étude
des EDSRs ergodiques lorsque X est solution d’'une EDS réfléchie dans un compact régulier et lorsque
la constante d’ergodicité apparait dans une intégrale par rapport au temps local de X au bord, noté
(K¢)ter. Dans ce cadre, résoudre une EDSR ergodique consiste & trouver un couple de processus adaptés
(Y, Zt)scr+ et une constante p tels que

T T T
}/t = YT +/t f(X87 Zs)ds +/t [g(Xs) - :u]sz - /t stWs~ (3)

Dans larticle [18] sont étudiées 'existence de solutions pour une telle équation, I'unicité pour u ainsi que
le lien avec les EDPs. Enfin, ces résultats sont appliqués pour résoudre des probléemes de controle ergodique.

EDSRs quadratiques dont la condition terminale est non bornée

Depuis les premiers résultats obtenus sur I’existence et 'unicité de solution pour les EDSRs, 'une des
avancées les plus significatives pour cette théorie est due & KOBYLANSKI [14] qui a construit des solutions
pour des EDSRs quadratiques, c’est a dire des EDSRs dont le générateur est a croissance quadratique



par rapport a la variable z. La question de I'unicité est également traitée dans ce méme article avec des
hypotheses supplémentaires. La restriction principale de ces premiers résultats est que la condition termi-
nale & est supposée bornée, or cette condition n’est pas naturelle car si ’on prend 'EDSR. de générateur
|2|? /2 on peut montrer par une simple transformation exponentielle que Y; := In E[e¢] ;] est une solution.
On voit ainsi que la bornitude de & est une condition a priori trop forte, la simple existence d’'un moment
exponentiel semblant suffire. Forts de cette remarque, BRIAND et HU ont montré dans [3] un résultat
d’existence qui nécessite uniquement ’existence d’un moment exponentiel pour £. Ils ont également ob-
tenu un résultat d’unicité dans l’article [4] mais sous des hypotheses plus fortes : le générateur doit étre
convexe en z et £ doit avoir tous ses moments exponentiels finis. L’article [7] qui est un travail en commun
avec DELBAEN et HU consiste justement a améliorer ce résultat d’unicité : le générateur est toujours sup-
posé convexe en z mais nous supposons que £ possede uniquement un moment exponentiel, ce moment
étant naturellement lié & celui qui apparait dans le résultat d’existence de [3].

Simulations des EDSRs quadratiques

Lorsque I'on s’intéresse aux applications des EDSRs, la question de de la discrétisation temporelle et de la
résolution numérique de ces équations se pose tout naturellement. De nombreux travaux ont traité cette
question lorsque le générateur est lipschitz en z : voir par exemple [20, 2, 12]. Par contre, peu de résultats
existent pour les EDSRs quadratiques. Un résultat de convergence pour la discrétisation temporelle des
EDSRs quadratiques a été prouvé par IMKELLER et DOS REIS dans l'article [13], néanmoins la vitesse
obtenue est tres mauvaise. La derniere partie de ma these a consisté a reprendre cette problématique
pour obtenir une vitesse de convergence exploitable en pratique. Nous avons notamment montré qu’il est
possible d’avoir pratiquement la méme vitesse de convergence que dans le cadre classique, a savoir lorsque
le générateur est lipschitz en z. Les résultats obtenus reposent sur une estimation tres forte concernant le

processus Z, du type :
C

VT —t
D’un point de vue numérique, il s’avere que ce type d’estimation est trés utile pour pouvoir assurer la
stabilité de notre schéma de discrétisation. Les résultats théoriques sont obtenus dans un article a paraitre

dans Annals of Applied Probability tandis que des résultats numériques sont présents et commentés dans
mon rapport de these.

1Zi] < te[0,T].

Recherches en cours

Voici les sujets sur lesquels je travaille actuellement ou je souhaite travailler dans un avenir tres proche.
— Avec Peter IMKELLER et Ying HU nous cherchons a obtenir I'estimation sur Z du type

C
VT —t

dans un cadre plus général que celui pour lequel ce résultat est actuellement démontré. Comme nous
I’avons déja souligné, ce type d’estimation est important pour la simulation d’EDSRs quadratiques,
mais il peut également s’appliquer a la résolution de certains problemes de contréles stochastiques
optimaux (voir [11, 15]).

— Avec Gongcalo DOS REIS nous nous intéressons a la discrétisation temporelle des EDSRs quadratiques
dans des cas non couverts par les résultats que j’ai obtenus au cours de ma these, comme par exemple
la situation ou la matrice de diffusion de I'EDS sous-jacente est non bornée.

— Avec Philippe BRIAND nous tentons d’obtenir des résultats d’existence partiels pour des EDSRs
quadratiques multidimensionnelles dans un cadre markovien. Notons que le cadre multidimensionnel
se comporte beaucoup moins bien que la dimension 1 : A Theure actuelle le seul résultat connu
concernant ce type d’EDSR a été prouvé par TEVZADZE dans article [19] et les auteurs de [9] ont

| Z| < te 0,7



exhibé des EDSRs quadratiques multidimensionnelles non markoviennes pour lesquelles il n’y a pas
d’existence de solution.

— Avec Jean-Francois CHASSAGNEUX, il est envisagé de travailler sur le probleme de simulation des
EDSRs multidimensionnelles obliquement réfléchies pour tenter d’améliorer les résultats partiels
présents dans l'article [5].

— Avec Arnaud DEBUSSCHE et Ying HuU, il est envisagé d’améliorer les résultats que j’ai obtenus sur
les EDSRs ergodiques en s’appuyant sur des méthodes de couplages utilisées dans article [6].
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