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Introduction rappels sur les EDSRs

contréle ergodique optimal et EDP

EDSRs en horizon fini

Soient (2, F,P) un espace de probabilité, (W;)icg+ un m.b. de
dimension d, (F;):ecr+ sa filtration naturelle augmentée, £ une
variable Fr-mesurable, f : [0, T] x Q x RK x Rkxd — Rk
progressivement mesurable. (Dans toute la suite on prend k = 1).

T T
Yt:g+/ f(r,Yr,Zr)drf/ ZdW,, o<t<T. (1)
t t
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Introduction rappels sur les EDSRs

controle ergodique optimal et EDP

EDSRs en horizon fini

Soient (2, F,P) un espace de probabilité, (W;)icg+ un m.b. de
dimension d, (F;):ecr+ sa filtration naturelle augmentée, £ une
variable Fr-mesurable, f : [0, T] x Q x RK x Rkxd — Rk
progressivement mesurable. (Dans toute la suite on prend k = 1).

T T
Yt:g+/ f(r,Yr,Zr)drf/ ZdW,, o<t<T. (1)
t t

Theorem (Pardoux-Peng 1990)

On suppose f uniformément lipschitzienne en y et en z et
IE[|§|2 + fOT If(.,0, O)|2dr} < o0o. Alors (1) possede une unique
solution (Y, Z) telle que

E[ sup |Y,|2] < o0, E[/T|zt|2dt} < .
0

0<t<T

Adrien Richou EDSREs et EDPs avec condition de Neumann au bord



Introduction rappels sur les EDSRs

contréle ergodique optimal et EDP

EDSRs en horizon infini

Heuristique : Y., = 0.

T T
Y, = YT+/ f(r, Y,,Z,)dr—/ ZadW,, 0<t<T<+4c0. (2)
t t
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Introduction

rappels sur les EDSRs
controle ergodique optimal et EDP

EDSRs en horizon infini
Heuristique : Y., = 0.

T T
Y, = YT+/ f(r, Y,,Z,)dr—/ ZadW,, 0<t<T<+4c0. (2)
t t

Theorem (Briand-Hu 1998, Royer 2004)
On suppose :

@ { uniformément lipschitzienne en y et en z,

Q T strictement monotone eny : > 0
(1 — yo)-(F(t, y1,2) = £(t, y2, 2)) < = |y1 — ¥l
Q |7(t,0,0)| < K,
alors il existe une solution (Y, Z) telle que Y soit un processus borné
parK/u etk { 0+°° e=21s[| Yy + ||Zs|\2]ds} < +o0. Cette solution est

unique parmi les processus tels que Y soit continu et borné et
Z € M2 _(R* RY)
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Introduction rappels sur les EDSRs

controle ergodique optimal et EDP

Le probléme de contréle ergodique optimal

Le but est d’appliquer des résultats concernant les EDSRs pour
traiter un probléme de contréle ergodique optimal avec
@ I'équation d’état a valeur dans un domaine régulier borné
G={¢>0}
XX =x+ [Ib(X¥)ds + [ o(XX)dWs + [I Vo(XX)dKE, t>0;
K = fot IxxcagdKE, KX croissant.
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Introduction rappels sur les EDSRs

controle ergodique optimal et EDP

Le probléme de contréle ergodique optimal

Le but est d’appliquer des résultats concernant les EDSRs pour
traiter un probléme de contréle ergodique optimal avec

@ I'équation d’état a valeur dans un domaine régulier borné
G={¢>0}

XX =x+ [Ib(X¥)ds + [ o(XX)dWs + [I Vo(XX)dKE, t>0;
K = fot IxxcagdKE, KX croissant.

@ la fonction de co(t

J(x, p) = lim sup BTG 0 g T

L(XZ, ds+/ (X2)aKZ
Totoo EP T[Kx] / [L( Ps] g(

avec p un processus adapté a valeur dans un espace
métrique séparable U et E*T 'espérance pour la
probabilité £(R(p))rP.
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Introduction rappels sur les EDSRs

controle ergodique optimal et EDP

EDSRs ergodiques

Nous allons relier le probléme de contrdle ergodique optimal a
un nouveau type d’EDSR en horizon infini

T T T
ve=vie [ 10g.zlds + [ lg0x) - ks - [ Ziaw.
t t t

Une solution est un triplé (Y, Z, i)
@ 4 estun réel

@ Y est un processus continu progressivement mesurable a
valeur réelle

@ Z est un processus continu progressivement mesurable a
valeur dans R'*9,
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Introduction rappels sur les EDSRs

controle ergodique optimal et EDP

EDSRs ergodiques

Nous allons relier le probléme de contrdle ergodique optimal a
un nouveau type d’EDSR en horizon infini

T T T
ve=vie [ 10g.zlds + [ lg0x) - ks - [ Ziaw.
t t t

Une solution est un triplé (Y, Z, i)
@ 4 estun réel

@ Y est un processus continu progressivement mesurable a
valeur réelle

@ Z est un processus continu progressivement mesurable a
valeur dans R'*9,

Le lien avec le probléeme de contréle ergodique est
@ u est le colt optimal
@ Z donne le contrble optimal.
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Introduction rappels sur les EDSRs

controle ergodique optimal et EDP

Lien avec les EDPs

G. Barles et F. Da Lio (2005) ont étudié des EDPs dans des
domaines bornés avec des conditions de Neumann de la
forme :

{ F(x,Vv(x),V2v(x)) =0, V¥xcG
L(x,Vv(x))=u, VxeoG

ou p fait partie des inconnues.
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Introduction rappels sur les EDSRs

controle ergodique optimal et EDP

Lien avec les EDPs

G. Barles et F. Da Lio (2005) ont étudié des EDPs dans des
domaines bornés avec des conditions de Neumann de la
forme :

{ F(x,Vv(x),V2v(x)) =0, V¥xcG
L(x,Vv(x))=u, VxeoG

ou p fait partie des inconnues.

Sous certaines hypothéses, on peut construire une solution
(Y,Z,\) de lEDSRE précedente telle que v(x) := Y est
solution de viscosité de 'EDP :

{ Lv(x)+ f(x,!Vv(x)o(x)) =0, VxeG

MO 4 g(x)=p, Vx€IG
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EDSRES et EDPs dans R?

EDSRs ergodiques EDSREs et EDPs avec condition de Neumann

EDSREs et EDPs dans R?

EDSRs Introduites par M. Fuhrman, Y. Hu et G. Tessitore
(2007).

Y Y; + ft [f(xsX,ZX) ]ds— [T zzaws
0<t<T<o

Avec b, o et f Lipschitz, f(.,0) borné. De plus, on rajoute une
hypothése de dissipativité pour 'EDS sous-jacente :
n+ K K, < 0 avec

{ (x = y)(b(x) = bly)) , TH{(o(x) ~ o(¥))(e(x) ~ o ()] } .

n= Sup

2 2
x,y€RY x£y Ix —y| X =y

Une solution de ’TEDSRE (3) est un triplé (Y, Z, \). A est
appelée constante d’ergodicité.
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EDSRES et EDPs dans R?

EDSRs ergodiques EDSREs et EDPs avec condition de Neumann

Résultat d’existence

Theorem (existence d’une solution pour TEDSRE (3))
Il existe

@ \eR

@ v:RY — R lipschitz et v(0) = 0

@ ¢ :RY — R mesurable
tels que, si on pose Y := v(XY) et ZX := ((XY), alors
(Y*,Z%, \) est solution de 'TEDSRE.
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EDSRES et EDPs dans R?

EDSRs ergodiques EDSREs et EDPs avec condition de Neumann

Résultat d’existence

Theorem (existence d’une solution pour TEDSRE (3))
Il existe

@ \cR

@ v:RY — R lipschitz et v(0) = 0

@ ¢ :RY — R mesurable
tels que, si on pose Y := v(XY) et ZX := ((XY), alors
(YX,Z%, \) est solution de TEDSRE.

Idée de la preuve : On approche 'lEDSRE par une EDSR
strictement monotone

.
= yXeq /[fXX 75 aY;(’a]ds—/ Zl%dWs, 0<t<T.
t
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EDSRES et EDPs dans R’
EDSREs et EDPs avec condition de Neumann

EDSRs ergodiques

Et 'unicité ?

@ unicité de \ :

Theorem

On suppose que pour x € R, (Y', Z', \) est une solution de
I'EDSRE (3) vérifiant

Vi < ex(1+ |XF]), —Vt=0,

alors \' = ).
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EDSRES et EDPs dans R’
EDSREs et EDPs avec condition de Neumann

EDSRs ergodiques

Et 'unicité ?

@ unicité de \ :
Theorem

On suppose que pour x € R, (Y', Z', \) est une solution de
I'EDSRE (3) vérifiant

Vi < ex(1+ |XF]), —Vt=0,

alors \' = ).

@ non unicité de la solution :

e Si(Y,Z,)) est solution, alors (Y + ¢, Z, \) est solution.
e Méme en supposant Y? = 0, la solution de 'TEDSRE n’est
pas nécessairement unique.
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EDSRESs et EDPs dans R?

EDSRs ergodiques EDSREs et EDPs avec condition de Neumann

EDSREs avec condition de Neumann au bord

Soit G un ouvert borné de R? tel qu'il existe ¢ € C2(RY)
vérifiant G = {¢ > 0}, 0G = {¢p =0} et |Vo(x)| =1 Vx € 0G.
On considére une EDS sous-jacente réfléchie :

XX =x+ [Ib(XX)ds + [ o(XX)dWs + [ Vo(XX)dKE, t>0;
K¥ = fot 1xxcacdKZ, KX est croissant.
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EDSREs avec condition de Neumann au bord

Soit G un ouvert borné de R? tel qu'il existe ¢ € C2(RY)
vérifiant G = {¢ > 0}, 0G = {¢p =0} et |Vo(x)| =1 Vx € 0G.
On considére une EDS sous-jacente réfléchie :

XX =x+ [Ib(X¥)ds + [ o(X)dWs + [I Vo(XX)dKE, t>0;
K¥ = fot 1xxcacdKZ, KX est croissant.
LEDSRE que I'on souhaite étudier est : pourtous 0 <t < T
T T T
vi= Vi [ 1062 - Nes [ [o0) —rlakg — [ Ziaws (@
t t

ou A est une constante. On suppose toujours b, o et f lipschitz,
f(.,0) borné et n + K; K, < 0.
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EDSRESs et EDPs dans R?

EDSRs ergodiques EDSREs et EDPs avec condition de Neumann

Démonstration de I'existence

Comme G. Barles et F. Da Lio, on considere une version
modifiée strictement monotone de I'équation :

)
yre = yre / [F(X2, Z5%) = A — a2 Y] ds
t

T T
4 / [g(X2) — oYX dKE / 75 AW,
t t
0<t<T<o

avec a > 0. On applique alors la stratégie de M. Fuhrman, Y.
Hu et G. Tessitore.
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EDSRESs et EDPs dans R?

EDSRs ergodiques EDSREs et EDPs avec condition de Neumann

Démonstration de I'existence

Comme G. Barles et F. Da Lio, on considere une version
modifiée strictement monotone de I'équation :

)
Ve = vpe e [T 20t - A oty ds
t
T T
4 / [g(X2) — oYX dKE / 75 AW,
t t
0<t<T<o

avec a > 0. On applique alors la stratégie de M. Fuhrman, Y.
Hu et G. Tessitore.
Ne semble pas aboutir...
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EDSRESs et EDPs dans R?

EDSRs ergodiques EDSREs et EDPs avec condition de Neumann

Démonstration de I'existence (2)

@ Dans un premier temps on résout un probleme différent : 4
devient un paramétre et A une inconnue.
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EDSRESs et EDPs dans R?

EDSRs ergodiques EDSREs et EDPs avec condition de Neumann

Démonstration de I'existence (2)

@ Dans un premier temps on résout un probleme différent : 4
devient un paramétre et A une inconnue.

@ On prouve I'existence d’'une solution (Y, Z, \) lorsque
g = 0 et u = 0, en rajoutant une hypothése : G convexe.
Ona Yy = v(Xy) avec v € Cp,(G). On montre également
l'unicité de \.
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EDSREs et EDPs dans R

EDSRs ergodiques EDSREs et EDPs avec condition de Neumann

Démonstration de I'existence (2)

@ Dans un premier temps on résout un probleme différent : 4
devient un paramétre et A une inconnue.

@ On prouve I'existence d’'une solution (Y, Z, \) lorsque
g = 0 et u = 0, en rajoutant une hypothése : G convexe.
Ona Yy = v(Xy) avec v € Cp,(G). On montre également
l'unicité de \.

© On se rameéne au cas précédent : Soit w vérifiant
6"5—%’() + g(x) = u, pour tous x € 9G; on retranche
(W(XX),!Vw(X¥)o(X¥)) a (Y, ZY). On a besoin de
g € Cj,(G).
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EDSREs et EDPs dans R

EDSRs ergodiques EDSREs et EDPs avec condition de Neumann

Démonstration de I'existence (2)

@ Dans un premier temps on résout un probleme différent : 4
devient un paramétre et A une inconnue.

© On prouve l'existence d’une solution (Y, Z, \) lorsque
g = 0 et u = 0, en rajoutant une hypothése : G convexe.
Ona Yy = v(Xy) avec v € Cp,(G). On montre également
l'unicité de \.

© On se rameéne au cas précédent : Soit w vérifiant
6"5—%’() + g(x) = u, pour tous x € 0G; on retranche
(W(XX),!Vw(X¥)o(X¥)) a (Y, ZY). On a besoin de
g € Ci,(G).

©Q On peut définir la fonction 1 — (1) et montrer qu’elle est
continue et décroissante. Il ne reste plus qu’a montrer que
A(—00) = +0o0 et A(+o0) = —oo pour pouvoir utiliser le
théoréme des valeurs intermédiaires.
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EDSREs et EDPs dans R

EDSRs ergodiques EDSREs et EDPs avec condition de Neumann

Deuxieme étape

On va montrer le résultat suivant :

On suppose g = 0 et u = 0. Il existe
@ AeR

@ v:RY — R lipschitz et v(0) = 0

@ ¢ :RY — R"™9 mesurable
tels que, si on pose Y} := v(XY) et ZX := ((XY), alors
(Y*,Z*,\) est solution de TEDSRE avec . fixé. De plus, \ est
unique parmi les solutions (Y, Z, \) telles que Y soit un

processus adapté continu borné et Z € M2 (R*,RY).
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EDSRESs et EDPs dans R?

EDSRs ergodiques EDSREs et EDPs avec condition de Neumann

Deuxieme étape

On approche 'EDSRE par une EDSR strictement monotone

T T
VOO =Yy [ 106 28" —a Vo [ ZitdWs, 0 <t<T,
t t
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EDSREs et EDPs dans R

EDSRs ergodiques EDSREs et EDPs avec condition de Neumann

Deuxieme étape

On approche 'EDSRE par une EDSR strictement monotone

.
= yXeq /[fXX Z5 aY;(""]ds—/ ZX%dWs, 0<t<T.
t

Lemme (Y. Hu, P. Briand, M. Royer)

Il existe une unique solution (Y*<,Z%%) avec Y** borné
continu et Z** € M2 _(R*,RY). De plus | Y% < M/a P — p.s.
pour tout t > 0.

On définie v(x) := Y;*“. On a clairement [v®(x)| < M/« et
YO = ve(XF).
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EDSRESs et EDPs dans R?

EDSRs ergodiques EDSREs et EDPs avec condition de Neumann

Estimation du gradient

Proposition

Kiox | x = X'|.

_ vy — T
Ve () — v (X)] < S
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EDSRESs et EDPs dans R?

EDSRs ergodiques EDSREs et EDPs avec condition de Neumann

Estimation du gradient

Proposition

ve(x) — ve(x)| < Kix _1x— x|,
Ko

_W_Kf,z

Démonstration : on pose Yo := Yxo _ yxia Za._ zxe _ zx.a
XY, 28 = F(XE . Z8°)
AR A

fa(S) = F(XE, Z5%) — F(XE . Z5°),
et W; = [ Bsds + W;.

Bs = (Zgl’a - 75,
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EDSRESs et EDPs dans R?

EDSRs ergodiques EDSREs et EDPs avec condition de Neumann

Estimation du gradient

Proposition

ve(x) — ve(x)| < Kix _1x— x|,
Ko

_W_Kf,z

Démonstration : on pose Yo := Yxo _ yxia Za._ zxe _ zx.a
XY, 28 = F(XE . Z8°)
AR A

fa(S) = F(XE, Z5%) — F(XE . Z5°),
et W; = [ Gsds+ W;. Ona

T T T _ N
o — V%—a/ Ygds+/ fa(s)ds—/ Zod W,
0 0 0

532

(25 = Z5),

T T L
Yo =eaTye +/ e “*f,(s)ds / e SZ¢dWs
0 0
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EDSRESs et EDPs dans R?

EDSRs ergodiques EDSREs et EDPs avec condition de Neumann

Estimation du gradient (2)

Vel < e—aTE@T[W%@+/0Te—aSE@T[|fa(s)|}ds

“ - T ;51172
V51 < e TEY||¥g] +K,,X/ e B |IX: - XS] ds.
0

Adrien Richou EDSREs et EDPs avec condition de Neumann au bord



EDSRESs et EDPs dans R?

EDSRs ergodiques EDSREs et EDPs avec condition de Neumann

Estimation du gradient (2)

Vel < e—aTE@T[W%@+/0Te—aSE@T[|fa(s)|}ds

“ - T ;51172
V51 < e TEY||¥g] +K,,X/ e B |IX: - XS] ds.
0

EY7 (X5 - X¢?2] < rthiaklsix — w2
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EDSRESs et EDPs dans R?

EDSRs ergodiques EDSREs et EDPs avec condition de Neumann

Estimation du gradient (2)

Vel < e—aTE@T[W%@+/0Te—aSE@T[|fa(s)|}ds

“ - T ;51172
V51 < e TEY||¥g] +K,7X/ e B |IX: - XS] ds.
0

EQ7[1X¢ - X¢?2] < Prehials)x — w2

Donc

—a7 My

~ [1 — e(_a+77+Kf¢de)T:|
’YOa’ e o + Kf,x

Ix — x|

Q=1 = Kf,zKa
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EDSRESs et EDPs dans R?

EDSRs ergodiques EDSREs et EDPs avec condition de Neumann

Estimation du gradient (3)

Preuve du lemme :
3*2(?7+Kw 2K5) S|XX XX |2 |X % |2

+2/ e 2+t [ XY (b(XY) — b(X )l

+5 Tr[( (X) = o (X)) (o (X5) — o(XZ))]au

(Xux — X )Vo(Xp)dKy = (X5 = X )Ve(Xy )oKy
+(XE = X ) (o(X) = (X)) (AW, — Budu)
—(n+ Kr 2K, )| XX — X |2du] :
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EDSRESs et EDPs dans R?

EDSRs ergodiques EDSREs et EDPs avec condition de Neumann

Fin de la deuxieme étape (existence)

On pose v*(x) = v*(x) — v*(0). On sait que |v*(x)| < C|x|,
a v (x)| < M et {v®} uniformément lipschitz.
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EDSRESs et EDPs dans R?

EDSRs ergodiques EDSREs et EDPs avec condition de Neumann

Fin de la deuxieme étape (existence)

On pose v*(x) = v*(x) — v*(0). On sait que |v*(x)| < C|x|,
a v (x)| < M et {v®} uniformément lipschitz.
Jdap N\, 0 telle que v (x) — v(x), Vx et ap,v*(0) — A.
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EDSRESs et EDPs dans R?

EDSRs ergodiques EDSREs et EDPs avec condition de Neumann

Fin de la deuxieme étape (existence)

On pose v*(x) = v*(x) — v*(0). On sait que |v*(x)| < C|x|,
a v (x)| < M et {v®} uniformément lipschitz.

Jap \ 0 telle que vo(x) — v(x), Vx et apver(0) — A.

On définie Y, = v*(X}) et YX = v(X¥). Alors

B[ f7 V2o~ Ve ds] - 0 et e[| Vi - vi[*] — 0.
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EDSRESs et EDPs dans R?

EDSRs ergodiques EDSREs et EDPs avec condition de Neumann

Fin de la deuxieme étape (existence)

On pose v*(x) = v*(x) — v*(0). On sait que |v*(x)| < C|x|,
a v (x)| < M et {v®} uniformément lipschitz.

Jdap N\, 0 telle que v (x) — v(x), Vx et ap,v*(0) — A.

On définie Y, = v2(X)) et Y* = v(X*). Alors

B[ fy [V~ va[* o8] — 0 et B[ |75 - Y§[*] — 0.

De plus, par un raisonnement standard, 32* € M2 (R*,RY)
tel que

T S 2
E[/ |Z20n — 2% ds] — 0.
0
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EDSRESs et EDPs dans R?

EDSRs ergodiques EDSREs et EDPs avec condition de Neumann

Fin de la deuxieme étape (existence) (2)

yx.an gt 2% vérifient
— T -—
yron = yxony / X, 25 ~an Ve " —anv (O)ds— | 25" aWe
0
En passant a la limite on obtient

.
Yy %+/ f(XX,Z%) — )\ds—/ ZX dW.
0
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EDSRESs et EDPs dans R?
EDSREs et EDPs avec condition de Neumann

EDSRs ergodiques

Etude de la fonction 1 — ()

Le résultat d’unicité concernant A permet de définir la fonction
= A(p)-

Proposition

w— X\(u) est une fonction réelle décroissante et continue.

Il suffit donc de montrer
A1) F2E° o0 and Ap) ==~ +oo

pour pouvoir appliquer le théoréme des valeurs intermédiaires.
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EDSRESs et EDPs dans R?

EDSRs ergodiques EDSREs et EDPs avec condition de Neumann

Cas ou f est borné

On prend deux solutions (Y, Z, A(0)), (Y, Z, A\(1)) :

T T T
Yi = Vit / [F(X2, 22) — A(0)]ds + / [g(X2)]dkZ — / Z5dWs,
0 0 0

T

T T .
= Y¥+/ [f(x;,z;)—A(u)}dSJr/ [g(XSX)—p]dKSX—/O ZX W,
0 0

On fait la différence et on obtient

‘IE { Y+ ¥r-vi- \"/OX} +(A0) = M) T — LE[KT]| < 2M{T.
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EDSRESs et EDPs dans R?

EDSRs ergodiques EDSREs et EDPs avec condition de Neumann

Cas ou f est borné

On prend deux solutions (Y, Z, A(0)), (Y, Z, A\(1)) :

T T T
Yi = Vit / [F(X2, 22) — A(0)]ds + / [g(X2)]dkZ — / Z5dWs,
0 0 0

T

T T .
= Y¥+/ [f(x;,z;)—A(u)}dSJr/ [g(XSX)—p]dKSX—/O ZX W,
0 0

On fait la différence et on obtient

‘IE { Y+ ¥r-vi- \"/OX} +(A0) = M) T — LE[KT]| < 2M{T.

Question : quel est le comportement de E [K¥] ?
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Comportement de K

Soient v la mesure invariante du processus X, Xo ~ v. On a

E[K}] = —E[£o(X)I T.

Preuve :

t t
K = 6(X¥)—6(x)— /O Lo(X2)ds— /0 (VX (XE))dWs. O
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EDSRs ergodiques EDSREs et EDPs avec condition de Neumann

Comportement de K

Soient v la mesure invariante du processus X, Xo ~ v. On a

E[K}] = —E[£o(X)I T.

Preuve :

t t
K = 00000 | Lo(x)as— [ (Vo0 O
Alors on obtient dans l'inéquation précédente

[(A(0) = A(w)) + HE [Lo(X0)]| < 2M:.

Ainsi, le résultat d’existence est établi si E [Lo(Xp)] < 0. De
plus, lorsque E [Lo(Xp)] = 0, il existe des A pour lesquels il n’y
a pas de solution (Y, Z, 1) a 'TEDSRE.
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Comportement de K : exemples

@ Si o estinversible, E [Lo(Xp)] < 0.
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EDSRs ergodiques EDSREs et EDPs avec condition de Neumann

Comportement de K : exemples

@ Si o estinversible, E [Lo(Xp)] < 0.
o G=B(0,1), o(x) = L b(x) = —xet
X1 0
o(x) = .Onav = dg, donc E[Ls(Xo)] = 0.
0 Xd
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EDSRs ergodiques EDSREs et EDPs avec condition de Neumann

Comportement de K : exemples

@ Si o estinversible, E [Egb(Xo)] < 0.

° G= BO1 ) = 1= = —x et
o(x) = )Onauéo,doncE[.&b(Xo)] 0.
e G=B(0,1), == )=—xet

/ 0
o(x) = (6‘ Odk) Onau:yk®5ORd7ket
E[Lo(Xo)] < 0.
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Résultat

Theorem (f borné)
On suppose
@ G borné convexe et régulier,
@ n+Ki, K, <0,
° g e Ci(G),
@ f borné etE [Lo(Xp)] < O,

Alors pour tout A € R il existe y € R, v € C (G) et une
fonction mesurable telles que ((v(X[)) (D X))t, i) soit une
solution de 'EDSRE (??). De plus on a

[(A(0) — A)) + pE [Lo(X0)]| < 2M:.

Probléme : On a pas l'unicité de . et dans les problémes de
contréle ergodique optimal f n’est pas borné.
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f non borné
On prend deux solutions (Y, Z, A(1)), (Y, Z, A(1)) :
T

T T
V=i [ 106,20 = alds+ [ a0e) — e - [ ziaw,
0 0

T T T~
V= Vi [ 106,20 - a@lds+ [ a0k —alai - [ Ziaw,
0 0

Onpose Y* := YX — YXet ZX .= 2% — Z*.
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f non borné
On prend deux solutions (Y, Z, A(1)), (Y, Z, A(1)) :
T

T T
V=i [ 106,20 = alds+ [ a0e) — e - [ ziaw,
T T T
Yo = V¥ F(XX, ZX) — ()] o X = pldK: — | ZXdWs
; +/0[< ) (u_)]8+4 l006) — flak — |
Onpose Y* := YX — YXet Z¥ .= ZX¥ — Z*. On a, pour tous
T eRy,

T T
Vo = Vit | 106 200, Z0)) s+ DN T+u-7ilKG— | Zz oW
0 0
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f non borné
On prend deux solutions (Y, Z, A(1)), (Y, Z, A(1)) :
T

T T
V=i [ 106,20 = alds+ [ a0e) — e - [ ziaw,
0 0
" . T . T T~
V= Vi [ 106,20 - a@lds+ [ a0k —alai - [ Ziaw,
0 0

On pose Y* := VX — YX et ZX := Z¥ — Z*. On a, pour tous
T eRy,

T T
Vo = Vit | 106 200, Z0)) s+ DN T+u-7ilKG— | Zz oW
0 0

T T _
0X:Y¢+/ zsxﬂsds+[A—A]T+[M—mK¢—/o ZXdWs.
0
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f non borné
On prend deux solutions (Y, Z, A(1)), (Y, Z, A(1)) :
T

T T
V=i [ 106,20 = alds+ [ a0e) — e - [ ziaw,
0 0
" . T . T T~
V= Vi [ 106,20 - a@lds+ [ a0k —alai - [ Ziaw,
0 0

On pose Y* := VX — YX et ZX := Z¥ — Z*. On a, pour tous
T eRy,

T T
= Vi [ 106 2106, Z0) o+ DS+l | Zia.
X yx +/0 ZXGsds + [\ — NT + [ — iK% —/0 ZXdWs.
7 [?ﬂ = A= NT + [u— EY [K%].
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f non borné

Finalement,E%7 [K¥/T| posséde une limite /, ; > 0 lorsque
T — +oo et u # ' telle que
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f non borné

Finalement,E%7 [K¥/T| posséde une limite /, ; > 0 lorsque
T — +oo et u # ' telle que

(A() = (@) + (1 — i)l = 0.

Or
B (K] = E¥[o(xp) / Lo(X)d / V(X ) (X2) s
E@T[KTX} > —%Jr[—sugw—\wa\oo)@m,z]

xeG

Adrien Richou EDSREs et EDPs avec condition de Neumann au bord



EDSRESs et EDPs dans R?

EDSRs ergodiques EDSREs et EDPs avec condition de Neumann

f non borné

Finalement,E%7 [K¥/T| posséde une limite /, ; > 0 lorsque
T — +oo et u # ' telle que

(A() = (@) + (1 — i)l = 0.

Or

B (K] = E¥[o(xp) / Lo(X)d / V(X ) (X2) s
E@T[KTX} > —% + {— fﬁ%w - ‘V(ﬁo“oo)éKf,z}.

Posons ¢ = —sup, .5 Lo — [Voo|  Kr-. Onal,; > clorsque

w # 1’ Donc il suffit de supposer ¢ >0 pour avoir un résultat
d’existence. De plus on obtient également un résultat d’unicité.
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f non borné

Theorem (f non borné)
On suppose
@ G borné convexe et régulier,
°® n+Ki K, <0,
° g eCi(G),
@ —sup, . gLo— |Voo| ahrz >0,
Alors pour tout X € R il existe pn € R, v € C)(G) et ¢ une

1}
fonction mesurable telles que ((v(X{))t, (¢ (DX X)), 1v) soit une
solution de 'TEDSRE (??). De plus on a

(M) = M) + (= )l =0avec0 < c < I, < C.
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f non borné : exemple

Exemple : G= B(0,1), ¢(x) = 1’5“2, b(x) = —x et

o(x) = <g‘ 0 0 > Les hypothéses sont vérifiées des que
d—k

k/2 -1> Kf7z.
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EDSRs ergodiques

Cas particulier des processus de Kolmogorov

Dans cette partie on pose o = v2/ et b= —VU avec
U € C3(RY,R) et V2U > cl avec ¢ > 0.

Theorem (f non borné (2))
On suppose
@ G borné convexe et régulier,
® n+ Kr K, <0,

° g Ch(G),

1)
o (o VAVl 5) Kix < ~EICo0X)] avec

§ = sup, g('VU(X)x) —inf, _&("VU(x)x)

Alors pour tout X € R il existe p € R, v € C(G) et ¢ une
fonction mesurable telles que ((v(X/))t, (C(X{))t, 1) soit une
solution de 'TEDSRE (??).
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|ldée de la preuve

RO [ﬁ} E@T[é(i——/ LX) ds——/ 'V (XY) ﬁsds}
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|ldée de la preuve

E@T[Kﬂ E@T[gb(i——/ LX) ds——/ 'V (XY) ﬁsds}

On définit A7 ;:{ 11T Lo(X20)ds < —E[L(X0)] 75}
D’aprés un résultat de A. GU|II|n C. Léonard, L. Wu et N. Yao
(prépublication) on a P(A7) < exp ( ke T) . Cette inégalité

repose sur le fait que v vérifie une megallte de Poincaré (de
constante de Poincaré 1/c).
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|ldée de la preuve

E@T[Kﬂ E@T[gb(i——/ LX) ds——/ 'V (XY) ﬁsds]

On définit A7 ;:{ 11T Lo(X20)ds < —E[L(X0)] 75}
D’aprés un résultat de A. GU|II|n C. Léonard, L. Wu et N. Yao
(prépublication) on a P(A7) < exp ( ke T) . Cette inégalité

repose sur le fait que v vérifie une megallte de Poincaré (de

constante de Poincaré 1/c).

On montre alors Q7(A7) T242 .
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Remarque

Ces résultats restent vrais si o(x) = v/2 <g‘ 0 Ok > et
d—

Fi:={x ¢ RY/ X1 = ... = Xg = 0} est stationnaire pour VU.
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Le probléme de contréle ergodique optimal

Soit U un espace métrique séparable. un contréle p est un
processus progressivement mesurable a valeur dans U. Soient
R:U—R%et L:RYx R"™ — R deux fonctions continues
bornées. On suppose L uniformément lipschitz par rapport a sa
premiere variable.
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Le probléme de contréle ergodique optimal

Soit U un espace métrique séparable. un contréle p est un
processus progressivement mesurable a valeur dans U. Soient
R:U—R%et L:RYx R"™ — R deux fonctions continues
bornées. On suppose L uniformément lipschitz par rapport a sa
premiére variable. Les contrbles ergodiques sont

I(x, p) = limsup Epv
T—+4o0

/ L(XZ, ps)ds + /O "lo0x) — K

J(x, p) = limsup 2T HH>0 g7

T—+o0 ]E/) T[KX]

T T
/ [L(XX. ps) — Alds + / g(xg)dK;] ,
0 0

avec 1% = exp ( f; R(ps)aWs — § [ |R(ps) 2ds) et P = TP,
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Le probléme de contréle ergodique optimal

On définit ’hamiltonien de facon habituelle :

f(x,z) = UiQL{L(x, u)+ zR(u)}, xeRY zeR™

Si, pour tous x, z I'infimum est atteint alors il existe une fonction
mesurable v : RY x R'*9 — U telle que

f(x,z) = L(x,v(x, 2)) + zR(~(x, 2)).

On note que f est une fonction lipschitz et (., 0) est bornée.
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Un premier résultat

On se place sous les hypothéses d’existence d’une solution
(Y,Z,)\) aufixé. Alorsona:

@ Pour tout contréle p, I(x, p) > X et I'égalité a lieu si et
seulement si L(XY, pt) + ZXR(pt) = (X, Z{), P — p.s.
pour tout t > 0.

@ Sile minimum est atteint dans la définition de ’hamiltonien,
alors le controle p; = ~(X{, Z;) verifie I(x,p) = .
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Un second résultat

On se place sous les hypothéses d’existence d’une solution
(Y,Z,u) a A\ fixe lorsque f est non borné. Alors on a :

@ Pour tout contréle p, J(x, p) > p et I'égalité a lieu si et
seulement si L(XY, pt) + ZXR(pt) = (X, Z{), P — p.s.
pour tout t > 0.

@ Sile minimum est atteint dans la définition de ’hamiltonien,
alors le controle p; = ~(X{, Z;) verifie I(x,p) = .
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Démonstration

—aY{ = [f(X{, Z) = Aldt+[g(X{) —uldK{ = Z¢ dWi' = Z R(pr) dit.
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Démonstration

—aY{ = [f(X{, Z) = Aldt+[g(X{) —uldK{ = Z¢ dWi' = Z R(pr) dit.

]
per Tk = T v v+ 106,20 - 2R - LOG sl
0

+E~T [/OT[L(X,X,p,) - A]dt} +E~T Uorg(xf)dK,X] .
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Démonstration

—aY{ = [f(X{, Z) = Aldt+[g(X{) —uldK{ = Z¢ dWi' = Z R(pr) dit.

]
per Tk = T v v+ 106,20 - 2R - LOG sl
0

+E~T [/OT[L(X,X,p,) - A]dt} +E~T Uorg(xf)dK,X] .

WEPTIKEIHET Y3 — V3] < BPT

T T
/ [L(XX ) — Alat + / g(XtX)dKf] .
0 0
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Démonstration

T T
JEPTIKAAET (VY — Y] <EPT / [L(XE, pr) — Nt + / 9(Xx)aK

lim EPT[KY] = +o00, VxeG.

T—+o0
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Démonstration

WEPTIKEHEST [V — Vi <EPT -

T T
/ [L(XX pr) — Aot + / 9(X)dK?
0 0

lim EPT[KY] = +o00, VxeG.

T—+o0

Donc, pour T > Ty, E/T[K¥] > 0 et

ECTYE - Yr]

< EPT
TTRTIRE S BATIR

T T
/ [L(XZ. pr) — N]dit + / g(Xr)dK? |
0 0
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Démonstration

WEPTIKEHEST [V — Vi <EPT -

T T
/ [L(XX pr) — Aot + / 9(X)dK?
0 0

lim EPT[KY] = +o00, VxeG.

T—+o0

Donc, pour T > Ty, E/T[K¥] > 0 et

ECTYE - Yr]

< EPT
TTRTIRE S BATIR

T T
/ [L(XZ. pr) — N]dit + / g(Xr)dK? |
0 0

u < limsup
T—+o0
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