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Rappels sur les EDSRs

Soient (2, F,P) un espace de probabilité, (W;)scg+ un
mouvement brownien de dimension d et (F;):cr+ sa filtration
naturelle augmentée. On introduit un processus X a valeur
dans RY et solution d’une équation différentielle stochastique
(EDS) :

t t
X;LX:H/ b(s7X2’X)ds+/ o(s, X" dWs, 0<t, (1)
0 0

avec b et o deux fonctions lipschitziennes en x.
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Rappels sur les EDSRs

EDSRs en horizon fini

Soient f: [0, T] x RY x RK x Rk*? . Rk et g : RY — RX. On
considére 'EDSR suivante

T T
Y,:g(XT)—i—/ f(r, X;, Y,,Z,)dr—/ Zadw,, 0<t<T. (2)
t t
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Rappels sur les EDSRs

EDSRs en horizon fini

Soient f: [0, T] x RY x RK x Rk*? . Rk et g : RY — RX. On
considere 'EDSR suivante

T T
Y,:g(XT)—i-/ f(r, X;, Y,,Z,)dr—/ Zadw,, 0<t<T. (2)
t t

Definition
Une solution de (2) est un couple de processus (Yt, Zt)o<i<T
vérifiant :
@ Y et Z sont progressivement mesurables & valeur dans RX
et kad’
Q P—p.s. [ If(r, X, Yr, Z))| + | Z|2 dr < 0
Q (Y, 2) vérifie (2).
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Rappels sur les EDSRs

EDSRs en horizon fini

Soient f: [0, T] x RY x RK x Rk*? . Rk et g : RY — RX. On
considere 'EDSR suivante

T T
i—gOm+ [ fr X YeZ)ar— [ Zaw. o<t<T. (@
t t

Definition

Une solution de (2) est un couple de processus (Yt, Zt)o<i<T
vérifiant :
@ Y et Z sont progressivement mesurables & valeur dans RX
et kad’
Q P—p.s. [ If(r, X, Yr, Z))| + | Z|2 dr < 0
Q (Y, 2) vérifie (2).

Dans toute la suite on prend k = 1.
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Rappels sur les EDSRs

Exemple explicatif

On prend f = 0.
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Rappels sur les EDSRs

Exemple explicatif

On prend f = 0.

Un candidat naturel pour Y est Y; := E[g(XT)|Ft]. Le théoréme
de représentation martingale nous donne

Y = E[g(X7)] + Jo ZsaWs.
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Rappels sur les EDSRs

Exemple explicatif

On prend f = 0.
Un candidat naturel pour Y est Y; := E[g(XT)|Ft]. Le théoréme
de représentation martingale nous donne
Y, = E[g(X7)] + Jo ZsaWs.
Ainsi .
|| e+ Blg(X7)] = 9(Xr),

et
T
t
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Rappels sur les EDSRs

Théoréeme d’existence et d’unicité

Theorem (Pardoux-Peng 1990)
On suppose f uniformément lipschitzienne en y et en z et

;
E[lg(Xr)P + [ 1f(r. %,,0,0)/2er] < .
0

Alors (2) posséde une unique solution (Y, Z) telle que

E[oii’é’rm’z] < 58, E[/Or\ztﬁdt} < .
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Rappels sur les EDSRs

Liens avec les EDPs

Le cadre markovien permet de donner une interprétation
probabiliste a certaines EDPs semi-linéaires. On pose

Lv(t,x) = 1z‘race(o—‘a(f, X)V2v(t, x)) + b(t, x).'V,v(t, x).

2
On considere 'EDP semi-linéaire parabolique suivante :
8"(823 X) 4 2v(t x) + £, x, v(E, X), 9V (E X)o(E, X)) = 0
v(T,x) = g(x).
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Rappels sur les EDSRs

Liens avec les EDPs

Le cadre markovien permet de donner une interprétation
probabiliste a certaines EDPs semi-linéaires. On pose

Lv(t,x) = 1z‘race(o—‘a(f, X)V2v(t, x)) + b(t, x).'V,v(t, x).

2
On considere 'EDP semi-linéaire parabolique suivante :
8"(823 X) 4 2v(t x) + £, x, v(E, X), 9V (E X)o(E, X)) = 0
v(T,x) = g(x).

@ Si v est solution C'2 de 'EDP et V, v a croissance
polynomiale alors (v(t, X¥),! Vv(t, X})o(t, X)) est
solution de 'EDSR.
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Rappels sur les EDSRs

Liens avec les EDPs

Le cadre markovien permet de donner une interprétation
probabiliste a certaines EDPs semi-linéaires. On pose

Lv(t,x) = 1z‘race(o—‘a(t, X)V2v(t, x)) + b(t, x).'V,v(t, x).

2
On considere 'EDP semi-linéaire parabolique suivante :
8"(823 X) 4 2v(t x) + £, x, v(E, X), 9V (E X)o(E, X)) = 0
v(T,x) = g(x).

@ Si v est solution C'2 de 'EDP et V, v a croissance
polynomiale alors (v(t, X¥),! Vv(t, X})o(t, X)) est
solution de 'EDSR.

@ Si (Y, 2) est solution de 'EDSR alors v(t, x) := Yf’x est
solution de viscosité de 'EDP (formule de Feynman-Kac).
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Rappels sur les EDSRs

EDSRs en horizon infini

On considére 'EDS et 'EDSR

t t
Xf:x+/ b(X;‘)ds+/ s(X\)dWs, 0<t,  (3)
0 0

T T
t t
(4)
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Rappels sur les EDSRs

EDSRs en horizon infini

On considére 'EDS et 'EDSR

t t
Xf:x+/ b(X;‘)ds+/ s(X\)dWs, 0<t,  (3)
0 0

T T
t t
(4)

Heuristique : Y., = 0.
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Rappels sur les EDSRs

Existence et unicité pour les EDSRs en horizon infini

Theorem (Briand-Hu 1998, Royer 2004)

On suppose :

Q f uniformément lipschitzienne en y et en z,

© f strictement monotoneeny :u >0

(v1 = ¥2)-(f(x, 1, 2) = £(X, Y2, 2)) < —plyr = yol?,

Q |f(x,0,0)| <K,
alors il existe une solution (Y, Z) telle que Y soit un processus
borné par K/u etE [ 0+°° e 21| Ys|? + ||Zs||2]ds} < +o0. Cette
solution est unique parmi les processus tels que Y soit continu
etborné et Z ¢ M2, (R*,RY).

loc
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Rappels sur les EDSRs

Lien avec les EDPs

On a toujours
Lv(x) = %trace(ata(x)v)z( v(x)) + b(x).!Vv(x).

On considere 'EDP semi-linéaire elliptique suivante :

Lv(x) + f(t, x, v(x),! Vv(x)o(x)) = 0. (5)
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Rappels sur les EDSRs

Lien avec les EDPs

On a toujours
Lv(x) = %trace(ata(x)v)z( v(x)) + b(x).!Vv(x).

On considere 'EDP semi-linéaire elliptique suivante :

Lv(x) + f(t, x, v(x),! Vv(x)o(x)) = 0. (5)

@ Si v est solution C'2 de 'EDP et Vv a croissance
polynomiale alors (v(X}),! Vv(X[)o(XX)) est solution de
'EDSR.
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Rappels sur les EDSRs

Lien avec les EDPs

On a toujours
Lv(x) = %trace(ata(x)v)z( v(x)) + b(x).!Vv(x).

On considere 'EDP semi-linéaire elliptique suivante :

Lv(x) + f(t, x, v(x),! Vv(x)o(x)) = 0. (5)

@ Si v est solution C'2 de 'EDP et Vv a croissance
polynomiale alors (v(X}),! Vv(X[)o(XX)) est solution de
'EDSR.

@ Si (Y, Z) est solution de 'EDSR alors v(x) := Y est
solution de viscosité de 'EDP (formule de Feynman-Kac).
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EDSRs ergodiques dans RY

EDSRs ergodiques EDSREs et EDPs avec condition de Neumann au bord

EDSREs et EDPs dans R?

EDSRs Introduites par M. Fuhrman, Y. Hu et G. Tessitore
(2007).

X¢ = x+ [{ b(X¥)ds + [y o(XZ)dWs
YE = Yi+ [T [FX5,2) — Nds — [T Zaws  (6)
Ogtg T <o

Avec b, o et f Lipschitz, f(.,0) borné. Une solution de TEDSRE
(6) estun triplé (Y, Z, \). A est appelée constante d’ergodicité.
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EDSRs ergodiques dans RY

EDSRs ergodiques EDSREs et EDPs avec condition de Neumann au bord

Hypothese de dissipativité

On ajoute une hypothése de dissipativité pour TEDS
sous-jacente : n + K; ;K, < 0 avec

n= sup
X,y €RY x#y

{ (x = y)(b(x) = bly)) , TH{(o(x) ~ o(¥))(e(x) ()] } .
x —y? x —y?

Cela nous permet d’avoir

E? “xtx p

2] <e % x—x|.
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EDSRs ergodiques dans RY

EDSRs ergodiques EDSREs et EDPs avec condition de Neumann au bord

point de vue EDP

LEDP associée est

Lv(x) + f(x,! Vv(x)o(x)) = A

@ Permet de traiter des problemes de contrble ergodique (cf
partie 3).

@ Etudié par Bensoussan (88), Bagagiolo, Bardi et Capuzzo
Dolcetta (97), Arisawa (97,98), Arisawa et Lions (98).
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EDSRs ergodiques dans RY
EDSREs et EDPs avec condition de Neumann au bord

EDSRs ergodiques

Résultat d’existence

Theorem (existence d’une solution pour TEDSRE (6))
Il existe

@ \eR

@ v:RY — R lipschitz et v(0) = 0

@ ¢ :RY — R mesurable
tels que, si on pose Y} := v(XY) et ZX := ((XY), alors
(Y, ZX,\) est solution de 'TEDSRE.
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EDSRs ergodiques dans RY
EDSREs et EDPs avec condition de Neumann au bord

EDSRs ergodiques

Résultat d’existence

Theorem (existence d’une solution pour TEDSRE (6))
Il existe

@ \eR

@ v:RY — R lipschitz et v(0) = 0

@ ¢ :RY — R mesurable
tels que, si on pose Y} := v(XY) et ZX := ((XY), alors
(Y, ZX,\) est solution de 'TEDSRE.

Remarque : on a pas besoin d’'uniforme ellipticité.
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EDSRs ergodiques dans RY

EDSRs ergodiques EDSREs et EDPs avec condition de Neumann au bord

Preuve

Idée de la preuve : On approche 'EDSRE par une EDSR
strictement monotone

T.

N

T T
Ve = vy [ 106 28 —a o [ Zivdws, o<t
t t
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EDSRs ergodiques dans RY
EDSREs et EDPs avec condition de Neumann au bord

EDSRs ergodiques

Et 'unicité ?

@ unicité de \ :
Theorem

On suppose que pour x € R, (Y', Z', \) est une solution de
I'EDSRE (6) vérifiant

Vi| < ex(1+ X)), Vt>0,

alors \' = ).
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EDSRs ergodiques dans RY
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EDSRs ergodiques

Et 'unicité ?

@ unicité de \ :

Theorem

On suppose que pour x € R, (Y', Z', \) est une solution de
I'EDSRE (6) vérifiant

Vi| < ex(1+ X)), Vt>0,

alors \' = ).

@ non unicité de la solution :

e Si(Y,Z,)) est solution, alors (Y + ¢, Z, \) est solution.
e Méme en supposant Y? = 0, la solution de 'TEDSRE n’est
pas nécessairement unique.
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EDSRs ergodiques dans RY

EDSRs ergodiques EDSREs et EDPs avec condition de Neumann au bord

Le point de vue EDP

G. Barles et F. Da Lio (2005) ont étudié des EDPs dans des
domaines réguliers et bornés avec des conditions de Neumann
de la forme :

{ F(x,Vv(x),V2v(x)) =0, VxeG
L(x,Vv(x))=u, VxeoG

ou p fait partie des inconnues.
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EDSRs ergodiques dans RY

EDSRs ergodiques EDSREs et EDPs avec condition de Neumann au bord

Le point de vue EDP

G. Barles et F. Da Lio (2005) ont étudié des EDPs dans des
domaines réguliers et bornés avec des conditions de Neumann
de la forme :

{ F(x,Vv(x),V2v(x)) =0, VxeG
L(x,Vv(x))=u, VxeoG

ou p fait partie des inconnues.
Le but est de définir des EDSRs permettant de donner une
représentation probabiliste aux EDPs semi-linéaires suivantes :

MO L g(x)=p, YxcdG

{ Lv(x)+ f(x,!Vv(x)o(x)) =0, ¥xeG
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EDSRs ergodiques dans RY

EDSRs ergodiques EDSREs et EDPs avec condition de Neumann au bord

EDSREs avec condition de Neumann au bord

Soit G un ouvert borné de R? tel qu'il existe ¢ € C2(RY)
vérifiant G = {¢ > 0}, 0G = {¢p =0} et |Vo(x)| =1 Vx € 0G.
On considére une EDS sous-jacente réfléchie :

XX =x+ [Ib(XX)ds + [ o(XX)dWs + [ Vo(XX)dKE, t>0;
K¥ = fot 1xxcacdKZ, KX est croissant.
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EDSRs ergodiques dans RY
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EDSREs avec condition de Neumann au bord

Soit G un ouvert borné de R? tel qu'il existe ¢ € C2(RY)
vérifiant G = {¢ > 0}, 0G = {¢p =0} et |Vo(x)| =1 Vx € 0G.
On considére une EDS sous-jacente réfléchie :

XX =x+ [Ib(X¥)ds + [ o(X)dWs + [I Vo(XX)dKE, t>0;
K¥ = fot 1xxcacdKZ, KX est croissant.
LEDSRE que I'on souhaite étudier est : pourtous 0 <t < T
T T T
vi= Vi [ 1062 - Nes+ [ [o0) ~rlakg — [ Zaws 7
t t

ou A est une constante. On suppose toujours b, o et f lipschitz,
f(.,0) borné et n + K; K, < 0.

Adrien Richou EDSREs et EDPs avec condition de Neumann au bord



EDSRs ergodiques dans RY

EDSRs ergodiques EDSREs et EDPs avec condition de Neumann au bord

Démonstration de I'existence

Comme G. Barles et F. Da Lio, on considere une version
modifiée strictement monotone de I'équation :

.
et = vt / [f(X, Z8%) = A = a® Y% ds
t

T T
+/ [g(x;)—av,x’a}dK;—/ ZX* dWs
t t
0<t<T<o

avec a > 0. On appligue alors la stratégie de M. Fuhrman, Y.
Hu et G. Tessitore.
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EDSRs ergodiques dans RY

EDSRs ergodiques EDSREs et EDPs avec condition de Neumann au bord

Démonstration de I'existence

Comme G. Barles et F. Da Lio, on considere une version
modifiée strictement monotone de I'équation :

.
et = vt / [f(X, Z8%) = A = a® Y% ds
t

T T
+/ [g(x;)—av,x’a}dK;—/ ZX* dWs
t t
0<t<T<o

avec a > 0. On appligue alors la stratégie de M. Fuhrman, Y.
Hu et G. Tessitore. Ne semble pas aboutir...
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EDSRs ergodiques dans RY

EDSRs ergodiques EDSREs et EDPs avec condition de Neumann au bord

Démonstration de I'existence (2)

@ Dans un premier temps on résout un probleme différent : 4
devient un paramétre et A une inconnue.
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EDSRs ergodiques EDSREs et EDPs avec condition de Neumann au bord

Démonstration de I'existence (2)

@ Dans un premier temps on résout un probleme différent : 4
devient un paramétre et A une inconnue.

© On prouve I'existence d’une solution (Y, Z, \) lorsque
g = 0 et u = 0, en rajoutant une hypothése : G convexe.
Ona Y} = v(Xy) avec v € Cp,(G). On montre également
'unicité de \.
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EDSRs ergodiques EDSREs et EDPs avec condition de Neumann au bord

Démonstration de I'existence (2)

@ Dans un premier temps on résout un probleme différent : 4
devient un paramétre et A une inconnue.

© On prouve I'existence d’une solution (Y, Z, \) lorsque
g = 0 et u =0, en rajoutant une hypothése : G convexe.
Ona Y¥ =v(X{)avecv e C,(,?p(G). On montre également
'unicité de \.

© On se rameéne au cas précédent pour g et 1 quelconques.
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EDSRs ergodiques EDSREs et EDPs avec condition de Neumann au bord

Démonstration de I'existence (2)

@ Dans un premier temps on résout un probleme différent : 4
devient un paramétre et A une inconnue.

© On prouve I'existence d’une solution (Y, Z, \) lorsque
g = 0 et u =0, en rajoutant une hypothése : G convexe.
Ona Y¥ =v(X[)avecv e C}}p(G). On montre également
'unicité de \.

© On se rameéne au cas précédent pour g et 1 quelconques.

©Q On peut définir la fonction p — (1) et montrer qu’elle est
continue et décroissante. Il ne reste plus qu’a montrer que
A(—00) = 400 et A(+o00) = —oo pour pouvoir utiliser le
théoréme des valeurs intermédiaires.
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EDSRs ergodiques

On va montrer le résultat suivant :

On suppose g = 0 et u = 0. Il existe
@ AeR

@ v:RY — R lipschitz et v(0) = 0

@ ¢ :RY — R"™9 mesurable
tels que, si on pose Y} := v(XY) et ZX := ((XY), alors
(Y*,Z*,\) est solution de TEDSRE avec . fixé. De plus, \ est

unique parmi les solutions (Y, Z, \) telles que Y soit un
processus adapté continu borné et Z € M2 (R*,RY).
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EDSRs ergodiques EDSREs et EDPs avec condition de Neumann au bord

|ldée de la preuve

On approche 'EDSRE par une EDSR strictement monotone

T T
Yo = y;’u/ [f(X;(,Z;(’O‘)—aY;(’O‘]ds—/ ZXdWs, 0<t<T.
t t
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|ldée de la preuve

On approche 'EDSRE par une EDSR strictement monotone

.
= yXeq /[fXX 75 aY;(""]ds—/ Z %W, 0<t<T.
t

Lemme (Y. Hu, P. Briand, M. Royer)

Il existe une unique solution (Y*<,Z%%) avec Y*“ borné
continu et Z** € M2 (R*,RY). De plus | Y < M/a P — p.s.
pour tout t > 0.
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EDSRs ergodiques EDSREs et EDPs avec condition de Neumann au bord

|ldée de la preuve

@ On définie v(x) := Yy,
@ On montre que v est lipschitz indépendamment de a.
@ On pose v¥(x) = v¥(x) — v*(0). On sait que
[ve(x)| < C x|, a|v*(x)| < M et {v*} uniformément
lipschitz.
@ dap N\, 0 telle que v (x) — v(x), Vx et apv®(0) — .
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EDSRs ergodiques

On suppose g € Cj,(G). Soit w € Cf;,(G) vérifiant
W) 1 g(x) = p. On pose ¥ = w(X}¥) et Z¥ = Vw(XX)a(XY).
Ces processus vérifient

T T T
V= Vi [ cvoxds+ [ 1o0¢ - ok — [ Ziaw.

Alors on retranche (Y, Z¥) a (Y¥, Z)).
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EDSRs ergodiques

Etude de la fonction 1 — ()

Le résultat d’unicité concernant A permet de définir la fonction
= A(p)-

Proposition

w— X\(u) est une fonction réelle décroissante et continue.

Il suffit donc de montrer
A1) F2E° o0 and Ap) ==~ +oo

pour pouvoir appliquer le théoréme des valeurs intermédiaires.
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EDSRs ergodiques EDSREs et EDPs avec condition de Neumann au bord

Cas ou f est borné

On prend deux solutions (Y, Z, A(0)), (Y, Z, A\(1)) :

T T T
Yi = Vit / [F(X2, 22) — A(0)]ds + / [g(X2)]dkZ — / Z5dWs,
0 0 0

T

T T .
= Y¥+/ [f(x;,z;)—A(u)}dSJr/ [g(XSX)—p]dKSX—/O ZX W,
0 0

On fait la différence et on obtient

‘IE { Y+ ¥r-vi- \"/OX} +(A0) = M) T — LE[KT]| < 2M{T.
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EDSRs ergodiques EDSREs et EDPs avec condition de Neumann au bord

Cas ou f est borné

On prend deux solutions (Y, Z, A(0)), (Y, Z, A\(1)) :

T T T
Yi = Vit / [F(X2, 22) — A(0)]ds + / [g(X2)]dkZ — / Z5dWs,
0 0 0

T

T T .
= Y¥+/ [f(x;,z;)—A(u)}dSJr/ [g(XSX)—p]dKSX—/O ZX W,
0 0

On fait la différence et on obtient

‘IE { Y+ ¥r-vi- \"/OX} +(A0) = M) T — LE[KT]| < 2M{T.

Question : quel est le comportement de E [K¥] ?
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EDSRs ergodiques EDSREs et EDPs avec condition de Neumann au bord

Comportement de K

Soient v la mesure invariante du processus X, Xo ~ v. On a

E[K}] = —E[£o(X)I T.

Preuve :

t t
K = 6(X¥)—6(x)— /O Lo(X2)ds— /0 (VX (XE))dWs. O
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EDSRs ergodiques EDSREs et EDPs avec condition de Neumann au bord

Comportement de K

Soient v la mesure invariante du processus X, Xo ~ v. On a

E[K}] = —E[£o(X)I T.

Preuve :

t t
K = 00000 | Lo(x)as— [ (Vo0 O
Alors on obtient dans l'inéquation précédente

[(A(0) = A(w)) + HE [Lo(X0)]| < 2M:.

Ainsi, le résultat d’existence est établi si E [Lo(Xp)] < 0. De
plus, lorsque E [Lo(Xp)] = 0, il existe des A pour lesquels il n’y
a pas de solution (Y, Z, 1) a 'TEDSRE.
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EDSRs ergodiques EDSREs et EDPs avec condition de Neumann au bord

Comportement de K : exemples

@ Si o estinversible, E [Lo(Xp)] < 0.
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EDSRs ergodiques EDSREs et EDPs avec condition de Neumann au bord

Comportement de K : exemples

@ Si o estinversible, E [Lo(Xp)] < 0.
o G=B(0,1), o(x) = L b(x) = —xet
X1 0
o(x) = .Onav = dg, donc E[Ls(Xo)] = 0.
0 Xd
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EDSRs ergodiques EDSREs et EDPs avec condition de Neumann au bord

Comportement de K : exemples

@ Si o estinversible, E [Egb(Xo)] < 0.

°G= BO1 )= 1=pE = —xet
o(x) = )Onauéo,doncE[.&b(Xo)] 0.
e G=B(0,1), == )= —xet
/ 0
o(x) = (6‘ Odk) Onau:yk®5ORd7ket
E[£L¢(Xo)] <O.

Adrien Richou EDSREs et EDPs avec condition de Neumann au bord



EDSRs ergodiques dans RY
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Résultat

Theorem (f borné)
On suppose
@ G borné convexe et régulier,
@ n+Ki, K, <0,
° g eCj(G),
@ f borné etE [Lo(Xp)] < O,

Alors pour tout X € R il existe p € R, v € C2 (G) et ¢ une
fonction mesurable telles que ((v(X[)) (DX ))t, i) Soit une
solution de 'EDSRE (7). De plus on a

[(A(0) — A)) + pE [Lo(X0)]| < 2M:.

Probléme : On a pas l'unicité de . et dans les problémes de
contréle ergodique optimal f n’est pas borné.
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f non borné
On prend deux solutions (Y, Z, A(1)), (Y, Z, A(1)) :
T

T T
V=i [ 106,20 = alds+ [ a0e) — e - [ ziaw,
0 0

T T T~
V= Vi [ 106,20 - a@lds+ [ a0k —alai - [ Ziaw,
0 0

Onpose Y* := YX — YXet ZX .= 2% — Z*.
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f non borné
On prend deux solutions (Y, Z, A(1)), (Y, Z, A(1)) :
T

T T
V=i [ 106,20 = alds+ [ a0e) — e - [ ziaw,
T T T
Yo = V¥ F(XX, ZX) — ()] o X = pldK: — | ZXdWs
; +/0[< ) (u_)]8+4 l006) — flak — |
Onpose Y* := YX — YXet Z¥ .= ZX¥ — Z¥. On a, pour tout
T eRy,

T T
Vo = Vit | 106 200, Z0)) s+ DN T+u-7ilKG— | Zz oW
0 0
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f non borné
On prend deux solutions (Y, Z, A(1)), (Y, Z, A(1)) :
T

T T
V=i [ 106,20 = alds+ [ a0e) — e - [ ziaw,
0 0
" . T . T T~
V= Vi [ 106,20 - a@lds+ [ a0k —alai - [ Ziaw,
0 0

On pose Y* := YX — YX et ZX := Z¥ — Z*. On a, pour tout
T eRy,

T T
Vo = Vit | 106 200, Z0)) s+ DN T+u-7ilKG— | Zz oW
0 0

T T _
0X:Y¢+/ zsxﬂsds+[A—A]T+[M—mK¢—/o ZXdWs.
0
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f non borné
On prend deux solutions (Y, Z, A(1)), (Y, Z, A(1)) :
T

T T
V=i [ 106,20 = alds+ [ a0e) — e - [ ziaw,
0 0
" . T . T T~
V= Vi [ 106,20 - a@lds+ [ a0k —alai - [ Ziaw,
0 0

On pose Y* := YX — YX et ZX := Z¥ — Z*. On a, pour tout
T eRy,

T T
= Vi [ 106 2106, Z0) o+ DS+l | Zia.
X yx +/0 ZXGsds + [\ — NT + [ — iK% —/0 ZXdWs.
7 [?ﬂ = A= NT + [u— EY [K%].
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f non borné

Theorem (f non borné)
On suppose
@ G borné convexe et régulier,
°® n+Ki K, <0,
° g eCj,(G),
@ —sup, . gLo— |Voo| ahrz >0,
Alors pour tout X € R il existe pn € R, v € C)(G) et ¢ une

1}
fonction mesurable telles que ((v(X{))t, (¢ (DX X)), 1v) soit une
solution de 'lEDSRE (7). De plus on a

(AMp) = M)+ (= )l =0avec0 < c < I, < C.
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f non borné : exemple

Exemple : G= B(0,1), ¢(x) = 1’5“2, b(x) = —x et

o(x) = <g‘ 0 0 > Les hypothéses sont vérifiées des que
d—k

k/2 -1> Kf7z.

Adrien Richou EDSREs et EDPs avec condition de Neumann au bord



EDSRs ergodiques dans RY
EDSREs et EDPs avec condition de Neumann au bord

EDSRs ergodiques

Cas particulier des processus de Kolmogorov

Dans cette partie on pose o = v2/ et b= —VU avec
U € C3(RY,R) et V2U > cl avec ¢ > 0.

Theorem (f non borné (2))
On suppose
@ G borné convexe et régulier,
® n+ Kr K, <0,

° g Cjy(G),

1)
o (o VAVl 5) Kix < ~EICo0X)] avec

§ = sup, g('VU(X)x) —inf, _&("VU(x)x)

Alors pour tout X € R il existe p € R, v € C(G) et ¢ une
fonction mesurable telles que ((v(X/))t, (C(X{))t, 1) soit une
solution de 'TEDSRE (7).




Contréle ergodique optimal

Le probléme de contréle ergodique optimal

Soit U un espace métrique séparable. un contréle p est un
processus progressivement mesurable a valeur dans U. Soient
R:U—R%et L:RYx R"™ — R deux fonctions continues
bornées. On suppose L uniformément lipschitz par rapport a sa
premiere variable.
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Le probléme de contréle ergodique optimal

Soit U un espace métrique séparable. un contréle p est un
processus progressivement mesurable a valeur dans U. Soient
R:U—R%et L:RYx R"™ — R deux fonctions continues
bornées. On suppose L uniformément lipschitz par rapport a sa
premiére variable. Les colts ergodiques sont

I(x, p) = limsup Epv
T—+4o0

/ L(XZ, ps)ds + /O "lo0x) — K

J(x, p) = limsup 2T HH>0 g7

T—+o0 ]E/) T[KX]

T T
/ [L(XX. ps) — Alds + / g(xg)dK;] ,
0 0

avec 1% = exp ( f; R(ps)aWs — § [ |R(ps) 2ds) et P = TP,
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Le probléme de contréle ergodique optimal

On définit ’hamiltonien de facon habituelle :

f(x,z) = UiQL{L(x, u)+ zR(u)}, xeRY zeR™

Si, pour tous x, z I'infimum est atteint alors il existe une fonction
mesurable v : RY x R'*9 — U telle que

f(x,z) = L(x,v(x, 2)) + zR(~(x, 2)).

On note que f est une fonction lipschitz et (., 0) est bornée.
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Un premier résultat

On se place sous les hypothéses d’existence d’une solution
(Y.Z,)\) apufixé. Alorson a:

@ Pour tout contréle p, I(x, p) > \ et 'égalité a lieu si
L(X{, pt) + ZFR(pt) = f(X¥, Z¥), P — p.s. pour tout t > 0.
@ Sile minimum est atteint dans la définition de I’hamiltonien,
alors le controle p; = ~(X{, Z;) verifie I(x,p) = .
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Un second résultat

On se place sous les hypothéses d’existence d’une solution
(Y,Z,u) a X fixé lorsque f est non borné. Alors on a :
@ Pour tout contréle p, J(x, p) = p et I'égalité a lieu si
L(X{, pt) + ZFR(pt) = f(XF, Z¥), P — p.s. pour tout t > 0.
© Sile minimum est atteint dans la définition de I’hamiltonien,
alors le controle p; = ~(X{, Z;) verifie J(x,p) = p.
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