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Introduction EDSRs (markoviennes)
EDSRs quadratiques

Simulation

Soit (2, F,P) un espace de probabilité, (W;)icg+ un mouvement
brownien dans R, (F;);cr+ sa filtration augmentée, T un réel positif.
On considére 'EDS

t t
X = x+ / b(s, Xs)ds + / o (s, Xs)dWs,
0 0

avec des hypothéses standard sur b et o, et 'TEDSR markovienne

T T
Y, = g(XT)—i—/ f(s, Xs, YS,ZS)ds—/ ZsdW.
t t
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Définition

Une solution de cette EDSR est un couple (Y:, Zt)o<i<T tel que :

@ (Y, 2) est un processus prévisible a valeur dans R x R'*9,

© P-as. t— Y;estcontinue et fOT \£(r, Xe, Y, Z)| + |1 Z:|P dr < oo

Adrien Richou Simulation d’EDSRs quadratiques



Introduction EDSRs (markoviennes)
EDSRs quadratiques
Simulation

Théoreme [Pardoux-Peng 1990]

Supposons que f est une fonction lipschitz en y et z, et
]E[|g(XT)|2 + Jo I, X, o,0)|2dr} < oo. Alors PEDSR précédente
posseéde une unique solution telle que

IE[ sup |yt|2] <55 E[/T|z,|2dt} < .
0

0<t<T
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EDSRs quadratiques

Que se passe-t-il lorsque f a une croissance quadratique par
rapporta z?

@ lorsque g est bornée : un résultat d’existence et d’unicité a
été prouvé par M. Kobylanski [2000] puis généralisé par
Lepeltier et San Martin [1998].

@ lorsque g est non bornée : un résultat d’existence a été
prouveé par P. Briand and Y. Hu [2006]. Concernant
l'unicité, des résultats partiels ont été prouvés par P. Briand
et Y. Hu [2008], puis par F. Delbaen, Y. Hu et A. R. [2010].

De telles EDSRs ont des applications en finance : cette classe
d’équation apparait par exemple dans le contexte des
problémes d’optimisation d’utilité exponentielle (voir notamment
Y. Hu, P. Imkeller et M. Mller [2005]).
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I'outil des martingales OMB (ou BMO)

Pour une martingale brownienne ¢; = fot psdWs, t € [0, T], on
dit que ¢ est une martingale OMB si

.
/ $2ds

ou le supremum est pris sur tous les temps d’arrét a valeur
dans [0, T].

1/2

T7€[0,T]
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I'outil des martingales OMB

Une propriété importante des martingales OMB est donnée par
le lemme qui suit.

Lemme

Soit ® une martingale OMB. On a alors :
@ Le processus

t t
5(q>),:5,:exp</ ¢sdws—;/ |¢S|2ds>, 0<t<T
0 0

est une martingale uniformément intégrable.

Q ll existe p > 1 tel que &7 € LP. Le p maximal vérifiant cette
propriété s’exprime a l'aide de la norme OMB de ¢.
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Théoréme (Briand, Confortola [2008], Ankirchner et al. [2007])
On suppose que

(8, x,y,2)] < Mi(1+ 1yl +12%),
f(t,x,y,2) = f(t,x,y'. 2)| < Kixlx=X|+Kyly -y
+(Krz + Li (121 + 12]) 12 = 2],
lg(x)| < M,

LEDSR posséde une unique solution (Y, Z) telle que Y est un
processus mesurable borné et E[fOT |Zs|? ds] < +o0. La
martingale Z « W est une martingale OMB et || Z x W|| o5
dépend uniquement de T, My et M;. De plus, il existe r > 1 tel
que E(Zx W) e L".

Adrien Richou Simulation d’EDSRs quadratiques



Introduction EDSRs (markoviennes)
EDSRs quadratiques
Simulation

Proposition (Briand, Confortola (2008), Ankirchner et al. [2007])

Si on note (Y’, Z') la solution de 'EDSR de condition terminale
g; et de générateur f;, alors nous avons

)
E{sup |Y; - Y,Z\Z]HE[/ 12! — 22 d]
te[0,T] 0

1/a

T Zq
lg1(X7) — Qz(XT)\2q + </0 |(f1 — h)(s, X, Y527Zsz)’ ds) ]

avec1/r+1/g=1etqtelque Z' x W c LI.
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Discrétisation en temps

@ Grille de discrétisation uniforme : (& = kh)o<k<n avec

h:=T/n.
@ Approximation de X par un schéma d’Euler :

Xy = x

Xy, = Xq+hb(te, X))+ o(tc, Xg ) (W, — W), 0<k<n.
@ Approximation rétrograde de (Y, 2) :

Yo = g9(X))

zZy = %Etk[YtZ+1(Wtk+1 - W), 0<k<n-1,

Yi = Eg Yy, ]+ B [f(t, Xi, Y5, Z5)), 0<k<n-—1,

avec Ey, I'espérance conditionnelle sachant F,.
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Intuition du schéma

tt1 fk+1
Yo = Yi., +/ f(s, Xs, Ys, Zs)ds — ZsdWs.

tk tk

Etape 1 Générateur constant, Z” donné par le théoréme de

représentation martingale
ket
ZIZ)] - andWs-
t

A,

tict1

+ HEy [f(t, XD, Y

b Tty

Etape 2 Approximation de Z” par une v.a. F; -mesurable

1
h

ti+1

- 1
f ngs‘| B EEtk[YfZﬂ(Wtkﬂ - Wtk)]'
k
Etape 3 On conditionne
Y[Z = Etk[yt'k7+1] + hIEtk[f(tk,X” yn

b Tty
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Remarques sur la simulation

@ Apres la discrétisation en temps, il reste a évaluer les
espérances conditionnelles.

@ On a une vitesse de convergence.
Théoréme (Gobet, Lemor, Warin [2005])

Supposons que g et f sont des fonctions lipschitz en x, y, z et
t. On définit I'erreur d’approximation par

. n—1 tt 5
e(n)= sup E|Y{ - Yy +EZ/ |Zf — Zi|" dt.
k=01

0<k<n

Alors e(n) = O(1/n).
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Références concernant la simulation d’EDSRs

@ J. Zhang [2002]

@ B. Bouchard, N. Touzi [2004]

@ E. Gobet, J.P. Lemor, X. Warin [2005]
@ F. Delarue, S. Menozzi [2006]

Une autre idée consiste a utiliser 'approximation de Picard
@ C. Bender, R. Denk [2007]
@ C. Labart, E. Gobet [2010]

ou bien encore I'approximation du brownien par une marche
aléatoire

@ P. Briand, B. Delyon, J. Mémin [2001]
@ P. Cheridito, M. Stadje [Preprint]
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le but de notre travail est de définir une discrétisation
temporelle pour les EDSRs quadratiques et d’obtenir une
« bonne » vitesse de convergence pour ce schéma.
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La transformation exponentielle

lorsque le générateur est de la forme
f(t,x,y,2) = I(t.x,y) + alt, 2) + % |2

avec a et / des fonctions lipschitz et a homogene par rapport a
z, il est possible d’utiliser une transformation exponentielle (ou
transformation de Cole-Hopf) : (7Y, €Y Z) est la solution
d’'une EDSR dont le générateur est a croissance linéaire.

Voir par exemple P. Imkeller, G. dos Reis et J. Zhang [2010].
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g lipschitz

Proposition

Si g est une fonction lipschitz de constante de lipschitz Kj et o
ne dépend pas de x, alors, vVt € [0, T],

1Zt| < C(1 + Ky).

Dans cette situation le générateur est une fonction lipschitz en
z, et donc il est possible d’utiliser 'approximation temporelle
classique.
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Si g est a-Hdlder, on a une approximation uniforme explicite par
des fonctions lipschitz gy de g avec Ky, = N. On fait alors une
approximation de (Y, Z) par la solution (YN, ZV) de 'EDSR

T T
yN = gN(XT)+/ f(s, Xs, YSN,ZsN)ds—/ ZNdWs.
t t

@ Grace aux outils des martingales OMB, on a une
estimation de I'erreur pour cette approximation : CNT=.
@ On a également une estimation de I'erreur pour
I'approximation temporelle de notre EDSR a croissance
linéaire : Ce®¥*n—1.
Finalement, en prenant N = (< log n)'/2 avec « petit,
I'estimation de I'erreur globale devient

@
C:(log n)a-a).
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EDSR quadratique tronquée

Une autre idée consiste a considérer une approximation de
(Y, Z) par la solution (YN, ZN) de 'EDSR tronquée

T T
YN = g(Xr) + / £(s, Xs, YN, h(ZV))ds — / ZNaws,
t t

ou hy : R4 — R'*9 est une modification réguliére de la
projection sur la boule euclidienne de centre 0 et de rayon N.
Une estimation de I'erreur est obtenue par P. Imkeller et G. dos
Reis [2009], mais le méme probléme de vitesse apparait.
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Une estimation de Z

Théoréme (Delbaen, Hu, Bao [2010], R. [Preprint])

Supposons que b est différentiable par rapport a x et o est
différentiable par rapport a t et ne dépend pas de x. On
suppose également qu'il existe A € R* tel que ¥n € R?

o ($)'o(s)'Vh(s, x) ~ ‘o ()| <Amo(s)*. (@1)

Enfin, supposons que g est semi-continue inférieurement (ou
supérieurement). Alors, Vt € [0, T|,

1Zi| < Cy + Co(T — t)71/2.
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Esquisse de la preuve (1/2)

Supposons que
@ f ne dépend pas de x et y,

@ gestC'enxetfestClenz.

Alors Y et Z sont différentiable par rapport a x, la condition
initiale de X, et

\R{

T T
t t
T ~
= Vg(XT)VXT—/ VZsdWs.
t

c’est-a-dire VY est une Q-martingale.
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Esquisse de la preuve (2/2)

@ Z; = VYi(VX:) 'o(t) (calcul de Malliavin).

@ Lapplication de la formule d’lté au processus
|eMv Yt(VXt)_1O'(t)‘2 montre que ]eA’Zt\Z est une
Q-sous-martingale.

°

.
M| Z|? (T—t) < EY / e?*s | Zs|? ds
t

}}] < 12|l oms(gy -

Adrien Richou Simulation d’EDSRs quadratiques



Premiéres idées

Approximation temporelle d’EDSRs quadratiques Estimation temporelle de Z
Convergence du schéma

Remarque

Ce type d’estimation est déja connu pour les EDSRs dont le
générateur est a croissance linéaire (conséquence de la
formule de Bismut-Elworthy). Dans notre cas o ne dépend pas
de x mais nous n’avons pas besoin de supposer que o est
inversible.
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Comment utiliser cette estimation sur Z2 ?

Dans le cas lipschitz, pour obtenir une borne sur I'erreur

sup E [| Yy — Ytk|2:|
0<k<n

on montre une estimation du type

2
E [\Y,Q - ytkf] < (1+ Ch+ K?,h)E DY[k’+1 — Y. ] + P

et ensuite on utilise le lemme de Gronwall discret.
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Comment utiliser cette estimation sur Z2 ?

Dans notre cas nous avons

t
[‘Ytg_ szﬂ (14 C(ty—ty 1)+ K=K

T— tk+1 U Vice = Vi
Ainsi, I'idée est de trouver une grille de discrétisation telle que
b1~k tk

=

2] Y
ne dépend pas de n :

On deflnlt les n premiers temps de discrétisation par

=T(1-(3)""").

e estun parameétre : t, = T —e. Onpose ¢ := T/n? avec aun
nouveau parametre.
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Comment utiliser cette estimation sur Z2 ?

n gl =

(1 +C(tis1— 1) Tt 1> = cn@k.
— fh
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Notre algorithme (1/2)

Pour des raisons techniques, nous devons d’abord approcher
'EDSR quadratique initiale par une nouvelle EDSR. Soit
(Y%, Z/<) 1a solution de 'EDSR

T T
V=) + [ (e X Y 200 - [z aw
t t

(2.2)
avec

fE(S7X,y, Z) = ]13<T_5f(3, X1y7z) + ]lSZT—sf(vaaya 0)7

et gy une approximation N-lipschitz de g.
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Notre algorithme (2/2)

Soit ps : R4 — R |a projection sur la boule
C;
(00 )

On note (YN-=n ZN.=m) Papproximation temporelle de
(YNe ZN=). Ce couple est obtenu par une légére modification
de I'approximation classique :

Ytlr:L&n = gN(XfZ)
1
Ztll:l’e’n = Pl <mEtk[Ytlk\Ij’n(Wfk+1 - Wfk)]> , O<ks<n—1,

Vit = BV T B (e XL YR Z0 ], O<k<n-

tk+1 tk+1
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Une premiére vitesse de convergence

Théoreme

Rappelons que ¢ = T/n?. On pose N = n?. On suppose que g
est a-Hélder. Alors on peut choisir judicieusement a et b afin
que, pour tout n > 0, il existe une constante C, > 0 qui vérifie

n—1

2 b1 2 C.
sup E “ Ytlk\l’a’n — Y4 } I ZE / Zt,kv’a’n - Zt‘ dt| < =,
0<k<n — te ne

avec
2x

P=e-a)@+rKO+n)-2+20

K est une constante explicite. Elle dépend des constantes qui
apparaissent dans les hypothéses sur g et f.
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Une vitesse de convergence meilleure

Théoreme

Si, de plus, b est borné, alors on peut choisir K aussi petit que

I'on souhaite :
2 n—1 fic+1 2 C
N,e,n N,e,n n
sup]E“Y”—Y,]—&- IE/ Z”—Z,‘dt< i
o<k<n & ‘ ; :k b = pa—n’
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|ldée de la preuve

@ K = CC3 avec
12t < Cy +
1/2
o C, = CE® [f[|zs|2 ds\ft} .

@ On montre que

T t—T
EQ / |ZS|2ds‘J-} =T,
t
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Exemple traité

Lexemple traité est donné par

°od=1T=1,
@ b=0,0=1,
° g(x): VX AT ]lx>0,
° f(x,y,z) =1 1zf

Cet exemple a pour solution explicite
Yo=E [eg(Wﬂ} ~ 0.4659.
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Exemple traité

Lexemple traité est donné par

°od=1T=1,
@ b=0,0=1,

° g(x): VX AT ]lx>0,
° f(x,y,z) =1 1zf

Cet exemple a pour solution explicite
Yo=E [eg(Wﬂ} ~ 0.4659.

Les espérances conditionnelles sont approchées par leur
projection sur la base des hypercubes de coté §. Ces
projections sont estimées par une méthode des moindres
carrés en simulant dans un premier temps M réalisations de
X". On prend

@ M =100000

@ ) =005
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Influence de la projection

Sans projection de Z, I'algorithme « explose » dés n = 15.
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Influence de la grille de discrétisation

0.4
20

Onprend K=0,1 (p~0,47).
0.48 T T T T T
047 4
0.46 - 1
045 b
044 g
’JI‘ :
043 F |/ B
[
|
o4z |} i
041 4
grille uniforme ——
valeur theorigue -
) X gnllle non umforrlne
40 60 80 100 120 140 160
nombre de pas de discretisation n
d’EDSRs quadratiques

Simulati
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