Unicité des solutions d’EDSRs quadratiques
dont le générateur est convexe et la condition
terminale est non bornée

Freddy Delbaen, Ying Hu, Adrien Richou
IRMAR, Université Rennes 1

Journées de probabilités 2009

Freddy Delbaen, Ying Hu, Adrien Richou Unicité des solutions d’EDSRs quadratiques



o Rappels sur les EDSRs
@ Qu’est ce qu’'une EDSR?
@ Ce que I'on sait sur les EDSRs a croissance quadratique

© Resultat d'unicité
@ Cadre et outils
@ Idée de la preuve
@ Construction du probléeme de contréle

9 Lien avec les EDPs

Freddy Delbaen, Ying Hu, Adrien Richou Unicité des solutions d’EDSRs quadratiques



Rappels sur les EDSRs Qu’est ce qu’une EDSR ?

Ce que I'on sait sur les EDSRs a croissance quadratique

Définition

Soient (2, F,P) un espace de probabilité, (W;)scg+ un
mouvement brownien de dimension d, (F;)cr+ sa filtration
naturelle augmentée, T un réel positif, £ une variable
Fr-mesurable, g : [0, T] x Q x R x R™¥9 — R,

T T
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Ce que I'on sait sur les EDSRs a croissance quadratique

Définition

Soient (2, F,P) un espace de probabilité, (W;)scg+ un
mouvement brownien de dimension d, (F;)cr+ sa filtration
naturelle augmentée, T un réel positif, £ une variable
Fr-mesurable, g : [0, T] x Q x R x R™¥9 — R,

T T
t t
Définition

Une solution de (1.1) est un couple de processus (Yi, Zi)o<i<T
vérifiant :

@ (Y, 2) est progressivement mesurable a valeur dans R x R'*9,
Q P - p.s. t— Y, continue et fOT lg(r, Yr, Z)| + ||Z,||2 ar < oo
Q (Y, 2) vérifie (1.1).
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Rappels sur les EDSRs Qu’est ce qu’une EDSR ?

Ce que I'on sait sur les EDSRs a croissance quadratique

Exemple explicatif

On prend g = 0.
@ Un candidat naturel pour Y est Y; := E[¢| F].

© Le théoreme <t3Ie représentation martingale nous donne
© Un calcul simple donne

T
t
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Rappels sur les EDSRs Qu’est ce qu’une EDSR ?

Ce que I'on sait sur les EDSRs a croissance quadratique

Résultats d’existence et d’'unicité connus

@ Existence et Unicité pour des EDSRs Lipschitzen y et z :
E. Pardoux et S. Peng (1990).
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Rappels sur les EDSRs Quest ce qu'une EDSR 2

Ce que I'on sait sur les EDSRs a croissance quadratique

Résultats d’existence et d’'unicité connus

@ Existence et Unicité pour des EDSRs Lipschitzen y et z :
E. Pardoux et S. Peng (1990).

@ Nombreux travaux pour réduire les hypothéses sur g mais
avec une croissance au plus linéaire en z.
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Résultats d’existence et d’'unicité connus

@ Existence et Unicité pour des EDSRs Lipschitzen y et z :
E. Pardoux et S. Peng (1990).
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@ Existence et Unicité pour des EDSRs quadratiques en z
avec ¢ borné : M. Kobylanski (2000), J.-P. Lepeltier et J.
San Martin (1998).
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Rappels sur les EDSRs Quest ce qu'une EDSR 2

Ce que I'on sait sur les EDSRs a croissance quadratique

Résultats d’existence et d’'unicité connus

@ Existence et Unicité pour des EDSRs Lipschitzen y et z :
E. Pardoux et S. Peng (1990).

@ Nombreux travaux pour réduire les hypothéses sur g mais
avec une croissance au plus linéaire en z.

@ Existence et Unicité pour des EDSRs quadratiques en z
avec ¢ borné : M. Kobylanski (2000), J.-P. Lepeltier et J.
San Martin (1998).

@ Existence pour des EDSRs quadratiques en z avec & non
borné : P. Briand et Y. Hu (2006).

@ Unicité pour des EDSRs quadratiques et convexes en z
avec & non borné : P. Briand et Y. Hu (2008).
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Cadre et outils
Résultat d’unicité Idée de la preuve
Construction du probléme de contréle

hypothéses : il existe trois constantes 5> 0,5 >0etr >0
ainsi que deux processus progressivement mesurables positifs
(at)o<t<T €t (a)o<t<T tels que, P-p.s.,
Q@ z— g(t,y,z) est une fonction convexe V(t,y) € [0, T] x R;
Q V(t,z) € [0, T] x R™*9,

lg(t.y,z)—g(t,y.2)| <Bly -], Y(.y)eR?

© condition de croissance : ¥(t,y,z) € [0, T] x R x R'*9,

—a; = r(lyl +12)) < gt.y.2) <@+ Blyl + % |2
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Cadre et outils
Résultat d’unicité Idée de la preuve
Construction du probléme de contréle

Résultat d’'unicité

S'il existe p > 1 tel que

T T p
E [exp <veﬁT§‘ +v/ atemdt> + (£T)P + (/ atdt>
0 0

alors 'TEDSR (1.1) posséde une solution (Y, Z).

< 400
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Cadre et outils
Résultat d’unicité Idée de la preuve
Construction du probléme de contréle

Transformation de Legendre-Fenchel

Comme g(t, y,.) est une fonction convexe, nous pouvons
définir sa transformation de Legendre-Fenchel :

f(t.y,q) =sup(zq—g(t,y.z)), Vte[0,Tl,geR yeR.
V4

f est une fonction a valeurs dans R U {+o0}.

e Y(t,y,y',q) €[0, T] xR x R x RY tels que f(t,y,q) < +oo,

f(t,y',q) < +oo et |f(t,y,2) —f(t,y,2)| <Bly -y

@ f est une fonction convexe en q,
o f(t,y,q) > —ar— Byl + 2 lqP.
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Cadre et outils
Résultat d’unicité Idée de la preuve
Construction du probléme de contréle

|ldée de la preuve de l'unicité

On suppose g indépendant de y :

T T
Yt - f - / g(S, Zs)ds + / ZSdWS*
t t

On a g(s, Zs) = supg,(Zsqs — f(s, Qs)) = Zsqs — f(s, q5).
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Cadre et outils
Idée de la preuve
Construction du probléme de contréle

Résultat d’unicité

|ldée de la preuve de l'unicité

On suppose g indépendant de y :

T T
Yt - f - / g(S, Zs)ds + / ZSdWS*
t t

On a g(s, Zs) = supg,(Zsqs — f(s, Qs)) = Zsqs — f(s, q5).
T T
Vi = ¢+ [ Hsadst [ ZiaWe—gsas) (21)
t t

T T
< e+ [ Msqos+ [ Zi(dWs - gsos). (22
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Cadre et outils
Idée de la preuve
Construction du probléme de contréle

Résultat d’unicité

|ldée de la preuve de l'unicité

On suppose g indépendant de y :

T T
Yt - f - / g(S, Zs)ds + / ZSdWS*
t t

On a g(s, Zs) = supg,(Zsqs — f(s, Qs)) = Zsqs — f(s, q5).
T T
Vi = ¢+ [ Hsadst [ ZiaWe—gsas) (21)
t t

T T
< £+ / (s, gs)ds + / Zo(dWs — gsds).  (2.2)
t t
Finalement,

Y; = ess infEQ
qgeA

£+ /tTf(s, qs)ds)}“t] )
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Cadre et outils
Résultat d’unicité Idée de la preuve
Construction du probléme de contréle

Questions

@ Peut-on appliquer Girsanov ?

@ Quel ensemble de contrble A choisir ?

@ Que devient ce probléme de contrdle lorsque f dépend de
y?
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Cadre et outils
Résultat d’unicité Idée de la preuve
Construction du probleme de controle

Construction du probleme de contréle (1/4)

Prenons

;
A = {(qS)SE[O,T]a /0 ‘QS’2d3<+OO P—p.s,

(M})te[o, 1) est une martingale,

'
E2 |[¢] + /0 (5,0, gs)| ds

! 1[0 dQ
avec M; := exp (/0 gsdWs — 2/0 |Qs| ds) et aP = MT} )

< +00,
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Cadre et outils
Résultat d’unicité Idée de la preuve
Construction du probleme de controle

Construction du probleme de contréle (1/4)

Prenons
4 2
A = {(Gs)sepo, 15 /0 1gs|? ds < 400 P —p.s.,
(M})te[o, 1) est une martingale,
EQ

'
€+ / 1#(5.0,s)| ds| < +oc,
0

! 1[0 dQ
avec M; := exp (/0 gsdWs — 2/0 |Qs| ds) et aP = MT} )

Il existe une solution a 'TEDSR

T T
YI— ¢+ /t f(s, Y9, gs)ds + /t Z9dwd, 0<t<T.

avec dW/ := dW; — q.at.

Freddy Delbaen, Ying Hu, Adrien Richou Unicité des solutions d’EDSRs quadratiques



Cadre et outils
Résultat d’unicité Idée de la preuve
Construction du probleme de controle

Construction du probleme de contréle (2/4)

Il convient de montrer que g* € A. Pour T suffisamment petit et
en supposant I'existence de certains moments exponentiels
poUr sUPg«;<T At €t SUPg<i<7 Vi NOUs montrons que M est
une martingale.

Pour T quelconque on découpe [0, T] en sous intervalles. Ainsi,
pour N suffisamment grand on pose t; := % avec i € {0,...,N}.
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Cadre et outils
Résultat d’unicité Idée de la preuve
Construction du probleme de controle

Construction du probleme de contréle (3/4)

lit1
Ati,tiﬂ (77) = {(qS)SG[ti,fi+1]7 / |qS‘2 dS < 400 P— as.,
li

) ; i1
(Mt’)te[t,-,t,-+1] est une martingale, E® [n| + / |f(s,0,qs)|ds| < 400,
1

’ t 1 t o d@l ;
avec M} := exp , quWS,E t,< |gs|” ds | et = M. ¢

Il existe une solution a TEDSR

t,'+1 tf+1
A / (s, Y29, gs)ds+ / Z09dWE, <t b
t t
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Construction du probleme de contréle (4/4)

A= {(qs)seloﬂ’ w171 € Aty_1,7(E);
Vi€ {N=2,....0}, Gy p.p € Anasy (¥7,)

Y i .t
q ._ tipo MMl tiyol q._
avec th = th et Y7 :=¢&¢.

On définit notre fonctionnelle de codt par

Y3 Qi
Vie {N—1,...,0} Ve [ttiq], Y7 =Y, 00l
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Cadre et outils
Résultat d’unicité Idée de la preuve
Construction du probleme de controle

Résultat

Theorem

Supposons qu’il existe une solution (Y, Z) de 'TEDSR (1.1) telle
que dp > 7,3 > 0,

exp <p sup At> + exp (e sup Y,+>
0<t<T o<t<T

avec Ay = Y; + fot asds. Alorsona Y = ess infqc 4 Y9, et il
existe g* € A tel que Y = Y9 . De plus, cela implique que la
solution (Y, Z) est unique parmi les solutions vérifiant une telle
condition.

E < +00,
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Cadre et outils
Résultat d’unicité Idée de la preuve
Construction du probleme de controle

Remarques :

@ Pour obtenir I'existence d’une solution (Y, Z) vérifiant de
telles hypothéses il suffit que £~ + fOT a¢dt ait un moment
exponentiel d’ordre qu avec g > yetét + foT a,dt ait un
moment exponentiel d’ordre ¢.

© lorsque g est indépendant de z, il n’y a pas besoin de
subdiviser [0, T]. Nous avons

Y; = essinf EQ
qeAo, 7(8)

;
€+/t f(s, qs)ds’}“t] , Vtel[o,T].
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Lien avec les EDPs

Lien avec les EDPs

On considére 'EDP semi-linéaire suivante
oru(t, x) + Lu(t,x) — g(t, x, u(t, x), —o*Vu(t,x)) =0, u(T,.)=h,

avec L le generateur infinitésimal de la diffusion

S S
X = x+/ b(r, X,t’x)dr+/ o(NdW,, t<s<T,eeX=x, s<t,
t t

(3.2)
et 'EDSR

T T
Y = h(X2) - / 9(s, Xt vt* ztX)ds— / ZHdWs, 0<t<T,
t t
(3.3)
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Lien avec les EDPs

On considére 'EDP semi-linéaire suivante
oru(t, x) + Lu(t,x) — g(t, x, u(t, x), —o*Vu(t,x)) =0, u(T,.)=h,

avec L le generateur infinitésimal de la diffusion

S S
X = x+/ b(r, X,t’x)dr+/ o(NdW,, t<s<T,eeX=x, s<t,
t t

(3.2)

et 'TEDSR

T T
Y = h(X2) - / 9(s, Xt vt* ztX)ds— / ZHdWs, 0<t<T,
t t

(3.3)
La formule de Feynman-Kac non linéaire consiste a prouver que la
fonction définie par la formule

Y(t,x) € [0, T] x RY, u(t,x) := Y} (3.4)

est solution de viscosité de 'EDP (3.1).
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Lien avec les EDPs

Moments exponentiels

On suppose o continue et b K-Lipschitz en x. On a

To » X
0:70
,\|X,

,dAC > 0, ]E[sup e

2
c 2
< ceflxl”,
0<t<T

’
€% oo T
[ 26T ||o|l, T

Freddy Delbaen, Ying Hu, Adrien Richou Unicité des solutions d’EDSRs quadratiques



Lien avec les EDPs

Hypotheses

On suppose que g : [0, T] x R x R x R — R et h: RY — R sont
continues et qu’il existe cing constantesr >0, 3> 0,7 >0, a« > 0 et
o' > 0 telles que :

o |g(t7X7y7Z)_g(t7X7y/7Z)| <5'.}/_.}//|'
Q z— g(t,x,y,z) est convexe sur R'*9;
Q (1 +IxP+lyl+Iz)) <glt,x.y,2) <r+alxP+Blyl+ %z,

—r—a |x? < h(x) < r(1 + |x?);

o |g(t,X,y,Z) - g(tvxl7yaz)| < r(1 + |X| + ‘X/D |X_ X,| )
[h(x) = h(x")| < r(1 + x| + [x']) [x = x|
© 1

O/ + Ta < T At 2 o
2737 |lo|l, T
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Lien avec les EDPs

Résultat

La fonction u définie par (3.4) est continue sur [0, T] x RY et
satisfait

V(t,x) €0, T] xR, |u(t,x)| < C(1 + |x|?).

De plus, u est une solution de viscosité de 'EDP (3.1).
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