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RiEsUME. Ce cours correspond & ’enseignement qui a été dispensé en 2014-
2015 dans 'UE N1MI2011 « Analyse 1 > de la Licence de Mathématiques.Il
s’appuie sur le programme de 'UE d’initiation & I’Analyse dispensée au Se-
mestre 1. On poura trouver dans [Ymis| un polycopié complet de ’ancienne
UE <« Mathématiques de base >, telle qu’elle était dispensée en MISMI (2007-
2008). Ce cours en reprend certains points. La rédaction de ces notes doit
énormément aux notes manuscrites rédigées par Philippe Charpentier, avec
qui j’ai enseigné cette UE en 2011-2012. Les ouvrages collectifs [MatL1]
(chapitre IV) et [MatToutenUn)], partie IV (tous deux disponibles en plu-
sieurs exemplaires & la BU, et que je vous invite vivement & consulter) m’ont
aussi beaucoup inspiré pour la rédaction de ce polycopié; il faut signaler
qu’ils contiennent une foule de tests ou d’exercices corrigés. Destiné a des
étudiants envisageant de poursuivre soit dans un cursus Mathématiques (fon-
damentales ou appliquées, la distinction est devenue aujourd’hui bien diffi-
cile a faire), soit dans un cursus Informatique ou Mathématique-Informatique,
ce cours est accompagné ou illustré par une démarche algorithmique, avec
des ponts, lorsqu’ils sont possibles, vers les applications, visant & placer, au-
tant que faire se peut, les Mathématiques < en situation >. Les textes des
exercices proposés par les chargés de TD en 2011-2012 et 2012-2013 (Jean-
Francois Aujol, Marc Arnaudon, Yuri Bilu, Michel Bonnefont, Patrick Fi-
scher, Jean Gillibert, Karim Kellay, Stanislas Kupin, Pierre Mounoud, Fouad
Zarouf), ont été regroupés en Annexe A du second fascicule. Un fascicule
d’Annales est également disponible. L’utilisation de sites (souvent interac-
tifs) de ressources multimédia en ligne, en particulier le serveur WIMS (sous
ce lien : https://wims.u-bordeauxl.fr/wims/) ou la plate-forme Moodle (sous
laquelle vous pouvez vous logger depuis votre ENT sur le site de Bordeaux 1
(cliquez ensuite sur 'onglet Espace Formation sur le bandeau), pourra s’avérer
également d’une grande utilité pour la < pratique > active des exercices. Si-
gnalons enfin que divers fichiers .mw (& ouvrir sous I’environnement du logiciel
de calcul symbolique MAPLE disponible au CREMI ou & ’espace ALPHA) sont
en ligne sur sur http://www.math.u-bordeauxl.fr/~yger/MAPLE-analysel;
il permettent ainsi, au fil des séances de « revisiter > le cours de maniére a
la fois illustrée et interactive; une aide a la prise en main du logiciel MAPLE
est disponible sur ce méme lien. Le cours a été illustré de bout en bout tout
au long de I'année 2014-2015 a ’aide du logiciel libre Sage, tél¢hargeable de-
puis le site www.sagemath.org/fr/ et que chacun pourra installer sous Linux
(de préférence) ou sous une machine virtuelle travaillant sous Linux depuis
Windows. L’excellent ouvrage [CaS], téléchargeable en ligne, pourra étre am-
plement utilisé pour illustrer < en live > ce cours, ce qui ne saurait étre que pro-
fitable pour le rendre moins aride et plus <« vivant >, en proposant également
une vision de 'analyse < en situation > qui, méme deés le niveau L1, ne peut
étre que s’avérer bien souvent trés utile. On trouvera en ligne sur mon site
web [Yweb] tous les guides interactifs & ouvrir sous Sage (parfois aussi sous
Maple pour certains) pour une lecture < accompagnée > de ce polycopié < en
live > (programmer les exercices de TD, les traiter en changeant les données,
voir le cours directement illustré par des exemples que vous pouvez choisir a
votre guise, etc.). Bonne lecture interactive !
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Chapitre 1

Suites de nombres réels ou complexes

1.1. Des fractions aux nombres réels

Toute fraction positive a/b € QF, avec a € Net b € N*, admet un développement
décimal illimité (DDI) : la partie entiére de ce développement est un entier naturel
E(a/b) = q (le quotient de a par b dans la division euclidienne a = bg + r, que
l’on note aussi parfois ¢ = [a/b]), dite partie entiére de la fraction positive a/b;
les décimales successives sont des chiffres entre 0 et 9, générés de proche en proche
suivant ’algorithme de division euclidienne. La suite des décimales est ainsi une ap-
plication de N* dans {0, ..., 9}, on dit aussi une suite d’éléments de {0, ...9} indexée
par N*. On écrit

dy =d(1), do = d(2), ds = d(3), etc.,

et la suite k € N* — d(k) de décimales successives se note ainsi (dy)g>1. L’expres-
sion
q+0,dy dy ds [--]

est dite développement décimal illimité (DDI) de la fraction positive a/b (la virgule
est remplacée par un point dans la terminologie anglo-saxonne). Par exemple

22
(1.1) = 3,142857142857142857142857 |-

(posez la division comme vous l'auriez fait au college).

Une premieére observation s’impose ici. L’'une des particularités de I'opération de
division euclidienne itérée [ax : b] (a9 = a, ay = a — bq, ...) conduisant au calcul
des décimales de proche en proche (on le constate sur 'exemple (1.1)) est que le
nombre de < restes > possibles & chaque étape est fini (car le reste dans la division
euclidienne de a; € N par b € N* est un entier naturel entre 0 et b — 1). Or il est
un principe clef en mathématiques, lié a la notion d’injectivité : si I’on dispose de
K boites vides et d’'un nombre d’allumettes (& ranger dans les boites) strictement
supérieur a K, on mettra forcément deux allumettes dans la méme boite! Suivant
ce principe, dans le processus de division conduisant a 1’écriture décimale d’une
fraction a/b, on est donc certain qu’au bout d’un certain temps, le méme reste va
apparaitre deux fois de suite, au quel cas la suite des décimales reproduira toujours
le méme motif, et ’on pourra écrire le DDI de a/b sous la forme

(1.2) q, di do [--+] di motif motif motif [---]=gq, dy da [---] dj motif,

ou motif est un < mot » composé d’une suite de chiffres entre 0 et 9 et répété
ensuite indéfiniment, ce que 1’on exprime ici par la notation motif.

Une seconde observation s’impose également. On remarque que, suivant pareil
procédé, il est impossible d’obtenir une suite de décimales (di)r>1 se présentant

1



2 1. SUITES DE NOMBRES REELS OU COMPLEXES

sous la forme

di, do, dg, -+, dg, 9,9, 9,9, -+ avec di € {0, ,8}

Si tel était le cas, le nombre a/b s’écrirait, en remontant les calculs :

a dy do dy, 9 1 1

2 e L. AR I R e N H

b q+10+100+ +10’“—'—1O’“+1(+10+100+ )

—17 10 10F T 1= L7 10R

_ d; (di + 1)

—Q+10+-~-+ 0F

et toutes les décimales a partir de la k-ieme devraient ainsi étre nulles.

Toute fraction a/b € Q (on prend cette fois a € Z et b € N*) se trouve < en-
codée » (une fraction correspondant & un < encodage » et un seul) par la donnée
de deux choses :
— un nombre entier ¢ € Z, plus grand entier inférieur ou égal a ¢, que l'on
appelle partie entiére de a/b;
— une suite de décimales k € N* — d; € {0,...,9} finissant par répéter
indéfiniment un mot fini motif (différent du mot constitué du seul chiffre
9).
La fraction < encodée > par ¢ et la suite (di)r>0 est la fraction
q+0,dy dy d3 [ . ] dp motif.
On peut la recalculer & partir de la connaissance de dy, ..., dx et du mot motif.

EXEMPLE 1.1 (un exemple en guise d’exercice). On traitera un exemple pour
se convaincre. Partons du DDI :

12 40,431 .572.
Si ce DDI correspond & un nombre z, celui de 1000x — 12431 est
0+0,572;
celui de 1000(1000x — 12431) est donc
572 + 0, 572.

Les deux nombres 1000(1000x — 12431) — 572 et 1000z — 12431 devraient avoir le
méme DDI. En écrivant qu’ils sont égaux, on trouve

1000(1000x — 12431) — 572 = 1000z — 12431,

d’ou I'on déduit bien que x est une fraction. Reste juste a vérifier, en reprenant les
calculs a l'envers, que le DDI de x est bien 12 + 0,431572, comme on le voulait.

Les fractions a/b que l'on encode ainsi de maniére & ce que la suite des décimales
stationne & 0 (dr = 0 pour k assez grand) sont les nombres décimaua.

Pour définir les nombre réels, il suffit juste de s’affranchir de la regle de répétition
d’un motif qui préside a la construction des DDI des fractions.

DEFINITION 1.1. Un nombre réel (donné sous forme décimale) est la donnée :
— d’un nombre entier relatif E = E(x) = floor(z), que l'on appelle partie
entiére de x; on note ceil(x) le nombre E(z) + 1.
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— d’une suite (dg)r>1 de chiffres entre 0 et 9, sans aucune restriction cette
fois sur le comportement de la suite, hormis le fait de ne pas stationner
indéfiniment a 9.

On note le nombre réel encodé par entier E et la suite (dj)r>1 comme :

(1.3) 2=FE+0,dy dyds [---]

On dit que Iécriture (1.3) ci-dessus correspond au développement décimal illimité
(DDI) du nombre réel x.

L’ensemble R des nombres réels contient ’ensemble @ des nombres rationnels
(une fois que l'on a identifié un nombre rationnel avec son développement décimal
illimité), puisque l'on n’impose plus cette fois aucune restriction & la suite des
décimales dj, (hormis le fait de ne pas stationner a 9). Le nombre

(14) m=3+0,141592653589793238462643383279502884197169399375 |- - -]

(aucun mot ne parait ici & premiere vue répété) est par exemple un nombre réel.
Difficile cependant de voir si ce développement décimal illimité correspond ou non
a celui d’un nombre rationnel car le mot (éventuel) amené a se répéter dans un DDI
du type (1.2) pourrait étre long et par conséquent difficile & trouver.

DEFINITION 1.2 (ordre sur R). On définit un ordre sur 'ensemble R en décidant
que le nombre réel x < encodé » par E et (di)k>1 est < avant > (ou encore < pré-
cede ») le nombre réel 2’ < encodé > par E’ et (d},)k>1 (auquel cas on écrit x < z')
si et seulement si

— soit E < E’ (suivant l'ordre sur les entiers relatifs) ;

— soit E = E’ et la suite de chiffres (di)g>1 précede la suite (d},)x>1 lorsque

Pon choisit comme ordre 1'ordre lexicographique (ou < du dictionnaire ),
les chiffres 0,1, ...,9 étant rangés dans cet ordre (comme le seraient les dix
lettres A,B,C,D,E,F,G,H,1,J).

Siz<yeta#y,onécrit x <y et on dit que x est < strictement inférieur a y >.

DEFINITION 1.3 (sous-ensembles majorés, sous-ensembles minorés de R). Un
sous-ensemble A de R est dit majoré s’il existe un nombre réel M tel que

Ve e A, < M.

On dit alors que M est un majorant de A. Un sous-ensemble A de R est dit minoré
s’il existe un nombre réel m tel que

VeeA m<uzx.

On dit alors que m est un minorant de A.

Une des propriétés fondamentales de ’ensemble R ainsi construit est la suivante :

PROPOSITION 1.1 (propriété de la borne supérieure). Si A est une partie de R
non vide et majorée, l’ensemble (non vide) de tous les majorants de A, ¢’est-a-dire
l’ensemble

Majorant(A) := {M € R tel que Vax € A, = < M}

contient un unique nombre réel (noté sup(A) et appelé borne supérieure de A) tel
que
Vy € Majorant(A), sup(4) < y.
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Le nombre réel sup(A) est ainsi le plus petit des majorants de l’ensemble A lorsque
A est non vide et majoré). Lorsque sup A appartient 4 A, on dit que sup A est le
mazimum de A et on note sup A = max A.

De méme, si A est une partie de R non vide et minorée, l’ensemble (non vide) de
tous les minorants de A, c’est-a-dire ’ensemble

minorant(A4) := {m € R tel que Va € 4, m < z}

contient un unique nombre réel (noté inf(A) et appelé borne inférieure de A) tel
que

Vy € minorant(A), y < inf(A).
Le nombre réel inf(A) est ainsi le plus grand des minorants de l’ensemble A (lors-
que A est non vide et minoré). Lorsque inf A appartient ¢ A, on dit que inf A est
le minimum de A et on note inf A = min A.

DEMONSTRATION. Considérons tous les DDI des éléments de A. L’ensemble de
toutes les parties entieres de tous ces DDI est un sous-ensemble de Z majoré par la
partie entiere du DDI de n’importe quel élément de Majorant(A) ; il admet donc un
plus grand élément E. Notons maintenant A; 1’ensemble des premieéres décimales
des nombres réels appartenant & A et dont la partie entiere est E (il en existe);
comme sous-ensemble de {0,...,9}, cet ensemble admet un plus grand élément d;.
On note As 'ensemble des secondes décimales des nombres réels appartenant a A
et dont le DDI commence par E + 0,dy[---] (il en existe) ; comme sous-ensemble
de {0,...,9}, cet ensemble a un plus grand élément dy. On continue ainsi de suite
pour construire une suite (dy)g>1 de proche en proche. Le nombre dont le DDI!
est donné par

E+0,dy do ds [+-]

est un majorant de A, plus petit par construction méme que tout autre majorant de
A. Tl convient comme candidat & étre la borne supérieure de A, sup(A). On raisonne
de la méme maniere pour prouver ’existence d’un plus grand minorant lorsque A
est minoré. (I

REMARQUE 1.1 (Attention! les bornes supérieure ou inférieure d’un sous-en-
semble A de R, si elles existent, ne sont pas toujours dans 'ensemble A). Il convient
de prendre garde au fait que la construction donné dans la preuve de la Proposi-
tion 1.1 ci-dessus ne fournit pas en reégle générale un point de ’ensemble A. Au fur
et & mesure des étapes (travail avec sous-ensembles de A successifs, A1, Asg, etc.),
Pappartenance & A est certes bien préservée, mais le réel sup(A) ou inf(A) final,
du fait qu’il implique toutes les décimales construites, n’est pas nécessairement un
élément de A. On en verra des exemples plus loin.

1.2. Suites de nombres réels

DEFINITION 1.4 (suite de nombres réels). Une suite de nombres réels est une
application de N dans R, qui & n € N, associe un nombre réel u(n) (que l'on
note aussi u,). La suite est alors notée (un)n>o. Il peut arriver cependant que

1. Il se peut que la suite des décimales (dy)i>1 ainsi obtenue stationne & 9, auquel cas le
nombre réel obtenu comme borne supérieure de A est le nombre décimal de développement décimal
déduit de celui obtenu en incrémentant de 1 la derniére décimale non nulle précédent la suite de
9 et en mettant a 0 les décimales suivantes.
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Papplication n — w(n) = u, ne soit définie que pour n assez grand (n > ng). On
note alors la suite (U )n>n,-

EXEMPLE 1.2. On peut parler de (1/(n + 1)),>0, mais seulement de la suite

(1/(n(n = 2)))n>s.

Les suites de nombres réels peuvent étre définies de plusieurs manieres.

— Exhaustivement par une formule du type u,, = f(n), f désignant une fonc-
tion explicitement définie sur {ng,ng+1, ...}, avec ng entier assez grand ; ou
bien alors par le fait que u,, satisfasse une propriété P(n) qui le caractérise
compleétement (par exemple : u, est le n-iéme nombre premier).

— Par une relation de récurrence a un pas :

Unt1 = F(un) Yn > no,

F étant une fonction réelle explicitement définie au point u,,, ce pour chaque
valeur de n > ny, le calcul étant initié a partir d’une donnée initiale u,, = x
(x € R); la procédure algorithmique

X=x;

for j=1,...,n
X= F(X,j);
end

fournit par exemple (avec X) le calcul de up,+n pour n > 0, tandis que la

procédure 3

X=[x];

for j=1,...,n

X=[op(X) ,F (X [nops(X)] ,nops(X))1;
end

(ol nops (X) désigne, étant donnée une liste ordonnée X=[. . .1, son nombre
de termes, et op(X) son contenu) fournit la liste [up,, ..., Ung4n] des n+l
premiers termes de la suite.

— Par une relation de récurrence a p pas :

Un+p = F(unaunJrh ~-~7un+p71)7 n Z no,

ou la fonction F est une fonction réelle explicitement définie au point

(un7un+17 ~~7un+p71)v

ce pour chaque valeur de n > nyg (il peut aussi y avoir une dépendance en n)
le calcul étant initié & partir de p données initiales uy,, = %o, ..., Ung4+p—1 =
ZTp—1, OU Zg,...,Tp—1 sont p nombres réels. Le calcul algorithmique des n
premiers termes de la suite est alors plus complexe, car il faut disposer

2. La syntaxe dans laquelle sont ici écrites toutes les procédures algorithmiques mentionnées
dans ce cours est celle du logiciel de calcul scientifique MATLAB ou de son < clone > libre Scilab
[Scilab)]. Dans cette procédure, on a d’ailleurs intégré (ce qui sera utile) le fait que F(ur, ) dépende
non seulement de wu,,, mais aussi de n.

3. Méme remarque que pour la procédure précédente ; on a intégré ici le fait que F(uy,,) depende
aussi de n.
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d’'une <« mémoire > (il faut & chaque cran avoir stocké en mémoire p — 1
valeurs). Par exemple, si p = 2, la procédure

X=x;

Y=y;

for j=2,...,n+1
z = F(X,Y,j);

X =1Y;

%avec cette instruction Y est conservee en memoire pour la suite
Y = z;

end

permet (avec X,Y) de calculer Up,4n €t Unyint1 (pour n > 0) lorsque les
valeurs initiales sont les réels u,, = x et up,+1 =7y.

EXEMPLE 1.3.

— Les suites (1/n(n — 3))p>4 ou (In(pn)/n))n>1, ot p, désigne le n-itme
nombre premier, sont du premier type (définition exhaustive);

— les suites algébrico-géométriques (vues en MISMI, vous les reverrez en TD),
générées par une relation de récurrence u,y1 = au, + b, ou a et b sont des
réels donnés, et initiées & u,, = x sont du second type (récurrence a un
pas);

— la célebre suite de Fibonacci, définie comme la suite d’entiers initiée avec
Fy = F; =1 et générée ensuite par la relation inductive Fy, 40 = F,, + Fj 1
est du troisieme type (récurrence a p pas, donc avec mémoire, ici avec p = 2).

DEFINITION 1.5 (suite convergente vers une limite finie, premiere approche).
On dit que la suite de nombres réels (uy)n>0 converge vers un nombre réel I si et
seulement si :
— la suite des parties réelles E(u,), n > 0, des nombres réels u; stationne,
pour k assez grand, a la partie entiere F(l) de [;
— pour chaque k € N*, la suite (di(uy,))n>0 des k-iemes décimales des nombres
réels u,, n > 0, stationne, pour k assez grand, & la k-iéme décimale dj (1)
du nombre réel .
On écrit alors

= lim wu,.
n—-+oo

DEFINITION 1.6 (suites de nombres réels monotones au dela d’un certain rang).
Une suite de nombres réels (uy,)n>n, est dite croissante (au dela du rang N > ny)
sl Up41 > U, pour tout n > N. Elle est dite décroissante (au dela du rang N > ny)
si Up41 < uy, pour tout n > N.

PROPOSITION 1.2 (suites croissantes majorées, suites décroissantes minorées).
S0it (Un)n>n, une suite de nombres réels croissante au dela du cran N > ng, telle
que {un; n > ng} soit majoré. La suite (un)n>n, converge vers le nombre

L= lim u,=sup{u,;n> N}

n—-+oo
Soit (Un)n>n, une suite de nombres réels décroissante au dela du cran N > ng,
telle que {u, ; n > ng} soit minoré. La suite (up)n>n, converge vers le nombre

l= lim w, =inf{u,;n> N}

n—-+oo
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DEMONSTRATION. La preuve de ce résultat important est, avec pareille pré-
sentation < concrete > des réels, tout a fait limpide, tout au moins heuristiquement.
Cette vision soutend 'intuition de la notion de convergence en analyse numérique.
Si (un)n>nN est une suite de réels croissante majorée, la suite de leurs parties entiéres
(E(un))n>n est une suite d’entiers croissante majorée, donc certainement station-
naire sur un entier £ au bout d’un certain temps : ceci signifie que les E(u,,) fi-
nissent, lorsque n dépasse un certain seuil Syp > N, de toujours prendre la méme va-
leur. Une fois que n a franchi ce seuil, la suite des premieres décimales (dy (un))n>s,
des u,, est une suite croissante majorée de nombres entre 0 et 9. Elle finit encore, au
bout d’un certain temps (n > S; > Sp), par stationner sur une décimale d; ensuite
< figée ». Pour n > S7, on raisonne de maniére identique pour la suite (dz(un))n>s,
des secondes décimales des u,,, qui finit a la longue par se figer sur une décimale ds,
etc. On voit ainsi les décimales des u,,, n > ng se < figer > les unes apres les autres,
en les approchant par en dessous, vers les décimales d’un certain nombre réel I (car
le DDI E+0.d1ds... correspond & un tel réel [). Notons que ’on peut obtenir le DDI
de ce réel < limite > [ se terminant par une suite infinie de 9; il faut alors prendre
en compte Pautre DDI d’un tel nombre [ (celui se terminant par une suite infinie de
zéros). La suite (up)n>n, converge bien vers ce réel [ au sens de la Définition 1.5. La
limite est par construction le plus petit des majorants de I’ensemble {u, ; n > 0}.
Un raisonnement identique vaut lorsque (uy,)n>0 est décroissante minorée, la limite
étant bien dans ce cas le plus grand de tous les minorants de {u, ; n > ng}. O

EXEMPLE 1.4 (approximations décimales (par défaut) d’un nombre réel). Si x
est un nombre réel admettant le DDI

E+0,dy dyds [---] di [---],

la suite des nombres décimaux
n
dy,
mn:E—i_;TOk’ nZl,

est une suite croissante de nombres rationnels convergent vers le nombre réel x.
Tout nombre réel est donc limite de nombres rationnels (méme en fait décimaux)?
Nous verrons que ce fait, essentiel si on pense a U'informatique (les seuls nombres
possibles & encoder sont les fractions), est en un sens assez surprenant, car il y a tres
peu de nombres rationnels comparativement, on le verra, aux nombres réels : il est
en effet possible, comme 'ont fait le mathématicien Stern et I'horloger de précision
Brocot au XIX-éme siecle, de < ranger > les rationnels en une suite {zg, 21, ...}
(sans répétitions) ; on dit que Q est dénombrable, ce qui n’est pas, on le verra plus
loin, le cas de R (voir la Proposition 1.7 & venir).

EXEMPLE 1.5 (le paradoxe de Zénon). Le paradoze de Zénon d’Elée illustre
depuis 'antiquité le comportement des suites croissantes de nombres réels majorées :
supposons qu’un archer positionné a 'origine de R décoche sa fleche en direction
des x > 0 et que cette fleche retombe a une distance [;. L’archer va ensuite se
positionner au point d’impact et relance sa fleche, mais, fatigue oblige, il ne peut la

4. 1l est aussi vrai que tout nombre réel est une limite de nombres irrationnels (i.e. non
éléments de Q) : il suffit pour cela de remarquer que 'on peut détruire la présence de motifs
répétés périodiquement dans le DDI d’une fraction en modifiant, dans chaque < motif > répété,
une des décimales de maniére a exclure toute possibilité que le DDI ainsi < perturbé > soit encore
de la forme (1.2).
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lancer (depuis I’endroit ot il se trouve) qu’a une distance lo < klj, ot k < 1 désigne
un facteur d’< amortissement » appartenant & ]0, 1[. Il continue de la sorte, et , &
chaque tir, 41 < kl. Bien siir, il continue ainsi a avancer suivant le demi-axe des
x > 0, mais la suite (up)n>1, OU

U A A
est une suite croissante majorée, puisque
1—kr" l1
11—k 1—&
Cette suite converge donc vers une limite finie sur laquelle Parcher butera (et
qu’il n’atteindra d’ailleurs jamais puisqu’il persiste & avancer!). Dans cette classe
d’exemples, s’inscrivent aussi I’existence de limites trés importantes : par exemple,
si z > 0 et si la suite (up(z))n>0 est la suite définie inductivement par

l,n+1
uo(z) =1 et upi1(z) = un(z) + CEs Vn >0,

alors, nous avons affaire encore & une suite croissante majorée puisque
1\"
Unt1(x) — up(x) < C(x) (5) Vn >0,

ou C'(z) désigne une certaine constante positive (faire ’exercice). Cette suite converge
vers un nombre que l'on convient d’appeler exponentielle de x et noter :

Un S ll +I€ll +Ii211 +”.+an111 = ll

n—-+oo n—-+oo

nok
exp(z) == lim wu,(z)= lim Z%
k=0

Le nombre e = exp(1), constante positive d’importance capitale en mathématique
car < base > des exponentielles et indicateur de I’échelle logarithmique® (Ine = 1),
est en particulier obtenu comme une telle limite (x = 1). Son DDI commence par :

2 + 0,718281828459045235360287471352662409 [...]

Ce n’est pas un nombre rationnel car ce DDI (dont nous ne voyons la que les
premiers termes) ne saurait étre celui d’une fraction. Il est toutefois impossible
justifier pareille assertion avec les outils dont nous disposons a ce stade.

1.3. Opérations sur R et limites de suites de réels

On définit sur R une addition et une multiplication interne telles que (R, 4, %)
hérite d’une structure de corps commutatif.

L’addition (x,y) — x+y est d’abord définie comme opération interne sur l’ensemble
des nombres décimaux (il s’agit d’un cas particulier de 'addition des fractions).
On introduit ensuite la suite (z,,),>1 des approximations décimales par défaut de
x, puis la suite (y,)n>1 des approximations décimales par défaut de y. La suite
(n, + Yn)n>1 est une suite croissante majorée par x + y, donc convergente (d’apres
la Proposition 1.2) vers un nombre réel que ’on convient de noter x + y.

Pour définir la multiplication (x,y) — zy, on commence dans un premier temps &
définir la multiplication de = par un nombre décimal w donné. La suite (x,w),,>1 est
soit une suite croissante majorée, soit une suite décroissante minorée (cela dépend

5. On privilégiera dans ce cours la notation In plutét que log pour la fonction logarithme
népérien.
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des signes de E(z) et de F(w)), mais en tout cas toujours convergente (d’apres la
Proposition 1.2) vers une limite notée zw. On raisonne ensuite de manieére identique
avec la suite (Tyn)n>1, oW (Yn)n>1 désigne la suite des approximations décimales
par défaut de y. Etant donné un nombre réel z non nul, on peut sur le méme
principe définir son inverse : si par exemple x est un nombre réel strictement positif
approché par une suite croissante de décimaux strictement positifs (z,,)n>0, la suite
(1/zp)n>0 (le quotient de deux éléments de Q est, on le sait, bien défini) est une
suite décroissante de nombres rationnels minorée par F(z) + 1, donc convergente
d’apres la Proposition 1.2 vers un nombre réel que l'on notera 1/x. On constate
dans tous ces procédés de construction approchée que le résultat ne dépend jamais
des suites de décimaux choisies pour approcher les réels. L’ensemble R, équipé de
ces deux opérations que sont 'addition et la multiplication (avec les regles qui les
accompagnent, vues dans le cours de MISMI au premier semestre) est un corps
commutatif : il y a un élément neutre (0), un élément unité (1), tout élément a un
opposé (—z) pour l'addition (x + (—z) = 0); tout élément non nul a un inverse
(1/z) pour la multiplication (z x (1/x) =1);depluson a (z4y)+z =x+(y+2) et
x4y = y+a (associativité et commutativité de addition), (zy)z = z(yz) et zy = yx
(associativité et commutativité de la multiplication) et enfin z(y + 2) = xy + 2
(distributivité de la multiplication par rapport & addition).

Ces deux opérations sont compatibles avec 1’ordre au sens suivant :
(z<y)et (u<v)) = z+u<y+v
(z<y)et (w>0)) = azw<yw
(z<y)et (w<0) = yw<aw.
Ces deux opérations prolongent 1’addition et la multiplication des fractions.
L’application
z € R+— |z| := sup{—=z, z}
se plie a l'inégalité triangulaire archimédienne :
(1.5) Va,y €R, |lz] = |yl| < |z £yl < |a] + ly|

et joue un rodle tres important. La quantité |« — y| figurera par la suite une notion
de < distance > entre les deux nombres réels x et y.

Une propriété importante de R est le fait d’étre archimédien. Cette propriété per-
mettra de traduire d’une autre maniére (< quantifiée > cette fois) la notion de
convergence d’une suite de nombres réels vers un nombre réel (Définition 1.5).

PROPOSITION 1.3 (R est archimédien). Soient x > 0 et y € R. Il existe un
nombre entier N tel que Nx > y.

DEMONSTRATION. Soit b/10™ un nombre décimal strictement positif et stric-
tement inférieur & « (une approximation décimale z,, judicieusement choisie). Soit
E(y) la partie entiére de y. On a, par division euclidienne, E(y) + 1 = bg + r, avec
r € {0,...,b—1}. Silon pose N = 10"(¢+1), on a bN/10™ = b(g+1) > E(y)+1 >y
et donc Nz > bN/10™ > y. O

Voici donc la seconde formulation annoncée (plus classique cette fois, et mieux
manipulable du point de vue calculatoire car < quantifiée > par le critere (1.6)) de
la Définition 1.5.
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DEFINITION 1.7 (suite convergente vers une limite finie, approche quantifiée).
Soit (un)n>o une suite de nombres réels. La suite (uy,)n>0 converge vers le nombre
réel [ si et seulement si :

(1.6) Ve>0, 3IN(e)eN, (n>N(e) = (lun—1<e).

Une suite de nombres réels (u,),>0 ne convergeant vers aucun nombre réel [ est
dite divergente.

DEMONSTRATION. Pour chaque € > 0, il existe (puisque R est archimédien, cf.
la Proposition 1.3) un entier N € N tel que 10~ < ¢. Si la suite (uy),>0 converge
vers [, alors pour n assez grand (dépendant de N, donc de €), u,, et [ ont les mémes
décimales jusqu’a 'ordre N. La valeur absolue |u,, —I| est donc majorée par 10~V
donc par e. On vient donc de vérifier que si la suite (uy,),>0 converge vers [, la
clause (1.6) est remplie. Réciproquement, si |u, — ] < 107V=1 w, et [ ont les
mémes décimales au moins jusqu’a Pordre N ; si la clause (1.6) est remplie, la suite
(Un)n>0 converge donc vers . O

Le critere (1.6) de la Définition (quantifiée) 1.7 fournit des regles opérationnelles
pratiques (plus facilement que la définition intuitive et plus <« informatique > 1.5)
concernant le comportement de 'opération de < prise de limite > vis-a-vis des opé-
rations usuelles. Voici un condensé de ces régles ou recettes (vues en Semestre 1) :

PROPOSITION 1.4 (convergence des suites de réels vers un réel et opérations
usuelles : recettes pratiques). Soient (un)n>0 €t (Un)n>0 deuz suites de nombres
réels respectivement convergentes vers les nombres réels I et I'. La suite (|un|)n>0
converge vers |l|, la suite (w, + vn)n>0 converge vers l+1', et la suite (unvp)n>0
converge vers Il'. De plus, sil # 0, alors u, # 0 pour n > ng (assez grand) et la
suite (1/up)n>n, converge vers 1/1.

DEMONSTRATION. Pour le premier point, on utilise 'inégalité (1.5) qui donne
[lun| —1| < |u,—1|, puis le critére de convergence (1.6). Pour ce qui est de la somme,
on remarque que

[un, + v — 1 =1 <|up — 1] + |vn, = U]
(toujours grace a (1.5)). Si e > 0, il existe N(e) tel que

n> N(e) = <(|un 1) <e/2) et (Jon — U] < e/2)> .

En additionnant, on trouve que pour n > N(¢), |u, +v, — 1 —I'| <2¢/2 = €. Pour
ce qui est du produit, on remarque que si les suites (up)n>0 €t (vy)n>0 convergent
vers des limites réelles respectives [ et I’, il existe M tel que, pour tout n € N,
lun| < M et |v,| < M et, par passage a la limite, |I| < M, |I'| < M. On a aussi,
toujours grace a (1.5),
(1.7) [unvn — U] < Jupvn, — unl'| + Jupl’ = 1| < Mo, = U] + Jun —1]) .
Or, si € > 0, il existe N(e) tel que

n > N(e) = ((lon — | < ¢/2M) et (g, —yl < ¢/2M)).

En reportant dans (1.7), on trouve bien que pour n > N(e), |u,v, —Il'| <€, ce que
I'on voulait pour assurer la convergence de (u,vy, ), vers ll’ d’aprés le critere (1.6).
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Pour ce qui est de 'inverse enfin, on remarque que pour n assez grand |u,| > |I|/2
car (|up|)n>0 converge vers |I|. Ensuite, on remarque que
‘ 1 1 ‘ |tn, — | 2

Mo 2, ),
[l 111 = T2

quantité que I'on peut rendre inférieure ou égale a € deés que |u, —I| < ¢€|l]?/2. O

up 1

1.4. Propriété des < segments emboités >, critére des suites adjacentes

Outre la propriété de la borne supérieure (Proposition 1.1), R vérifie une se-
conde propriété tres importante, cette fois de nature ensembliste.

Avant de Iénoncer, il nous faut définir ce qu’est un segment (ou encore pavé fermé,
ou bien intervalle fermé borné) de R. Un segment de R est un sous-ensemble de R
de la forme

[a,b] :=={t e R; a <t <b},

ot a < b sont deux nombres réels. La longueur (ou encore le diamétre) de ce segment
est par définition le nombre [ =b—a > 0.

PROPOSITION 1.5 (propriété des segments emboités). Soient ([an, by])n>0 une
suite de segments de R, tous emboités les uns dans les autres (i.e. I, 41 C I, pour
tout n > 0). L’ensemble

o0
m [an; bn]
n=0
est non vide et l'on a
(1.8) m [an,bn] = {Sup{an; n > 0}, inf{b,; n > 0}|.
n=0

Si de plus la suite des diamétres (b, — an)n>o0 tend vers 0, on a

oo

(1.9) ﬂ[ambn] ={l},

n=0

I = sup{a, ; n > 0} = inf{b, ; n > 0}.

DEMONSTRATION. La suite (a,)n>0 est une suite croissante majorée puisque
an < by et que a, < an,4+1 pour tout n (puisque les segments sont emboités). La
Proposition 1.2 assure donc que la suite (a,),>0 converge vers le nombre o :=
sup{a, ; n > 0}. De méme, la suite (by,),>0 est décroissante minorée (car b, > ag
et b, > byt1 pour tout n > 0, toujours parce que les segments sont emboités) et
converge donc (Proposition 1.2) vers 8 := inf{b, ; n > 0}. Comme a,, < b,, pour
tout n, on a @ < S en prenant les limites lorsque n tend vers +oo. Le segment
[a, B] est inclus dans tous les segments [ay,, b,] pour tout entier n > 0, donc dans
I'intersection de tous ces segments. Si la suite (b, — ay,)n>0 tend vers 0, on a o = 8
du fait des regles de calcul des limites énoncées dans la Proposition 1.4. O

REMARQUE 1.2 (le <« lemme des gendarmes ). On attribue aussi a cette Pro-
position 1.5 le qualificatif imagé de lemme des gendarmes (la route est barrée a
gauche par les a,, pour n > 0, & droite par les b,, pour n > 0).
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La Proposition 1.5 peut aussi se formuler non plus sous l'angle ensembliste, mais
sous l'angle des suites. Pour cela, on introduit le concept de suites adjacentes :

DEFINITION 1.8 (suites adjacentes). Deux suites (uy, )n>0 €t (v, )n>0 de nombres
réels sont dites adjacentes si et seulement si
dN € N, (Tl 2 N) — (un S Unp+1 S Un+1 S Un)

et lm (v, —uy)=0.
n—-+oo

(1.10)

PROPOSITION 1.6 (critére de convergence des suites adjacentes). Si (up)n>0
et (n)n>0 sont deuz suites de nombres réels adjacentes, elles sont toutes les deux
convergentes vers la méme limite l. De plus, si les DDI de w,, et v, (pour n > N
donné par (1.10)) coincident jusqu’a l'ordre M € N*, ce DDI tronqué a l’ordre M
est ausst le DDI tronqué a l'ordre M de la limite commune .

DEMONSTRATION. On raisonne comme dans la preuve de la Proposition 1.5,
en prenant a, = u, et b, = v, pour tout n assez grand (n > N donné par (1.10)).
La seconde assertion tient au fait que u,, <1 < v, pour tout n > N. Si u, et v,
ont donc méme partie entiére et mémes décimales jusqu’a ’ordre M, cette partie
entiere et ces M premieres décimales sont aussi celles de | (qui est coincé entre ces
deux nombres). O

EXEMPLE 1.6 (le principe des « ressorts »). Voici un modele mathématique
singeant celui des ressorts et de 'oscillation en mécanique. Soit (uy,),>0 une suite
de nombres réels définie par une condition initiale ug et la relation de récurrence :

Upt1 — Up = (—1)"a, VYVn>0,

ol (an)n>0 est une suite de nombres strictement positifs tendant en décroissant
vers 0 (on a ici un modele de systéme oscillant aux oscillations amorties, le signe
figurant les oscillations, la suite (ay)n>0 la < vitesse d’amortissement ). Les deux
suites (U2n)n>0 €t (U2n+1)n>0 sont alors adjacentes et le critéere de la Proposition
1.6 s’applique. En effet :

U(ng1) — Uzn = (Uant2 — U2nt1) + (Uznt1 — U2p) = —G2n41 + a2, > 0,
UQ(n+1)+1 — U2nt+1 = (U2n+3 - U2n+2) + (U2n+2 - U2n+1) = a2p42 — G2n41 <0,

u >u Vn>0 et lim (u —u = lim a9, =0.
2n+1 = W2n = n—>+oo( 2n—+1 2n) ns-too 2n

Un exemple célebre d’application de cette situation concerne I'exemple de la suite
définie ainsi avec ug = 4(4/5 — 1/239) et
4 (1/5)2n+1 _ (1/239)2n+1
Qy = 4(
2n+1
(cette suite de nombres positifs est décroissante au dela d’un certain cran). La
formule de John Machin® assure que le nombre 7 (autre nombre réel < phare >,

) Vn>0

6. Pour le lecteur curieux, signalons que cette formule, due au mathématicien britannique
John Machin (1680-1751), s’énonce sous la forme 7/4 = arctan(1l) = 4 artan(1/5) — artan(1/239),
égalité entre arguments résultant de la simple formule algébrique (5 + 4)* = 2(1 + 4)(239 + 1)
(qui, elle, est aisée a vérifier a la main). Il faut ensuite se souvenir de ce que, pour tout z réel (en
particulier pour tout = €] — 1,1[), artan(z) = [’ dt/(1 + 2), tandis que pour tout ¢ €] — 1,1[,
1/(1+t2) = limy—+ 0o 22[:0(—1)"752” (somme d’une série géométrique, cf. le cours de MISMI).
On déduit de cela que, pour tout « €] —1, 1], artan(z) = limy 4 oo 27]:7:0 ((—1)nz?ntl/(2n+1)),
formule que ’on applique ensuite & z = 1/5, puis & & = 1/239, avant que de former la différence
w/4 := 4arctan(1/5) — artan(1/239).
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avec e, des mathématiques, algebre, arithmétique, analyse et géométrie confondues)
est la limite commune des deux suites adjacentes (uon)n>0 €t (U2n+1)n>0 dans ce
cas. On peut ainsi, puisque la suite (uy)n>0 est une suite de fractions (dont les DDI
se calculent via l'algorithme d’Euclide), obtenir M décimales de m (comme dans
(1.4), avec M aussi grand que les possibilités de la machine et les contraintes de
temps de calcul I'autorisent).

Une conséquence du fait que R possede la propriété des segments emboités (Pro-
position 1.5) est que l'on ne peut <« numéroter > les nombres réels (alors que 1'on
peut numéroter les nombres rationnels).

PROPOSITION 1.7 (non dénombrabilité de R). L’ensemble (infini) des nombres
réels ne saurait étre en bijection avec N. On dit que R n’est pas dénombrable.

DEMONSTRATION. Prouvons ceci par ’absurde, en utilisant le fait que R vérifie
la propriété des segments emboités (Proposition 1.5). Supposons que l'on puisse
< numéroter > les nombres réels suivant une liste (sans répétitions)

Ly L1y L2y eeey Ly eeee -

Soit [ag, bg] un segment de R, avec by — ag > 0, ne contenant pas zo (il suffit de
prendre by € Z avec bg < E(xg) ou ag € Z avec ag > E(xp)+1). On peut construire
un segment [a, b1] tel que by — ay > 0, inclus dans [ag, bo|, et ne contenant pas le
point z; (il convient de discuter suivant que x1 est intérieur a [ag, bgl, est une borne
de ce segment, ou est un point de R\ [ag, bg]). Ces constructions se font en utilisant
le fait que R est archimédien (Proposition 1.3). En continuant ainsi de suite, on
trouve une suite de segments emboités [a,, b,] telle que Pintersection de tous ces
segments ne contienne aucun des nombres zy, k € N, donc aucun nombre réel, ce
qui est en contradiction avec le fait que R vérifie la propriété des segments emboités
(et donc que 'intersection des [an, b,] pour n € N soit non vide, cf. la Proposition
1.5). La proposition est ainsi démontrée par ’absurde. [l

1.5. Valeurs d’adhérence, notions de limsup et liminf

Une suite (uy,)n>0 de nombres réels convergente est nécessairement bornée en
valeur absolue, c’est-a-dire & la fois majorée est minorée. En effet, si 'on utilise le
critére (1.6) (pour une suite de nombres réels (u,)n>0 convergeant vers une limite
réelle finie [), alors on a, en prenant e = 1 :

AN =N(1) €N, ¥n >N, |u, — 1| < 1.

Pour tout n > N, on a donc, d’apres I'inégalité triangulaire (1.5), |u,| < [I| + 1. 11
en résulte que, tout n € N, on a |u,| < max(maxp<ny |ugl, [I| + 1).

En revanche, si une suite (u,),>0 de nombres réels est bornée en valeur absolue, il
n'y a aucune raison pour que cette suite soit convergente : la suite ((—1)"),>0 est
par exemple bornée, mais elle ne converge pas car oscille en prenant alternativement
les valeurs 1 (lorsque n est pair) et —1 (lorsque n est impair).

Pour pallier a cette difficulté, on introduit la notion de wvaleur d’adhérence d’une
suite (uy,)n>0 de nombres réels.

DEFINITION 1.9 (valeur d’adhérence d’une suite de nombres réels et notion
de suite extraite). Soit (uy,),>0 une suite de nombres réels. On dit qu’un nombre
réel | est valeur d’adhérence de la suite (uy)n>0 si et seulement s’il existe une
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application ¢ : N — N, strictement croissante, telle que la suite (uy(,))n>0 converge
vers [. On appelle suite ectraite de la suite (up)n>0 précisément toute suite de la
forme (uy(n))n>0, ol @ : N — N est une application strictement croissante. Un
nombre | € R est donc valeur d’adhérence de la suite de nombres réels (un)n>0 si
et seulement 8’1l existe une suite extraite de la suite (u,)n>0 qui converge vers [.

REMARQUE 1.3. Si (un)n>0 est une suite de nombres réels convergeant vers
une limite réelle I, toutes les suites extraites de la suite (uy,),>0 convergent vers la
méme limite et ensemble des valeurs d’adhérence de la suite (uy, ), >0 est alors non
vide et se réduit au singleton {l}.

Pour les suites réelles bornées en valeur absolue (c’est-a dire a la fois majorées et
minorées), nous avons les résultats suivants, avec les définitions (notions de limite
supérieure et de limite inférieure) qui les accompagnent.

PrOPOSITION 1.8 (limite supérieure d’une suite de nombres réels bornée en
valeur absolue). Soit (un)n>0 une suite de nombres réels bornée en valeur absolue
(c’est-a-dire a la fois majorée et minorée). La suite

(SUP{uk§ k> n})nzo = (sup uk)nzo
k>n

est une suite de nombres réels décroissante minorée, donc convergente d’apres la
Proposition 1.2. Sa limite est une valeur d’adhérence de la suite (uy)n>0, que l'on
note”
limsupu, := lim sup ug,
ou aussi parfois lir_irrl Up. De plus, sil' est une valeur d’adhérence quelconque de
n—-+0oo
la suite (Upn)n>0, 0N a toujours

' < limsup uy,
n—-+oo
autrement dit 'ensemble des valeurs d’adhérence de la suite (up)n>0 est non vide et
limsup,,_, , oo Un en est le plus grand élément (donc la borne supérieure, appartenant
dans ce cas a l'ensemble).

PrOPOSITION 1.9 (limite inférieure d’une suite de nombres réels bornée en
valeur absolue). Soit (un)n>0 une suite de nombres réels bornée en valeur absolue
(c’est-a dire a la fois majorée et minorée). La suite

est une suite de nombres réels croissante majorée, donc convergente d’apres la
Proposition 1.2. Sa limite est encore une valeur d’adhérence de la suite (up)n>0,
que l'on note®

liminfu, := lim inf wug,
n—-+oo n—+oo k>n

7. Ceci est facile & mémoriser : les notations parlent d’elles-méme; il s’agit bien d’une limite
de sup. En revanche, ce qui est trompeur ici est qu’il s’agit de la limite d’une suite décroissante,
non de celle d’une suite croissante!

8. Ceci est facile & mémoriser : les notations parlent encore d’elles-méme; il s’agit bien d’une
limite d’inf. En revanche, ce qui est trompeur ici est qu’il s’agit de la limite d’une suite croissante,
non de celle d’une suite décroissante !
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ou aussi parfois lim wu,. De plus, sil' est une valeur d’adhérence quelconque de
n—-+o0o

la suite (un)n>0, on a toujours

" > liminf u,,
n—-+oo
autrement dit im inf,,_, 4 o u,, est le plus petit élément (donc la borne inférieure, ap-
partenant dans ce cas & ’ensemble) de l'ensemble (non vide) des valeurs d’adhérence
de la suite de nombres réels (tun)n>0-

DEMONSTRATION. On prouve ici la Proposition 1.8 (celle de la Proposition 1.9
8’y ramene en remplacant la suite (uy,),>0 par la suite (—uy)n>0)-
Comme les ensembles A, := {uy; k > n} sont tous majorés (puisque la suite lest),
on peut bien définir pour chaque n le nombre sup(A,) (d’apres la Proposition
1.1). Comme de plus A, 41 C A, pour tout n € N, la suite (sup(A4,))n>0 est bien
décroissante. Comme la suite (uy,)n,>n est aussi minorée, la suite (sup(A4y,))n>0 est
une suite décroissante minorée, donc convergente (cf. la Proposition 1.2) vers une
limite /. Il existe un entier ¢(0) tel que

sup ugp — 1 = sup(Ag) — 1 < uy ) < sup(Ao)

E>0
(puisque sup Ag — 1 n’est certainement plus un majorant de Ay par définition de
la borne supérieure d'un ensemble comme plus petit des majorants). Il existe un
entier p(1) > p(0) tel que

1
sup  up — 5 =sup (Ay(0)+1) — 5 < Ue() < sup (Ag(0)+1)

k>p(0)+1 2
(pour les mémes raisons). Par récurrence, on construit une suite strictement crois-
sante d’entiers (¢(n))n>0 tels que
(1.11)
1
sup up, — — = sup (Ayn_1)4+1) — = < Upm) <sup (App-1)41) Yn>1.
k>p(n—1)+1 n n
Les deux suites (sup (Aptn—1)41) — 1/n)n21 et (sup (Ap(n—1)+1))n>1 encadrant la
suite (Uy(n))n>1 dans (1.11) tendent toutes les deux vers I. Il en est de méme de la

suite (Uyp(n))n>1 €t Nous avons ainsi trouvé une suite extraite de la suite (un)n>0
convergeant bien vers [. Le nombre [ est valeur d’adhérence de la suite (un)n>0-

Soit I’ une valeur d’adhérence quelconque de la suite (uy)n>0. Il existe une suite
extraite (Uy(n))n>0 convergeant vers I’. Or

(1.12) Up(n) < sUP(Apn)) < sup(4,) Vn >0

puisque @(n) > n pour tout n € N par croissance de ¢. En prenant la limite dans
(1.12) lorsque n tend vers infini, on trouve bien I’ < [. La Proposition 1.8 est
completement démontrée. ([l

REMARQUE 1.4. Silasuite (uy,)n>0 est seulement majorée, mais posseéde au moins

une valeur d’adhérence I’ = lim wu on a

n—+4oo p(n)

SUp Uk > Ugyn) VN EN
k>n



16 1. SUITES DE NOMBRES REELS OU COMPLEXES

(puisque p(n) > n pour tout n € N vu que ¢ est strictement croissante), ce qui

implique que la suite décroissante (supys,, ux)n>0 est minorée (puisque la suite

(Up(n))n>0 I'est comme suite convergente). On peut donc dans ce cas encore définir
limsupu, = lim sup ug.

Ce nombre est alors la plus grande valeur d’adhérence de la suite (u,)n>o (il en

existe ici par hypothéses). Si la suite (uy,)n,>0 est seulement minorée, mais possede

au moins une valeur d’adhérence I’ = lim Ug(n), ON &
n—-+oo

1?212 up < U (n) VneN

(puisque (n) > n pour tout n € N vu que ¢ est strictement croissante), ce qui im-
plique que la suite croissante (infy>,, ug)n>0 est majorée (puisque la suite (uy(n))n>0
Pest comme suite convergente). On peut donc dans ce cas encore définir

liminfu, = lim inf wug.

n—-+o0o n——+oo k>n
Ce nombre est alors la plus petite valeur d’adhérence de la suite (up)n>0 (il en
existe ici par hypotheses).

Nous pouvons énoncer le résultat suivant, synthétisant d’abord les deux proposi-
tions 1.8 et 1.9, puis précisant les choses lorsque ’ensemble {u,, ; n € N} contient
une infinité de valeurs distinctes.

THEOREME 1.1 (théoréme de Bolzano-Weierstra8® ). Soit (uy,)n>0 une suite
de nombres réels bornée en valeur absolue (i.e. & la fois majorée est minorée).
L’ensemble des valeurs d’adhérence de la suite (up)n>0 est non vide, et inclus dans
le segment

lim inf u,,, lim sup u,

n—+00 n—+o0
(dont les extrémités sont toutes deux des valeurs d’adhérence de la suite, en ’occur-
rence les valeurs d’adhérence < extrémes > de cette suite). De plus, si l'ensemble
{un; n € N} est infini, il existe une suite extraite (Uy(n))n>0 de la suite (un)n>o0,
convergeant vers une valeur d’adhérence | de celte suite, et telle que tous les uy(y),
n € N, soient distincts'©.

DEMONSTRATION. La premiere partie de I’énoncé résulte des Propositions 1.8
et 1.9. Supposons que I'ensemble {u,, ; n € N} soit infini est inclus dans un segment
Iy = [m, M]. Il existe donc une suite extraite (uy,(,))n>0 Ne prenant que des valeurs
distinctes, toutes dans Iy. Soient I o et I; 1 les deux segments [m, (m + M)/2] et
[(m+ M)/2, M]. D’apreés le principe des tiroirs, 'un au moins de ces deux segments
(appelons le I;) contient une infinité de termes de la forme wu,, ), & € N (tous
distincts, bien str). Il existe donc une suite (g, (n))n>0 (extraite de la sous-suite
(Upo(n))n>0), dont tous les termes se trouvent dans I privé de (m+M)/2. On répete
le méme raisonnement avec I; (a la place de Iy) et cette nouvelle suite. On construit

9. On fait ici référence au mathématicien allemand Karl Weierstrafl (1815-1897) et, avant lui,
au mathématicien originaire de Bohéme Bernard Bolzano (1781-1848).

10. On dit alors qu’une telle valeur d’adhérence [ est un point d’accumulation de la suite
(un)n>0. Cette derniere assertion se formule donc aussi sous la forme suivante : <« tout sous-
ensemble infini borné (en valeur absolue) de R admet au moins un point d’accumulation (appar-
tenant ou non & l’ensemble) >.
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FIGURE 1.1. Le graphe de ¢ — sin(1/t) sur |0, 1].

ainsi une suite de segments emboités Iy = [m, M|, I1, I, ..., I, ..., (la longueur de I,
valant (M —m)/2P) et, pour chaque entier p € N, une suite (v, (n))n>0, extraite
de la suite (U%(n))nzm et dont tous les termes appartiennent au segment I, 1 privé
du milieu de I,. D’apres la Proposition 1.5, I'intersection de tous les segments I,
est non vide et consiste en un singleton {I}. La suite !*

(uwn(n))nzo
est une suite extraite de la suite (u,)n>0. Cette suite extraite converge vers [ car
M—m
2TL
puisque [ et u,, () sont tous deux dans le segment I,,. Ceci conclut la preuve du
Théoreme de Bolzano-Weierstraf. O

Vn S N, |l—u%1(n)| S

EXEMPLE 1.7. Pour une suite bornée, il se peut que les seules valeurs d’adhé-
rence soient les valeurs extrémes (c’est le cas par exemple pour la suite ((—1)™),>0).
Mais il se peut aussi que tout point du segment [liminf, . uy,,limsup,,_, . u,]
soit valeur d’adhérence. Pensez pour cela par exemple au graphe de la fonction

x €]0, 1] — sin(1/t)

que nous avons représenté sur la figure ! 1.1. On constate que le graphe < noir-
cit > le rectangle ]0, €] x [—1, 1] lorsque € > 0 est assez petit. On peut ainsi conjec-
turer que, si a ¢ Q, la suite ' (sin(amn)),>0 admet pour valeurs d’adhérence tous
les points de [—1, 1] (ceci vaut en particulier si & = 1/, la suite étant dans ce cas
(sinn)p>o)-

1.6. Comportement des suites de nombres réels non bornées

Parmi les suites de nombres réels (u,, ), >0 qui ne sont pas majorées, on distingue
celles qui tendent vers +oo.

11. Le travail que l'on fait ici, partant d’un tableau & deux entrées (I’indice p comme indice de
colonne, I'indice n comme indice de ligne) , consistant au final & considérer la < diagonale > du ta-
bleau, est un procédé tres utilisé en mathématiques (algeébre ou analyse) : on lappelle le < procédé
diagonal >. Georg Cantor (1845-1918) I’a beaucoup exploité dans ses travaux en mathématiques
ou en logique.

12. Les graphiques illustrant ce polycopié (autres que ceux réalisés & la main avec le logiciel
Xfig) ont été obtenus sous ’environnement graphique du logiciel de calcul scientifique MATLAB.

13. On pourra justifier cela en exercice.
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DEFINITION 1.10 (suites de réels tendant vers +00). Une suite de nombres réels
(Un)n>0 tend vers +oo si et seulement si

VM >0, 3N =N(M)eN, (n>NM)) = (u, > M),

autrement dit, tous les termes de la suite deviennent arbitrairement grands au dela
d’un seuil a déterminer.

EXEMPLE 1.8 (fonctions polynomiales discrétes). Siwu, = P(n), ot P est un po-
lynéme de R[X] de degré strictement positif et de coefficient dominant strictement
positif, la suite (un)n>0 tend vers 4oo.

Si (un)n>0 est une suite de nombres réels non majorée, il existe un cran ¢(0) € N
tel que u, gy > 0. Il existe un cran entier (1) > ¢(0) tel que u,qy > 1, etc. On
construit ainsi inductivement une application strictement croissante ¢ : N — N,
telle que u,(,) > n pour tout n > 0. On en conclut que, de toute suite (u,),>o de
nombres réels non majorée, on peut extraire une sous-suite (u,,))n>0 convergeant
vers +o00. On dit alors que 400 est valeur d’adhérence de la suite (u,)n>0 (c’est
bien slir dans ce cas la plus grande valeur d’adhérence de cette suite (un)n>0).

De méme :

DEFINITION 1.11 (suites de réels tendant vers —co). Une suite de nombres réels
(Un)n>0 tend vers —oo si et seulement si

VM >0, 3N = N(M) €N, (n>N(M)) = (u, < M),

autrement dit, tous les termes de la suite deviennent arbitrairement petits au dela
d’un seuil a déterminer.

EXEMPLE 1.9 (fonctions polynomiales discretes). Siwu, = P(n), ou P est un po-
lynéme de R[X] de degré strictement positif et de coefficient dominant strictement
négatif, la suite (uy,)n>0 tend vers —oo.

Si (un)n>0 est une suite de nombres réels non minorée, il existe un cran ¢(0) € N
tel que uy(g) < 0. Il existe un cran entier (1) > ¢(0) tel que u,) < —1, ete. On
construit inductivement une application strictement croissante ¢ : N — N, telle
que Uyny < —n pour tout n > 0. On en conclut que, de toute suite (uy)n>0 de
nombres réels non majorée, on peut extraire une sous-suite (uy(n))n>0 convergeant
vers —oo. On dit alors que —oo est valeur d’adhérence de la suite (uy,)n>0 (c’est
bien str dans ce cas la plus petite valeur d’adhérence de cette suite (uy,)n>0).

REMARQUE 1.5. Si, pour une suite (uy)n>0 de nombres réels, on tolere —oo
et +00 comme possibles valeurs d’adhérence de la suite, on peut affirmer que ’en-
semble des valeurs d’adhérence d’une suite de nombres réels (considéré cette fois
comme sous-ensemble de R U {—o0, +00}) est toujours non vide, ce qui compléte
la premiére partie de I’énoncé du théoréme de Bolzano-Weierstra§ (Théoréme 1.1),
en I’étendant au cadre des suites quelconques de nombres réels.

PROPOSITION 1.10. Si l’ensemble des valeurs d’adhérence (considéré cette fois
dans RU{—o00, +00}) d’une suite de nombres réels (u,)n>0 se réduit a un singleton
{l}, ot l € RU{—00,00}, alors on peut affirmer que cette suite converge versl (que
[ soit fini ou vaille £00).
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DEMONSTRATION. Si ! (seule valeur d’adhérence) est fini, la suite (uy)n>0 est

nécessairement bornée en valeur absolue. Comme

inf up <wu, <supup Vné€eN,

k>n k>n
la suite (uy)n>0, coincée entre deux suites tendant toutes deux vers [, tend aussi
vers 1. Si I = +oo (seule valeur d’adhérence), la suite (uy)n>0 est certainement
minorée puisque —oo ne saurait étre valeur d’adhérence; la suite (infy>, ug)n>o0
tend vers 400, et par conséquent la suite (u,),>0 aussi. On raisonne de maniere
analogue lorsque [ = —oc. (I

1.7. Des suites de nombres réels aux suites de nombres complexes

Le corps (C,+, x) des nombres complexes se présente comme un R-espace
vectoriel de dimension 2, une base étant la base {1,i} (i = /—1). La différence
majeure avec R est que 'ensemble C n’est pas naturellement ordonné. Les nombres
complexes peuvent étre repérés sous forme cartésienne

z=x+1iy, ou(z,y) <€ R?
ou trigonométrique (ou encore polaire)
z=r(cosf +isinf) =re, ot r >0, # € R (modulo 27).

DEFINITION 1.12 (suites de nombres complexes). Une suite de nombres com-
plezes'™ (2,)n>0 est une application de N dans C (2, = z(n) pour tout n € N). Si
la suite n’est définie que pour n > ng, on la note (zy,)n>n,. La donnée d'une telle
suite équivaut a la donnée simultanée de deux suites de nombres réels, a savoir les
suites (Re zn)n>0 et (Im 2y, )n>0-

Du fait que la donnée d’une suite de nombres complexes équivaut a celle de deux
suites de nombres réels (celle des parties réelles et celle des parties imaginaires),
certaines notions se trouvent immédiatement étendues du cadre réel au cadre com-
plexe. Par exemple :

DEFINITION 1.13 (convergence d’une suite de nombres complexes vers un nom-
bre complexe). Une suite de nombres complexes (z,)n>0 converge vers un nombre
compleze | si et seulement si les suites de nombres réels (Re 2z, )n>0 et (Im 2zy,)n>0
convergent respectivement vers Rel et Im!. Une suite (z,),>0 de nombres com-
plexes qui ne converge pas vers un nombre complexe [ est dite divergente.

DEFINITION 1.14 (valeur d’adhérence d’une suite de nombres complexes). Un
nombre complexe [ est dit valeur d’adhérence d’une suite de nombres complexes
(2n)n>0 si et seulement si il existe une suite extraite (z,(n))n>0 convergeant vers /.

La fonction module | | vérifie 'inégalité triangulaire :
(1.13) VzeC, VweC, |[z| - |w|| < |z 2 w| < |z] + |w]

(retenez bien les inégalités de gaucche comme de droite). Elle fournit le critere
suivant pour la convergence d’une suite de nombres complexes (zy,)n,>0 Vers une
limite [ € C.

14. Elle peut étre donnée exhaustivement (par z, = f(n)), mais on affaire le plus souvent en
informatique (comme dans le cas des suites réelles) & des suites données par p > 1 conditions
initiales zo, ..., zp—1 et une relation de récurrence & p pas : < zn4p = F(2n, Zn41, ..., Zntp—1) pour
tout n € N >.
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FIGURE 1.2. Projection stéréographique depuis le pole Nord : le
point co dans C

(1.14) Ve>0, 3IN(e)eN, (n>N(e) = (lzn—1<e).

Toutes les régles calculatoires de la Proposition 1.4 se transposent sans difficulté
du cadre réel au cadre complexe.

Concernant la convergence vers 'infini, on ne peut, puisque C n’est pas ordonné
(au contraire de R), conserver que la notion suivante.

DEFINITION 1.15 (convergence d’une suite de nombres complexes vers l'infini).
Une suite de nombres complexes (zy,),>0 est dite converger vers I'infini (noté oo) si
et seulement si la suite (|zy,|)n>0 converge vers +o00. On dit qu'une suite de nombres
complexes admet oo pour valeur d’adhérence si et seulement si elle est non bornée
en module.

Pour « visualiser > cette notion d’infini dans C, on pensera & R? ~ C comme le
plan équatorial de la sphére terrestre (de rayon normalisé & 1). Les points (u, v, w)
de cette sphere (distincts du pole Nord) sont en correspondance bijective avec les
nombres complexes via la transformation consistant a tirer depuis le pole Nord la
demi-droite passant par (u,v,w) et a prendre pour image de (u, v, w) le point (z,y)
(d’affixe z = x + iy) d’intersection de cette demi-droite avec le plan équatorial. On
appelle cette transformation > projection stéréographique depuis le pole Nord (voir
la figure 1.2). C’est le pole Nord qui peut dans ce cas étre interprété comme le point
oo de C. Cette vision de 'infini est importante en graphisme 3D.

Le théoreme de Bolzano-Weierstrafl (Théoreme 1.1) se transpose aussi dans le cadre
complexe (on raisonne sur les suites des parties réelles et des parties imaginaires,
auxquelles on applique le théoréme de Bolzano-Weierstraf}, version réelle, Théoreme
1.1).

THEOREME 1.2 (théoréme de Bolzano-Weierstral dans C). Soit (2,,)n>0 une
suite de nombres complexes bornée en module (il existe R > 0 tel que |z,| < R
pour tout n € N). L’ensemble des valeurs d’adhérence de cette suite est non vide,
et inclus dans le disque {z € C; |z| < R}. De plus, si l’ensemble {z,; n € N} est

15. Parfois utilisée en cartographie, mais, attention, elle déforme considérablement les territoires
trop proches du pole Nord, par exemple le Groenland. On lui préfére pour ces raisons la projection
de Mercator.
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infini, il eviste une suite extraite (2,(n))n>0 convergeant vers une valeur d’adhérence
I de la suite (zn)n>0, et telle que tous les u,ny, n € N, soient distincts 16,

REMARQUE 1.6. Si 'on considére co comme valeur d’adhérence possible pour
une suite de nombres complexes (zy, ), >0, on peut affirmer que I’ensemble des valeurs
d’adhérence de cette suite (considéré cette fois dans CU{o0}) est toujours non vide :
soit en effet la suite est bornée en module (et on utilise alors le théoreme 1.2), soit
elle ne l'est pas, et dans ce cas 0o est valeur d’adhérence (du fait de la définition
1.15, second volet). On a aussi I’analogue de la Proposition 1.10 : si I’ensemble
des valeurs d’adhérence (considéré dans C U {oo}) est réduit & un singleton {I}, on
I € CU {00}, alors la suite (z,),>0 converge vers [, que [ soit un nombre complexe
ou vaille co.

1.8. Suites et critére de Cauchy

Il est tres important (du point de vue pratique) d’énoncer un critére de conver-
gence pour les suites de nombres réels ou complexes qui n’utilise pas (comme c’est
le cas pour les critéres (1.6) ou (1.14)) la connaissance a priori de la limite 1. Etre
a méme de savoir < prédire » la valeur d’une limite avant que de savoir prouver
son existence n’est en effet pas en général chose facile! En guise de parade a cet
obstacle, nous introduisons ici la notion de suite de Cauchy.

DEFINITION 1.16 (suite de Cauchy!” de nombres complexes). Une suite de
nombres complexes (z,)n>0 est dite suite de Cauchy (de nombres complexes) si et
seulement si elle vérifie le critéere suivant, dit critére de Cauchy :

(1.15) Ve>0, IN=N(e) €N, (n>Netp>N) = (|2, — 2| <¢).

EXEMPLE 1.10 (toute suite convergente est de Cauchy). Toute suite (2y)n>0
convergente vers une limite [ € C est de Cauchy. Il existe en effet, si tel est le cas,
pour chaque € > 0, un entier N = N(e/2) tel que |z, — | < €/2 pour n > N (cf. le
critére (1.14)). Sin > N et p > N, on a donc (grace a (1.5))

|2n — 2p| < lon =+l —2p| <€/24+€/2=¢.

Le critere de Cauchy (1.15) est donc bien rempli si la suite (zy,),>0 converge vers
une limite finie [ € C.

EXEMPLE 1.11 (Zénon d’Elée encore). Reprenons, dans C cette fois, le paradoxe
de Zénon présenté dans ’exemple 1.5. Supposons que l'archer lance a l'instant
t = 0 sa fleche depuis la position zg et que celle ci retombe au point d’affixe z1, avec
|z1 —z0| = l1. L’archer va alors se positionner au point d’affixe z1 et relance sa fleche
depuis ce point ; celle ci retombe au point d’affixe z9, mais, fatigue oblige, on a cette
fois lo = |za— 21| < kl1, ou k €]0, 1[. L’archer relance ensuite sa fleche depuis le point
d’affixe 25 et elle retombe en un point d’affixe z3 telle que I3 = |23 — 23| < kla, etc. La
suite (zp)n>0 est de Cauchy. En effet, on a |zp41 — 2| = lnt1 < Kl = K|z — 2n—1|

16. On dit alors qu’une telle valeur d’adhérence [ est un point d’accumulation de la suite
(#n)n>0. Cette dernitre assertion se formule donc aussi sous la forme suivante : <« tout sous-
ensemble infini borné (en valeur absolue) de C admet au moins un point d’accumulation (appar-
tenant ou non a I’ensemble) >.

17. Augustin-Louis, baron Cauchy (1789-1857), analyste francais. On lui doit, avec K. Weiers-
traB, les fondements de ’analyse moderne.
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pour tout n € N*. On en déduit en utilisant (1.5) que, pour tout n € N* pour tout
pe N,
|Zn+p - Zn' < |Zn+p - zn+p71| + -+ ‘ZnJrl - Zn‘ =lp+-+ anrp

1— kP Iy Iy

<" < Hn—l .
e 1—-k
Comme la suite (k"71),>1 tend vers 0, le critere de Cauchy (1.15) est bien rempli
par la suite (2, )n>0-

<14+ rPH) =1

Le théoreme suivant répond au délicat probleme mentionné en préambule de cette
section : comment prouver qu’une suite converge sans étre a méme d’en < prédire > la
valeur de la limite ? Il suffit de prouver qu’elle est de Cauchy. En effet, on a le :

THEOREME 1.3 (critére : une suite converge si et seulement si elle est de Cau-
chy). Toute suite de Cauchy de nombres complexes est convergente vers une limite
I € C. Toute suite de Cauchy (up)n>0 de nombres réels est convergente vers une
limite | € R. Les assertions réciproques sont aussi vraies (cf. l’exemple 1.10).

DEMONSTRATION. Qui peut le plus peut le moins; on peut donc se contenter
de prouver le résultat pour les suites (z,),>0 de nombres complexes '®. Soit (2,,)n>0
une suite de Cauchy de nombres complexes. Cette suite est bornée : le critere de
Cauchy (1.15) implique en effet que

n| < , 1) VneN.
|z |_max(k21]%€(l)|zk\ lzn | + ) n

La suite (2, )n>0 admet donc (d’apres le théoreme de Bolzano-Weierstrafl, Théoreme
1.2) au moins une valeur d’adhérence [ € C. Or, cette suite ne saurait posséder deux
valeurs d’adhérence complexes distinctes I1 et [y : si tel était le cas, on aurait en
effet deux suites extraites (z,,(n))n>0 €t (2p,(n))n>0 convergeant respectivement
vers [y et ly. Mais le critere de Cauchy (1.15) impliquerait
LHm (2, (n) = Zgam)| = 0.

On aurait donc, par passage a la limite lorsque n tend vers l'infini, I; = l5. L’en-
semble des valeurs d’adhérence de la suite (2,,)n>0 se réduit donc au singleton {l}.
D’apres la remarque 1.6, la suite (2,)n>0 converge donc vers son unique valeur
d’adhérence complexe [. [

EXEMPLE 1.12 (le théoréme du point fixe dans C). L’archer du paradoxe de
Zénon (exemple 1.11) tend donc & se rapprocher au fil du temps d’un point limite
dans le plan complexe. Il s’agit 1a d’un cas particulier d’une application tres impor-
tante de la Proposition 1.3. Soit 7' : C — C une application contractant strictement
les distances, ce qui signifie qu'il existe x €]0, 1] tel que |T'(z) — T(w)| < &|z — w|
pour tout z,w dans C. L’application T laisse invariant un point / et un seul dans le
plan complexe (T'(I) =1). Ce point < fixe » sous l'action de T s’obtient comme la
limite de la suite initiée en un point 2y arbitraire de C et régie ensuite par la relation
inductive z,4+1 = T'(z,) pour tout n € N. Cette suite (z,)n>0 est en effet de Cau-
chy ; elle converge donc dans C vers une limite . Cette limite vérifie nécessairement
I =T(1) et est donc < le » point fixe sous 'action de T'. Le théoréme du point fixe,

18. On a en effet R C C. D’autre part, la convergence d’une suite de nombres réels (un)p>0
(considérée comme suite de nombres complexes) dans C vers un nombre complexe | € R équivaut
& la convergence de la suite (un)n>o vers I dans R.
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que nous venons de formuler ici en dimension 2 (dans C ~ R?) est, en dimension
plus grande, voire énorme, la pierre d’angle de puissants algorithmes : le moteur
de recherche Google, en dimension N (cet entier N figurant cette fois le nombre
de pages web répertoriées, soit une trentaine de milliards), repose par exemple sur
ce méme principe, transcrit de la dimension 2 & la dimension N (c’est la brique de
base du célebre algorithme Pagerank ', inventé & Stanford par L. Page et S. Brin
vers 1997).

19. Consultez, si vous étes curieux, la jolie présentation « piétonne > faite par Michael Eiser-
mann dans [Eis].






Chapitre 2

Fonctions continues et fonctions dérivables

Ce chapitre reprend et approfondit les notions introduites en MIS101 (voir
par exemple le Chapitre 3 de [Ymis]. La présentation des résultats se veut toute-
fois ici axée, autant que faire se peut, sur une démarche algorithmique, mon souci
étant ici de m’adresser & un public de sensibilité autant mathématique qu’infor-
matique. Le foisonnant traité de Lagrange (1797) [Lag], que je ne peux qu’inviter
a consulter (édition de 1813), montre cependant que, bien avant que l'informa-
tique ne trouve sa place, 'analyse infinitésimale était déja solidement assise des
le tout début du XIX-ieme siecle, a 'heure ou la formalisation quantifiée moderne
< Ve >0, dn, ... » n’avait pas encore été < cadrée » par A. Cauchy et K. Weiers-
trafl. Je m’inspirerai parfois dans ce cours des idées déja présentes (et autrement
plus développées) dans ce traité [Lag] (en particulier les chapitres I & V).

2.1. Préliminaires : adhérence et notion de limite

Il s’agit 1a en principe de rappels du cours de MIS101. Dans cette section, nous
introduisons la notion d’adhérence d’un sous-ensemble A de R, puis celle de limite
en ce point d'une fonction f : A — C. L’ensemble A est ici le domaine de définition
de la fonction f.

DEFINITION 2.1 (adhérence d’un sous-ensemble de R). Soit A un sous-ensemble
non vide de R. Un nombre réel a est dit adhérent a A si et seulement si il existe une
suite (2,,)n>0 de points de A convergeant vers a. L’adhérence de A sera notée ! A.

REMARQUE 2.1 (on a toujours A C A). Si A est un sous-ensemble non vide
de R, tout point a de A est adhérent & A (puisque limite de la suite stationnaire
donnée par x,, = a pour tout n € N). On a donc toujours I'inclusion A C A. Cette

inclusion par contre peut étre stricte : par exemple 0 € ]0, 1], mais 0 ¢ 10, 1] ; dans le
cas particulier ot A = A, on dit que A est fermé (voir la Définition 2.2 ci-dessous).
On note aussi que Q = R car tout nombre réel s’approche par une suite de nombres
décimaux ( cf. 'exemple 1.4), ce qui montre que le fossé entre un ensemble et son
adhérence peut étre énorme. On a d’ailleurs aussi, notons le, m = R (¢f. toujours
le méme exemple 1.4). Ni Q, ni R\ Q ne sont donc fermés !

DEFINITION 2.2 (fermés, ouverts, compacts de R). Un sous-ensemble fermé de

R est par définition un sous-ensemble A tel que A = A. Le complémentaire R \ A
d’un sous-ensemble fermé est appelé sous-ensemble ouvert. Un sous-ensemble de R
4 la fois fermé et borné est dit compact?.

1. Il convient ici d’oublier la notation utilisée au lycée pour noter le complémentaire d’un
ensemble. Le complémentaire de A dans R sera toujours noté R\ A pour éviter toute confusion
avec la notation A (qui désignera toujours d’adhérence de A).

2. 1l existe des sous-ensembles de R qui ne sont ni ouverts ni fermés (par exemple Q et R\ Q,
cf. la remarque 2.1). Les ouverts de R sont, intuitivement, de < gros > ensembles : ils ont vocation

25
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EXEMPLE 2.1 (valeurs d’adhérence d’une suite). Si (uy,),>0 désigne une suite
de nombres réels et A := {uy; k € N} désigne 'ensemble des valeurs prises par la
suite 3, toute valeur d’adhérence a € R de la suite (uy),>0 (il en existe) est un
point adhérent a I’ensemble A.

Supposons maintenant que A soit le domaine de définition d’une fonction f & valeurs
dans C.

DEFINITION 2.3 (limite d’une fonction en un point). Soit f : A — C une
fonction définie dans un sous-ensemble A de R et & valeurs dans C. Soit a € A et
[ € C. On dit que < la fonction f a pour limite | au point a >, ou encore que < f(x)
tend vers | lorsque x tend vers a >, ce que ’on note

lim f(z) =1,

T—a

si et seulement, pour toute suite (2,),>0 de points de A convergeant vers a, on a

lim f(z,) =1

n—-+oo

Ceci s’exprime sous la forme quantifiée :

Y (zn)n>0 telle que (Vn eN, z, € A),
(2.1) (Jim o, =a) = ( lim f(ra)=1).
REMARQUE 2.2. Si a est un point du domaine de définition A d’une fonction
f + A— C, dire que f a pour limite | € C au point a implique que f(a) =1 (on
utilise comme suite (z,)n>0 dans le critere (2.1) la suite (x,),>0 qui stationne a
a). 1l faut donc faire avec cette régle®. Ainsi, la fonction f : R + R définie par
flx)==-1siz e R\ Qet f(r) =1six € Qn’ade limite en aucun point de R :
aux points x € R\ Q en effet, la limite devrait valoir —1, ce qui est impossible car
tout nombre réel (en particulier irrationnel) s’approche par une suite de nombres
décimaux, donc rationnels (voir 'exemple 1.4) ; aux points z € Q, la limite devrait
valoir 1, ce qui est impossible encore car tout nombre rationnel s’approche par une
suite de nombres irrationnels (voir encore ’exemple 1.4).

Le critere (2.1), dit critére séquentiel, est certes celui que retiendra 'informaticien
qui n’a acces via la machine qu’au maniement des suites. On peut cependant for-
muler les choses de maniére non séquentielle (donc moins lourde) ainsi que nous
ont appris a le formaliser A. Cauchy et surtout K. Weierstrafl et 1’école allemande.

a s’< étaler > dans toute la place qui leur est allouée. Vous verrez plus tard que les ouverts de
R sont les unions dénombrables d’intervalles ouverts |ag, bi[ disjoints (—oco < a < by < +00).
Au contraire, les compacts de R sont les sous-ensembles en un certain sens < confinés > ou
< resserrés >. Il est important d’avoir dés maintenant cette vision heuristique de ce que sont, aux
antipodes 'une de 'autre, d’une part la famille des ouverts de R, d’autre part celle des compacts
de R.

3. Attention! Ne pas confondre cet ensemble A, ensemble des valeurs prises par la suite, avec
la suite (un)n>0 qui, elle, n’est pas un ensemble, mais une application n € N — uy,.

4. De fait, cette regle est finalement assez naturelle si I’on songe au probleme de I’< évaluation
exacte > d’une fonction en un réel donné (du point de vue informatique), voir par exemple la
remarque 2.4 plus loin.
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PROPOSITION 2.1 (critere pour la limite en un point). Soit f : A = C, a € A,
etl € C. On a le critere suivant :

lim f(z) =1 <
(2.2 r—a

Ve>0, 3n=mn(e) >0, (rcAcla—na+n]) = (If(z) 1] <e).

DEMONSTRATION. Le critére (2.2) implique que pour toute suite (z,,),>0 de
points de A tendant vers a, la suite (f(z,,))n>0 tend vers [ : en effet, pour N = N (e)
assez grand, on a |z, — a| < n(e), donc |f(x,) — | < e d’apres le critere (2.2).

On prouve la réciproque par absurde. Si le critere (2.2) est en défaut :
(2.3) de>0,Vn>0, Jz € ANja —n,a+ [ tel que |f(z) — 1] > .

Pour chaque n € N*, on trouve donc, en prenant dans (2.3) n = 1/n, un nombre
z, tel que z, €la—1/n,a+1/nl et |f(z,) —1| > €. La suite (x,),>1 converge bien
vers a, mais la suite (f(2,))n>1 ne converge pas vers [. Le critere séquentiel (2.1)
est donc en défaut aussi. (]

Nous avons aussi les notions plus précises de limite a droite et limite a gauche d’une
fonction en un point a adhérent au domaine de définition.

DEFINITION 2.4 (limites & gauche ou & droite). Soit f : A — C et a un point
adhérent au domaine de définition A de la fonction f.

— On dit que la fonction f a une limite (finie) o droite I € C si et seulement
a est adhérent & ANJa,+oo[ et si la restriction de f & ANJa,+oo[ (c’est-a-
dire la fonction qui & z € ANJa, +oo] associe f(z)) a pour limite ! lorsque
x dans vers a, mais cette fois dans ANJa, 400l

— On dit que la fonction f a une limite (finie) a gauche l € C si et seulement
a est adhérent & AN] — oo, af et si la restriction de f & AN] — oo, al (c’est-
a-~dire la fonction qui & x € AN] — 0o, af associe f(x)) a pour limite [ lorsque
x dans vers a, mais cette fois dans ANJ] — oo, al.

REMARQUE 2.3. Lorsque a est adhérent & la fois & ANJa,+oo[et & AN]—o00,a],
on peut donc dire que f : A — C a une limite (finie) en a si et seulement si f
a des limites finies & droite et a gauche en a et si ces deux limites sont égales;
de plus, si a € A, cette limite commune doit nécessairement valoir f(a) (compte-
tenu des régles imposées pour la définition de la limite d’une fonction en un point),
précaution qui évite que f ne prenne des valeurs < pathologiques > en des points
isolés.

EXEMPLE 2.2. Soit f la fonction de R dans [0, 1] qui & un nombre réel z associe
le nombre x — E(z), ou E(z) désigne la partie entiere de xz. En tout point z de
R\ Z, la fonction f admet une limite égale & f(x) (on vérifiera ce fait en utilisant
les développements décimaux). En revanche, en tout point de Z, la fonction f a
pour limite a droite I = 0 et pour limite a gauche | = 1. Ces deux limites sont
distinctes, f n’a donc pas de limite en un tel point.

2.2. Continuité d’une fonction en un point

Nous formalisons dans cette section les notions de continuité (locale ou globale)
vues heuristiquement en Terminale et en MIS101.
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DEFINITION 2.5 (continuité d’une fonction en un point). Soit A un sous en-
semble de R et f : A — C une fonction de A dans C et 29 € A. On dit que la
fonction f est continue au point xq si et seulement f admet une limite finie au point
xo, auquel cas cette limite vaut nécessairement f(zo).

Au vu de cette définition, on peut donc utiliser soit le critére séquentiel (2.1), soit le
critére (2.2), pour tester la continuité d’une fonction en un point o de son domaine
de définition A. Il convient chaque fois de prendre lorsque I’on souhaite utiliser I'un
ou lautre de ces criteres a = xg et | = f(x0).

REMARQUE 2.4 (Attention! Il faut s’étre bien entendu sur le domaine de
définition A de f des le départ). La fonction f définie par exemple sur [v/2,2]
par f(v2) = 1 et f(z) = exp(—1/(z — v/2)) si x €]v/2,2] nest pas continue en
zo = v/2 (qui est bien dans le domaine de définition de f tel qu'on se I'est donné).
En effet la fonction g : z €]v/2,2] — exp(—1/(z — v/2)) admet bien une limite au
point v/2 € ]v/2,2], mais cette limite vaut [ = 0 # 1. Si 'on souhaite < prolon-
ger > la fonction g :]v/2,2] — R en une fonction f : [v/2,2] — R qui soit cette
fois continue au point zo = /2, on n’a pas d’autre choix que de poser f(\/§) =0.
Cette nouvelle fonction f a beaucoup plus de sens que la fonction initiale f (pour
laquelle la valeur 1 en 2o = /2 était manifestement < pathologique® =). On dit que
f réalise un prolongement par continuité a [v/2, 2] de la restriction de f & ]v/2,2].

2.3. Continuité d’une fonction sur intervalle de R

2.3.1. Les divers types d’intervalles de R.

DEFINITION 2.6 (intervalle de R). On appelle intervalle de R tout sous-ensemble
non vide I de R tel que

(2.4) Ve,yel, (z<y) = ([z,y] CI).

On dit aussi que les intervalles de R sont les sous-ensembles convexes de R car la
condition (2.4) correspond a la condition géométrique de convezité.

On distingue deux classes d’intervalles I de R : celle des intervalles bornés et celle
des intervalles non bornés.

Il y a dans R quatre types d’intervalles bornés :

— les segments [a,b], ou a < b, (aussi appelés intervalles fermés bornés [a, b],
ou encore pavés), contenant & la fois leur borne inférieure a et leur borne
supérieure b;

— les intervalles bornés semi-ouverts a gauche |a, b], contenant leur borne supé-
rieure b, mais pas leur borne inférieure a ;

— les intervalles bornés semi-ouverts a droite [a, b, contenant leur borne infé-
rieure a, mais pas leur borne supérieure b;

— les intervalles bornés ouverts |a, b[, ne contenant ni leur borne inférieure a,
ni leur borne supérieure b.

Il y a dans R cing types d’intervalles non bornés :

5. Il faut avoir en téte que, du point de vue informatique, assigner une valeur & un nombre
réel xo fixé (qui a le malheur de ne pas étre une fraction p/q, par exemple zg = \/5) s’avere une
opération matériellement impossible car aucune machine ne permet d’accéder au nombre xg par
le biais de son DDI (illimité).
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FIGURE 2.1. Discontinuités de premiere et seconde espece

— les intervalles non bornés, minorés, ouverts Ja,+oo[, a € R (borne inférieure

a excluse) ;

— les intervalles non bornés, minorés, fermés [a, +o0o[, a € R (borne inférieure
a incluse) ;

— les intervalles non bornés, majorés, ouverts |—oo, b, b € R (borne supérieure
b excluse) ;

— les intervalles non bornés, magjorés, fermés|—oo,b], b € R (borne supérieure
b incluse) ;

— Ulintervalle ouvert R =] — oo, ool.

Si I est un intervalle de R non réduit a un seul point, on appelle intérieur de I
I'intervalle ouvert (borné ou non borné) obtenu en retirant a I ses bornes inférieure
et supérieure (lorsqu’elles existent).

2.3.2. Continuité sur un intervalle; points de discontinuité. Si A est
un sous-ensemble de R et f : A — C une fonction de A dans C (donc de domaine
de définition contenant A), on dit que f est continue sur A si et seulement si f
est continue en tout point de A. Ceci s’applique en particulier au cas ou A est un
intervalle I de R (de tout type).

DEFINITION 2.7 (continuité d’une fonction sur un intervalle). Soit I un inter-
valle de R et f : I — C une fonction définie® sur I et & valeurs dans C. On dit que
f est continue sur I si et seulement si f est continue en tout point de I.

Le fait qu'une fonction f ne soit pas continue sur un intervalle I non réduit a un
point signifie 'une ou l'autre des deux choses suivantes :
— ou bien la fonction f n’est pas continue en I'une des bornes (éventuelles) de
I appartenant a I ;
— ou bien il existe un point xg de 'intérieur de I en lequel f n’est pas continue :
on dit alors que f présente une discontinuité en un point intérieur a I. Si f
admet malgré tout des limites finies (mais distinctes) & gauche et a droite en
ce point, on dit que f présente en xgy une discontinuité de premiére espéce
(voir la figure 2.1, figure de gauche); dans le cas contraire, on dit que f
présente en xg une discontinuité de seconde espéce.

6. Si le domaine de définition de f s’avere de fait strictement plus grand que I, ce qui se passe
hors de I est ignoré ici. Le domaine d’étude de la fonction se restreint a 1.
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EXEMPLE 2.3 (un exemple de discontinuité de seconde espece). La fonction f
définie sur [—1, 1] par

[sin(1/]z]) sixe[-1,1]\ {0}
J@) = {OSix:O

présente une discontinuité de seconde espece au point z = 0 (cf. le graphe représenté
sur la figure 2.1, figure de droite, voir aussi I’exemple 1.7). Tous les nombres [ de
[—1,1] sont en effet ici limites potentielles de suites (f(zyn))n>0 , O (Zp)n>0 est
une certaine suite tendant vers 0 par valeurs inférieures ou par valeurs supérieures
(la fonction f est paire). Ceci explique le graphe < noirci » sur un intervalle | — ¢, €]
autour de 0.

2.3.3. Discontinuités des fonctions monotones. Les fonctions a valeurs
réelles monotones (croissantes ou décroissantes) sur un intervalle I de R jouent
un role important. Leurs discontinuités sont en effet < gérables >, car toujours de
premiere espece, quand bien méme ces fonctions ne sont évidemment pas en général
continues. Rappelons que f : I — R est monotone croissante sur un intervalle I si
et seulement si

Va,yel, (x<y) = (f(z) < f(y))
et monotone décroissante sur I si et seulement si

Va,yel, (x<y) = (f(z) > f(y)).
Lorsque I'on peut préciser ces conditions en remplagant partout les inégalités larges

< ou > par des inégalités strictes < ou >, on dit que f est strictement monotone
sur I : strictement croissante ou strictement décroissante.

PROPOSITION 2.2 (fonctions monotones réelles sur un intervalle). Soit f une
fonction monotone (croissante ou décroissante) sur un intervalle I. Tous les points
de discontinuité éventuels de f dans lintérieur de I sont de premiéere espéce. De
plus, si I est un segment [a,b] avec a < b, l’ensemble des points de discontinuité
(tous de premiere espéce) de f dans ]a, b est un ensemble fini ou dénombrable.

DEMONSTRATION. Pour fixer les idées, on suppose f croissante sur I, i.e

Ve,yel, (z<y) = (f(z) < f(y)).
Soit « un point intérieur & I. Si (zn)n>0 est une suite de points de I N] — oo, z]
convergeant vers x, cette suite est minorée et la suite (infy>, % )n>0 est une suite
croissante convergeant aussi vers z. Du fait que f est croissante, la suite (f(z,,))n>0
est minorée (au dela d'un seuil Ny) par la suite (f(infy>, zk))n> Ny, qui, elle, est une
une suite croissante convergeant vers f(x_) := sup{f(§); £ € IN]—o0,x[}; comme
la suite (f(zn))n>0 est aussi majorée par f(x_), elle converge vers ce nombre.

Si (zy)n>0 est une suite de points de I N]xz,+oo[ convergeant vers x, cette suite
est majorée et la suite (Supys,, Tx)n>0 €st une suite décroissante convergeant aussi
vers x. Du fait que f est croissante, la suite (f(z,))n>0 est majorée (au dela d'un
seuil No) par la suite (f(supg>, Tk))n>n,, qui, elle, est une une suite décroissante
convergeant vers f(z) := inf{f(£); & € IN]x,+oo[}; comme la suite (f(2n))n>0
est aussi minorée par f(x, ), elle converge vers ce nombre.

Les limites a gauche et a droite en x existent donc bien et valent respectivement

f(z-) = sup{f(£); £ € IN] — o0, z[} et fzy) := nf{f(§); { € IN]z,+ool}. Le

point x est un point de discontinuité de premiere espece.
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Si f est croissante sur [a,b], appelons, pour chaque discontinuité (forcément de
premiere espece) x de f dans ]a, b|, la quantité

|f(zy) = f(z-)] = floy) = f(x-) >0

saut de discontinuité s(f,x) de f au point x. Soit n € N*. Si 1, ..., z, sont p points
de ]a, b[ en lesquels le saut de discontinuité de f dépasse 1/n, on a, du fait de la
croissance de f :

Fb) = f(a) = Y s(foxy) = T,
j=1
donc p < n(f(b) — f(a). Il 0’y a donc au plus que E(n(f(b) — f(a))) (c’est-a dire
en tout cas au plus un nombre fini) de points de discontinuité de f en lesquels le
saut de discontinuité est au moins égal & 1/n. Ceci étant vrai pour tout n € N*,
il n’y a bien qu’un ensemble au plus dénombrable de points de discontinuité pour
la fonction croissante f sur ]a,b[. Le méme raisonnement s’applique lorsque f est
décroissante sur le segment [a, b]. O

2.3.4. Algorithme de dichotomie et théoréme des valeurs intermé-
diaires. Si f est une fonction continue sur un intervalle I de R, a valeurs réelles,
vous avez observé heuristiquement au lycée qu’il est possible de tracer son graphe
d’un seul trait de plume, sans avoir a relever le stylo. Il en est par conséquent de
méme pour le tracé de la trajectoire

telr— z(t)+iy(t) = 2(t) € C,

lorsque t € I — x(t) et t € I — y(t) sont deux fonctions continues sur I. C’est sous
cette forme que vous avez formulé en Terminale, puis en MIS101, le trés important
Théoréme des Valeurs Intermédiaires (TVI). On pourrait le décliner suivant bien
d’autres formulations, par exemple : si I’'on souhaite se rendre par voie terrestre de
Paris a Berlin, d’'un point du territoire francais en un point du territoire allemand,
en ne traversant qu’au plus une frontiere, il faudra inévitablement franchir un jour
ou l'autre un poste frontiere franco-allemand.

Voici ’énoncé du théoreme :

THEOREME 2.1 (Théoréme des Valeurs Intermédiaires). Soit I un intervalle de
R (non réduit a un point) et f : I — R une fonction continue sur I. Alors, si
a < b sont deux points quelconques distincts de I, le segment d’extrémités f(a) et
f(b) reste entierement dans f(I).

Mieux : pour tout nombre réel ¢ (sl en existe) tel que l'on ait

(2.5) (f(a) = c)(f(b) —¢) <O

(ce qui signifie que ¢ est dans Uintervalle ouvert d’extrémités f(a) et f(b) si toutefois
cet intervalle est non vide, i.e. si f(a) # f(b)), il existe au moins une solution
¢ €la, b de léquation f(§) —c=0.

Un théoréeme mathématique ne présente qu’un intérét fort limité s’il ne se double pas
d’une preuve < algorithmique ». Ce qui fait la force de certains grands résultats en
mathématiques est que leur preuve se fonde sur une démarche algorithmique. C’est
précisément le cas pour le TVI, dont la preuve repose sur le célebre (élémentaire,
mais puissant) algorithme de dichotomie. Le théoréme du point fixe (cf. 'exemple
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1.12 dans C) fournit un autre exemple de tel théoréeme mathématique (< il existe
un unique point fixe ») assorti d’une preuve algorithmique.

DEMONSTRATION. On peut supposer que f(a) et f(b) sont différents ; sinon en
effet le segment joignant f(a) et f(b) se réduirait au singleton {f(a)} C f(I) et la
conclusion ” du TVI serait dans ce cas assurée. Soit donc un nombre ¢ (il en existe
bien) a lintérieur du segment d’extrémités f(a) et f(b). On introduit ensuite la
fonction F' = F, : I — R définie par F(x) := f(x) — ¢ pour tout = € I. On a par
hypotheses F(a)F(b) < 0 puisque ¢ se trouve strictement entre f(a) et f(b). Voici
le synopsis de l'algorithme que ’on lance, initié en a et b, itéré ici IV fois.

function x=dichot(a,b,N);

x1= a ;
x2= b;
for i=1:N

y=(x1+x2)/2;
u=F (x1) *F (y) ;
if u <=0
x1=x1;
x2=y;
else
xl=y;
X2=X2;
end
end
xX=x2

Expliquons les premiéres itérations. On calcule la valeur de F au milieu y = (a+b)/2
du segment [a,b], puis on calcule ensuite F(a)F(y). On a l'alternative (if
else) suivante.

— Si ce nombre F(a)F(y) est négatif ou nul®, alors on recommence 1'opération
avec a et y en place de a et b car on pense qu’il est plus judicieux de chercher
€ entre a et y qu’entre y et b, puisque ce sont F'(a) et F'(y) qui sont de signes
opposés (alors que F(y) et F(b) sont, eux, de méme signe).

— Si ce nombre F(a)F(y) est strictement positif, alors on recommence 'opéra-
tion avec y et b en place de a et b car on pense qu’il est plus judicieux de
chercher £ entre y et b qu’entre a et y, puisque ce sont cette fois F'(y) et
F(b) qui sont de signes opposés (alors que F'(a) et F'(y) sont, eux, de méme
signe).

On poursuit de la sorte (IV fois). On dispose ainsi d'une suite de segments emboités :
[a, b], [a,y] ou [y, b], etc. Le diametre de ces segments tend vers 0 puisque la longueur
du p-iéme segment vaut (b — a)/2P. D’apres la propriété des segments emboités
(Proposition 1.5), l'intersection de tous ces segments emboités successifs [ay, by],

7. La premiére assertion, puisque dans ce cas la seconde assertion est vide de sens, vu qu’il ne
saurait exister si f(a) = f(b) de c tel que I'on puisse avoir (2.5).

8. Le trouver nul tiendrait en fait du miracle du point de vue informatique, car il y a toujours
une imprécision numérique due a l’erreur machine. Mais, si ce miracle se produisait, on aurait
gagné car y = (a+0b)/2 vérifierait alors F(y) = 0, i.e. f(y) = c. Inutile dans ce cas de faire tourner
l'algorithme plus longtemps.
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p > 0, contient un unique point £. Ce point £ est, notons le, la limite de la suite
(zn)n>1 de nombres fournie par I'algorithme lorsque le nombre d’itérations N tend
vers +o00. Les signes de F' aux extrémités a, et b, du p-ieme segment sont opposés
par construction. Quitte & permuter a, et b,, on peut supposer que F (ap) >0
et F(b,) < 0 pour tout p € N. Or les suites (ap)p>0 et (bp)p>0 convergent toutes
deux vers ¢ (puisque &, ap, b, sont dans le méme segment d’extrémités a, et b, de
longueur (b — a)/2P). Comme F est (comme f) continue en &, on a

F© = lim_Floy) = tim_F(o,)(2 ) =0

On a bien trouvé £ €]a, b] tel que f(§) = ¢. On a méme réalisé, cerise sur le gateau,
une approche asymptotique de ¢ comme limite d’une suite construite algorithmi-
quement. La preuve du TVI se double donc bien d'une démarche algorithmique
tout-a-fait constructive. O

COROLLAIRE 2.1. Si f : I — R est une application continue sur un intervalle
I de R, lVimage f(I) est aussi un intervalle.

DEMONSTRATION. Si u et v sont deux points de f(I) et que x et y sont des
antécédents respectifs de u et v (u = f(x), v = f(y)), le segment d’extrémités
f(z) =u et f(y) = v est, d’apres le TVI, inclus dans f(I). L’image f(I) est donc
bien un intervalle de R. O

EXEMPLE 2.4 (monotonie et continuité). Soit I un intervalle ouvert de R et
f I — R une fonction monotone sur I. La fonction f est continue si et seulement
st U'image f(I) est un intervalle. En effet, si f est continue, f(I) est un intervalle
(d’apres le corollaire 2.1). D’autre part, la présence d’une discontinuité (automa-
tiquement de premiere espéce d’aprés la Proposition 2.2) pour f en un point x
de I implique que 'intervalle ouvert d’extrémités f(z_), f(z4) ne contient aucun
point de f(I); or cet intervalle ouvert est contenu dans tout segment d’extrémités
f(@') et f(x"),oua’ € IN]—o0,z[ et 2" € IN]x,+oo[; f(I) n’est donc jamais un
intervalle lorsque la fonction monotone f n’est pas continue.

EXEMPLE 2.5 (point fixe d’une fonction continue d’un segment dans lui-méme).
Sif :]0,1] — [0,1] est une fonction continue, il existe toujours au moins un point
¢ € ]0,1] invariant sous l'action de f, i.e. tel que f(§) = £. En effet, regardons la
fonction continue z € [0,1] — F(x) = f(z) —«. On a F(0) = f(0) € [0,1], donc
F(0) > 0. D’autre part F(1) = f(1) — 1 < 0 puisque f(1) € [0, 1]. Deux cas sont &
envisager :

— si F(0)F(1) = 0, alors soit F'(0) = 0, auquel cas & = 0 convient, soit

F(1) =0, auquel cas £ = 1 convient ;
— si F(0)F (1) # 0, on a nécessairement F(0)F (1) < 0; 0 est alors strictement
entre F(0) et F'(1) et le TVI assure qu'il existe alors £ €]0, 1] tel que F(§) =
0, i.e. f(&§) =¢.
Quelque soit donc le cas envisagé, on a bien exhibé un réel ¢ invariant sous ’action
de f.

2.3.5. Extréma d’une fonction continue réelle sur un segment |[a,b|.
Lorsque I est un segment [a, b], le Corollaire 2.1 du TVI peut étre précisé ainsi :

THEOREME 2.2 (réalisation des extréma pour une fonction continue réelle sur
un segment). Soit [a,b] un segment de R et f : [a,b] — R une fonction continue
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sur ce segment. La fonction f est majorée et minorée sur [a,b]. De plus, si l’on pose
=inf{f(x); z € [a,b]} et M :=sup{f(z); z € [a,b]}, on a f([a,b]) = [m, M].

DEMONSTRATION. Montrons d’abord que ’ensemble

B:={f(z); z € [a,0]}
est un sous-ensemble de R a la fois majoré et minoré, c’est-a-dire un sous-ensemble
de R borné en valeur absolue. On prouve ceci par ’absurde. Si ce n’était pas le
cas, on pourrait, pour chaque entier n € N, trouver un point x,, € [a,b] tel que
|f(zn)| > n. D’apres le théoreme de Bolzano-Weierstra$ dans R (Théoreme 1.1),
la suite (bornée en valeur absolue car constituée de nombres tous « piégés > dans
[a,b]) (zy,)n>0 admettrait au moins une valeur d’adhérence [ € R. Il existerait donc
une suite extraire (z,(,))n>0 de cette suite convergeant vers I. Le point [ serait
donc un point adhérent & [a, b] ; comme [a, b] est fermé, on aurait [ € [a, b]. Comme
la fonction f est continue en [, on devrait avoir

lim f(zym)) = f() € R,

n—-+oo

Or, par construction méme de la suite (z,,)n>0, 00 a
|f(@pm)] = @(n) >n VneN.

La suite (|f(2yn))|)n>0 ne saurait a la fois tendre vers || € R et vers 4+-o0. L’hy-
pothese faite était donc absurde et 'ensemble B est donc a la fois minoré et majoré.
Il admet donc une borne inférieure m et une borne supérieure M.

Pour tout n € N*, M — 1/n n’est plus un majorant de B, m + 1/n n’est plus un
minorant de B (du fait des définitions de M et m respectivement comme plus petit
majorant de B et plus grand minorant de B). Il existe donc, pour tout n € N*
deux nombres z,, et y, dans [a,d] tels que

1 1
(2.6) M—E<f(xn)§M et mgf(yn)<m—|—ﬁ Vn € N*.

D’apres le théoreme de Bolzano-Weierstra3 réel (Théoreme 1.1 encore) on peut
extraire des sous-suites (l’@(n))n>1 et (Yy(n))n>1 Tespectivement convergentes vers

des nombres & et 1 de [a,b] = [a,b]. Comme f est continue en & et 7, on a

[a,
(2.7) i f(og) = £©) et lm frym) = ).
Mais l'on a aussi, d’apres (2.6) et le principe des < gendarmes > :
(2.8) Jim f(zemy) =M et lHm  flzym)=m

On a donc, grace a (2.7) et (2.8), M = f(§) et m = f(n). On avait déja I'inclusion
f([a,b]) C [m, M] puisque m et M sont les bornes de B. Le fait que l'on ait égalité
entre ces deux ensembles f([a, b]) et [m, M| résulte maintenant du TVI (Théoréme
2.1 avec les points £ et ) en place de x et y). (I

DEFINITION 2.8 (extréma d’une fonction réelle continue sur un segment). Soit
f :]a,b] = R une fonction continue sur un segment de R. On dit que f admet (ou
réalise) un extrémum en un point £ € [a,b] si f(§) € {m, M}, oi M := supy, ;) f
et m 1= sup, 4 f. Si f(&) = M, alors on dit que f réalise un mazimum au point
¢ (M étant alors la valeur de ce mazimum); si f(€§) = m, on dit que f réalise un
minimum au point £ (m étant alors la valeur de ce minimum).
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REMARQUE 2.5. Si f : [a,b] — R est bornée en valeur absolue, mais non
continue sur [a,b], il n’y a aucune raison que les bornes M := Suppgp f et m =
inf, 3) f soient atteintes en des points de [a,b]. Par exemple, si f :[0,1] — R est

définie par
1-22 Vzelol]
J(@) = {Osix:06tx:1,

ona M =1et m= —1, mais aucune de ces deux bornes n’est atteinte sur [0, 1] par
la fonction f.

REMARQUE 2.6 (fonctions continues sur un segment de R, & valeurs complexes).
Toute fonction f : [a,b] — C continue sur un segment [a,b] de R est bornée en
module sur ce segment. De plus, 'ensemble des points £ € [a, )] tels que l'on ait
|£(§)] = supp,y | f| est non vide (il suffit de raisonner avec la fonction continue
positive & — |f(z)] et d’appliquer & cette fonction le Théoreme 2.2). Si de plus f
ne s’annule pas sur [a, b], on a miny, y | f| > 0 et 'ensemble des points 7 € [a, b] tels
que |f(n)| = ming, 4 |f| est non vide.

2.3.6. Continuité, injectivité et monotonie. On rappelle quune applica-
tion f : A — R est injective si et seulement si

Ve e A Vye A (flz)=[f(y) = (z=y).
Le TVI (Théoreme 2.1) implique le résultat suivant.

PROPOSITION 2.3 (continuité et injectivité). Si I est un intervalle de R (non
réduit a un point), toute fonction f : I — R qui est a la fois continue sur I et
injective est nécessairement strictement monotone (strictement croissante ou stric-
tement décroissante) et réalise donc une application bijective entre I et lintervalle
f(I) ; la fonction inverse® f= : f(I) — I est alors également continue sur f(I).

DEMONSTRATION. Soient a < b deux points distincts de I. Comme f est in-
jective, on a soit f(a) < f(b), soit f(a) > f(b). Supposons pour fixer les idées que
I'on soit dans le premier cas et montrons alors que f est nécessairement stricte-
ment croissante sur [a,b]. Si ce n’était pas le cas, il existerait x et y dans [a, ]
tels que a <z <y < bet f(z) > f(y). Si f(z) < f(a), la fonction f — f(a),
continue sur [z,b], serait strictement négative en z et strictement positive en b;
elle devrait d’aprés le TVI s’annuler en un point & €]z,b[, ce qui est impos-
sible puisque le fait que f(a) = f(§) et que £ # a contredirait Uinjectivité de
f; on a donc nécessairement f(x) > f(a). Si f(y) > f(b), la fonction f — f(b),
continue sur [a,y], serait strictement négative en a et strictement positive en y;
elle devrait d’apres le TVI s’annuler en un point 7 €]a, y[, ce qui est impossible
puisque le fait que f(b) = f(n) et que n # b contredirait U'injectivité de f; on
a donc nécessairement f(y) < f(b). On aurait donc f(x) > f(a), f(y) < f(b) et
f(z) > f(y). Les segments [f(a), f(x)] et [f(y), f(b)] auraient donc une intersection
non vide, contenant un nombre réel u. D’apres le TVI, il existerait v € [a,z] et
w € [y,b] tels que f(v) = f(w) = u, ce qui contredirait encore l'injectivité de f
puisque a < v <z <y < w < b. La fonction f est donc strictement croissante sur
le segment [a,b]. Ainsi, la fonction f est strictement monotone sur tout segment
[a,b] inclus dans I. Le sens de stricte monotonie (croissance ou décroissance) est le

9. Définie par : ((z € I) et (f(z)) = y)) < ((y € f)) et (x = f~(y))), ¢f. le cours de
MIS101 [Ymis].
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méme sur deux segments [a,b] et [a’, '] inclus 'un dans l'autre. En conséquence f
est strictement monotone (strictement croissante ou décroissante) sur tout U'inter-
valle I.

L’application f~! est aussi strictement monotone sur f(I) puisque Passertion (ici
dans le cas de stricte croissance)

Vaz,yel, (z<y) <= (f(z) < f(y))
se lit aussi
Vu,o € f(I), (f ') < f'(v) <= (u<v).

On en déduit (cf. exemple 2.4) que f~! est continue sur 'intérieur de l'intervalle
f(I) puisque I'image par f~! de cet intervalle ouvert est I'intérieur de I (qui est aussi
un intervalle). La fonction f~! est aussi continue aux bornes de f(I) appartenant
a f(I) : une telle borne est en effet 'image par f d’une borne a de I appartenant
a I. Dire qu’une suite de points (z,,)n>0 de I converge de maniére monotone vers
a équivaut alors a dire que la suite (f(xy,))n>0 converge de maniére monotone vers
f(a) d’aprés la stricte monotonie de f et le lemme des gendarmes. La fonction f~!
est donc bien continue en tout point de I'intervalle complet f(I). O

REMARQUE 2.7 (Attention ! surtout ne pas confondre les notions de < bijection
entre deux intervalles > et de < fonction continue d’un intervalle dans un autre ).
La formulation du TVI en Terminale incite certes parfois a une confusion entre les
deux notions de nature tout-a-fait différentes que sont la notion de < bijection entre
deux intervalles > d’une part (notion ensembliste) et celle de < fonction continue
d’un intervalle sur son image » d’autre part (notion plus proprement <« fonction-
nelle »). Une fonction continue sur un intervalle de R ne réalise en général en aucune
maniére une bijection entre I et son image f(I) (elle est surjective bien sir, mais
en général non injective) : si tel est le cas, f se doit d’étre strictement monotone
(¢f. 1a Proposition 2.3). Ceci ne se produit donc que dans le cas trés particulier des
fonctions strictement monotones.

REMARQUE 2.8 (Attention ! encore un autre piege). On a aussi parfois tendance
a penser 10 que, si f : I — R est une fonction définie sur un intervalle de R, alors le
fait que f(I) soit un intervalle (i.e. que f satisfasse au TVI) implique la continuité
de f. Ici encore, il n’en est rien (ce n’est vrai, encore une fois, que si f est monotone,
¢f. Pexemple 2.4). Par exemple, la fonction f définie sur [—1, 1] par

f(0)=0 et f(z)=sin(1/|z]) siz € [-1,1]\ {0}

(voir le graphe sur la figure 2.1, figure de droite) est bien telle que f(I) = [—1,1]
soit un intervalle, mais elle présente pourtant une discontinuité (de seconde espece)
en x = 0. Vous verrez méme plus tard que si f : I — R est une fonction dérivable
sur un intervalle ouvert I de R, la fonction dérivée f’ : I — R vérifie toujours le
TVI, qu’elle soit continue ou non (c’est un célebre résultat du a Gaston Darboux,
voir ’exercice A.65 dans ’annexe A).

10. C’est d’ailleurs sans doute la I'une des raisons de la confusion mentionnée plus haut dans
la Remarque 2.7.
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2.3.7. Continuité uniforme et théoréme de Heine. Si A C R et f est
une fonction de A dans C, dire que f est continue sur A équivaut a dire, on I'a
vu au tout début de la section 2.3.2, que f est continue en tout point de A. Ceci
s’exprime, en utilisant le critere (2.2) :

Yae A, Ve>0, In=n(a,e) >0, tel que
(zeAet|v—al <n) = (If(z) - f(a)| <e).

L’ordre des quantificateurs logiques est ici tres important a respecter. On peut
toutefois naturellement se demander s’il est possible de permuter dans (2.9) les
quantificateurs Va € A et In = n(a, €) > 0, ce qui donnerait

(2.9)

Ve >0, In =n(e) tel que

(2.10) VaeA, (zeAet|r—al <n) = (f(x) — fla)] <e).

On voit immédiamment que 1’assertion (2.10) implique assertion (2.9). Mais ces
deux assertions ne sont pas en général équivalentes : considérons par exemple le cas
ot A=Ret f(z) = 22 Pour tout n € N*, posons #, =n + 1/n et a,, =n. On a
|Ty, — an| = 1/n et |f(zn) — flan)|] = (n+1/n)? —n? = 2+ 1/n? > 2. Ceci met
en défaut le critere (2.10), alors que le critere (2.9) est rempli puisque la fonction
x + x? est continue sur R. Le critere (2.10) est donc plus fort que le critere (2.9).
Ceci nous conduit a la définition suivante :

DEFINITION 2.9 (continuité uniforme d’une fonction sur un sous-ensemble de
R). Soit A un sous-ensemble de R et f : A — C une fonction continue sur A. On
dit que f est uniformément continue sur A si et seulement si f satisfait au critere
(2.10), autrement dit, en utilisant les notations plus symétriques z,y plutot que
a,x,
(2.11)
Ve>0, In=mn(e) >0tel que Va,y € A, (lz—y| <n) = (If(z) — f(y)| <e).

EXEMPLE 2.6 (module de continuité uniforme pour une fonction de A dans C).
Sl existe 0 < ¢p < 400 et une fonction w : [0, eg[— [0, +00[, nulle en 0 et continue
en ce point, telle que de plus

(2.12) Vee AVye A, (lv—yl<e) = (If(=)— fly)| Sw(z—yl),

alors f est uniformément continue sur A. Une telle fonction w est dite module de
continuité uniforme pour f sur A. Par exemple, toute fonction f : A — C telle
qu’il existe des constantes 0 < ¢g < 400, C > 0 et a > 0 de maniere a ce que

Vee A Vye A, (lz—yl <e) = (If(@) - f(y)| < Clz—y|*)

est uniformément continue sur A. Le module de continuité uniforme & choisir dans
ce cas est la fonction h € [0, o[~ Ch*. La fonction x +— sinz est uniformément
continue sur R puisque

sin(x + h) —sinz = 2sin(h/2) cos(z + h/2) Vr eR, Vh e R,
et que par conséquent
|sin(z + h) — sinz| < 2|sin(h/2)| < |hl.

puisque |sinu| < |u| pour tout v € R. La fonction h € [0, +oco[— h est dans ce cas
un module de continuité uniforme pour la fonction sin sur R.
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Dans le cas particulier ot A est un sous-ensemble fermé et borné (i.e. compact)
de R (par exemple un segment [a,b]), continuité et continuité uniforme sont deux
notions équivalentes pour une fonction f : A — C. On a en effet le théoreme
suivant, du & 'analyste allemand Eduard Heine (1821-1881).

THEOREME 2.3 (théoréme de Heine). Si A est un sous-ensemble fermé et borné
(i.e. compact) de R (par exemple un segment [a,b]), toute fonction f : A — C
continue sur A est automatiquement uniformément continue sur ce méme ensemble.

DEMONSTRATION. Supposons que f soit continue sur A et nions le fait qu’elle
soit uniformément continue sur cet ensemble. La négation de lassertion (2.11)
s’écrit :

Je>0, V>0, Ja,y € A tels que (Jlz —y| <n) et (|f(z) = f(y)] > ¢€).
On utilise ici le fait que :
ﬁ[Ve>O7E|17>O,V;U€A, Vy € A, [(P):>(Q)]]
¢¢Fk>avn>aaxemayeA[uaA@Qﬂ

(voir le cours de MIS101, ¢f. [Ymis], section 1.2). Pour tout n € N*, on peut
donc trouver des nombres x,,y, dans A, tels que lon ait |z, — y,| < 1/n et
|f(zn) — f(yn)| > €. La suite (zy, +iyn)n>1 admet, comme suite bornée de nombres
complexes, une valeur d’adhérence [ = I +ily € C (d’apres le théoreme de Bolzano-
Weierstrafl, Théoreme 1.2). Il existe donc des suites extraites (2, (n))n>1 €t (Yp(n))n>1
(respectivement des suites (z,,)n>1 €t (yn)n>1), convergeant toutes deux dans R, la
premiere vers [ = Rel, la seconde vers I = Im . Les nombres réels [; et l5 sont donc
dans A, donc dans A puisque A est fermé (A = A). Comme | (n) — Yp(n)| < 1/¢(n)
pour tout n € N*, on a l; =[5 en faisant tendre n vers +00 et en passant a la limite.
Mais alors, on devrait avoir

nli)rfoo f(xcp(n)) = ngr_}_loo f(y<p(n)) = f(lh) = f(l2)
puisque f est par hypotheses continue en tout point de A, donc en particulier en
Iy = l5. Ceci est contradictoire avec le fait que

1f @) = fWom))| =€ YneN

(le membre de gauche devrait tendre vers 0 lorsque n tend vers l'infini). L’hypothese
faite ici (non continuité uniforme de f sur A) conduit donc & une contradiction avec
I’hypothese de continuité portant sur f en tout point de A, et le théoreme de Heine
est ainsi prouvé par ’absurde. [

REMARQUE 2.9. Le théoreme de Heine a un role clef en analyse. Vous le retrou-
verez trés souvent par la suite (voir les exercices de TD). Son réle trés important
aussi en informatique est moins évident a percevoir : on se convainc cependant fa-
cilement qu’il est difficile, voire impossible, pour un informaticien de vérifier une
assertion logique commencant par < Va € A, ... >, alors que rechercher un module
de continuité uniforme w : [0, €g[— [0, 0o de maniere & ce que soit satisfaite (2.12)
semble a premiere vue plus envisageable du point de vue pratique.
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2.4. Dérivabilité

Si f est une fonction a valeurs réelles ou complexes définie dans un intervalle
ouvert I C R contenant un point xy, il est tres important du point de vue pratique
de pouvoir < approcher > le graphe de la fonction f preés de zy par celui d’une
application affine L¢ 5, que I'on qualifiera alors d’« approximante ». Ceci permettra
par exemple de calculer de maniere approchée f(xg =+ th) lorsque ¢ € [0, 1] et que
h sera suffisamment petit (pourvu que cette application affine Ly ., approximante
soit connue), par exemple par

flroxth) ~ Ly (xo £th) = tLfzo(xo £ h)+ (1 —1t)Lya,(x0)
(I—t)f(xo £ h)+tf(xg) Vte][0,1].
C’est sur la base de ce principe (dit < interpolation ») que sont construites les

tables de fonctions numériques. Ceci n’est bien sir pas toujours possible, méme si
la fonction f est continue : par exemple, la fonction définie sur R par

. xsin(l/|xz]) siz#0
0 siz=0

12

(2.13)

(cf. la figure 2.1, figure de droite) est continue en 0, mais de plus en plus rapidement
oscillante lorsque x se rapproche de 0. Le graphe de cette fonction ne saurait étre
approché par celui d’une application affine Lo pres de = 0, car on est incapable
de préciser quelle serait une < pente > pour le graphe de pareille application affine.
C’est donc une notion de régularité que nous allons introduire dans cette section,
notion qui va nous permettre d’éviter de considérer des fonctions aussi pathologiques
que celle définie en (2.13).

2.4.1. Dérivabilité (ou différentiabilité) en un point z, € R.

DEFINITION 2.10 (dérivabilité d’une fonction f en un point et nombre dérivé
de la fonction en ce point). Soit f une fonction a valeurs complexes définie dans un
intervalle ouvert I de R contenant un nombre réel . On dit que f est dérivable
au point xg si et seulement si la fonction

f(z) — f(xo)

r — X

xel\{xo}r— eC

(définie dans I'\{zo}) admet une limite finie [ € C au point z (qui est bien adhérent
4 son domaine de définition). Cette limite, si elle existe, est appelée nombre dérivé'!
de f au point z( et notée f'(zg).

Nous allons formuler différemment cette définition 2.10. Rappelons d’abord qu’une
application affine L : R — C est une application de la forme

L=1%: zeR+— L(z) = ax + b,

ol a et b sont deux nombres complexes. Lorsque b = 0, on dit que L = L*? est une
application R-linéaire de R dans C. Les applications affines de R dans C héritent
de la propriété suivante (qui d’ailleurs les caractérise) :

(2.14)  Va,y,20,9% €R, (yo — xo)(L(y) - L(x)) =(y—xz) (L(yo) - L(xo))~

11. Le terme originel proposé par Newton, qui avait en ligne de mire les calculs de « vitesse >,
était celui de fluzion. On parlait alors des fluzions des quantités (pour parler de dérivées) et de
calcul fluzionnel.
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Les applications R-linéaires de R dans C sont les applications affines de R dans C
telles que L(0) = 0. Dire que L est une application affine de R dans R équivaut &
dire que son graphe est une droite, dont le nombre réel a représente alors la pente.

PROPOSITION 2.4 (application affine tangente, différentielle en un point zg € R).
Soit f une fonction a valeurs complexes définie dans un intervalle ouvert I de R
contenant un nombre réel xo. La fonction [ est dérivable au point xy si et seule-
ment si il existe une (nécessairement unique) application affine Ly, R — C et
une (nécesssairement unique) fonction €, : I — C, continue en g, telles que

(2.15) Ve el, f(x) = Lia,(z) + (x —x0) €f00(x) €t €fq,(x0) =0.

Lorsque f est dérivable en xo, Uapplication Ly o, ainsi définie est appelée application
affine tangente a f au point xo, tandis que Uapplication R-linéaire dfy, : h —
Lfoo(xo +h) — Ly, (x0) est appelée différentielle de f en xq.

DEMONSTRATION. Si f est dérivable au point zg, la fonction

f@)—f(zo s
LBTT0 6 g £
Tfao i T €1 — e 7 %o
(o) six =z

est une fonction continue en xg, dite taux de variation de f autour de xg. On pose
alors :

€f,20(T) 1= Trao () — f'(w0) V€T

Lo (x) = f(wo) + f'(w0)(w —x0) VaeR.

On constate qu’avec ce choix, on a bien (2.15), c’est-a-dire :

(2.17) Voel, f(x) = f(xo) + f'(z0) (x — x0) + (x — x0) €5, ().

Ce choix est d’ailleurs 'unique choix possible si I’on veut que €y ;, et Ly, réalisent
(2.15).

Réciproquement, s’il existe une fonction €., : I — C, continue en xg, et une
application affine Ly, : R — C telles que I'on ait (2.15), on a

i @) = fla) _

0 T — xg

(2.16)

fizo»

si Ly azo(x) = af 202 + bf o, La fonction f est donc bien dans ce cas dérivable en
xo et 'on a en fait ay,, = f'(z0) et by o, = f(20). O

REMARQUE 2.10 (dérivable en zg ou différentiable en zq 7). Plutdét que de dire :
< une fonction a valeurs complexes f est dérivable en un point zy au voisinage
duquel elle est définie >, on préfere, au vu de la Proposition 2.4, dire : < f est
différentiable au point xy >. Sa différentielle

dfyy h€R— f(xo)h

présentera en effet plus d’intérét du point de vue pratique que le nombre dérivé
f(zo) lui-méme (méme s’il s’agit en fait de la méme chose!). L’application qui est
couplée avec la différentielle df,, est I'application affine tangente

heR—s flzo) + hf (zo).
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On peut reformuler alors (2.15) (si f est différentiable en zg, de différentielle df,)
en disant que, pour h dans l'intervalle ouvert I,, = —xo + I (I translaté de —zg)
contenant cette fois 0 dans son intérieur,

(2.18)  f(wo+h) = f(zo) + f'(x0) h + héxy(h) = f(x0) + dfu, () + héay (h),

ol €, est une fonction I, — C, nulle en 0 et continue en ce point. Cette formulation
(2.18) s’avere dans la pratique la plus utile.

On remarque que la différentiabilité en un point implique la continuité en ce point :

ProOPOSITION 2.5 (la différentiabilité en un point implique la continuité en ce
point). Soit f une fonction a valeurs complexes définie dans un intervalle ouvert
I de R contenant un nombre réel xo. Si f est différentiable en xo, f est continue
en xo. Si f est différentiable en xo et continue sur I tout entier, la fonction €, :
I, = —xo + I — C impliquée dans (2.18) est continue sur I, .

REMARQUE 2.11 (Attention!). Siune fonction f & valeurs complexes est définie
au voisinage (ouvert) d’un point 2y € R, la continuité de f en xy n’implique nulle-
ment sa différentiabilité en xy (comme le montre 'exemple 2.13).

DEMONSTRATION. Pour la premieére assertion, on utilise la formulation (2.18)
de la différentiabilité de f en x(. Par définition méme, la fonction h — €,,(h) est
continue en h = 0. La fonction h — hé,,(h) est donc continue en 0 en étant de plus
nulle en ce point comme produit de fonctions continues en 0. Comme la fonction
R-linéaire df,, est continue sur R tout entier, la fonction

hi= f(xo +h) = f(x0) + dfeg (h) + héxy(R)

est continue en 0, ce qui signifie que f est continue en xg. Pour ce qui est de la
seconde assertion, il suffit d’observer que la fonction

flzo+h) = f(x)

h— h _f/(xo) :gmo(h‘)
est continue sur I, \ {0} (comme quotient de fonctions continues) et d’ajouter a
cette information le fait qu’elle soit aussi continue en 0. (I

2.4.2. Interprétation géométrique de la différentiabilité en un point.
Il est important aussi de donner (en distinguant le cas ol f est & valeurs dans R de
celui ot f est & valeurs dans C) une interprétation géométrique de la différentiabilité
en un point.

Plagons nous d’abord dans le cas ou f est a valeurs réelles. La situation est illustrée
dans ce cas par la figure 2.2.

PROPOSITION 2.6 (différentiabilité en un point et tangente géométrique; le cas
réel). Soit f une fonction a valeurs réelles définie dans un intervalle ouvert I de
R contenant un nombre réel xg. Pour x € I\ {zo}, le nombre

f(z) — f(zo)
Tr — X

représente la pente de la droite Dy, . du plan R? (rapporté auz coordonnées (X,Y))
joignant les deuz points distincts (xo, f(x0)) et (z, f(z)) du graphe

() ={X,Y) e IxR; Y = f(X)}
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Y

fix)

f(x)
Y=ty )

FIGURE 2.2. Interprétation géométrique de la tangente (cas réel)

de Uapplication f. Si f est différentiable en xq, le graphe de 'application linéaire
tangente

Lfaze X = f(xo) + dfey (X — x0) = f(20) + f'(20)(X — 0)

(qui est une droite Dy, 5, ) correspond a la position limite de la droite Dy, . lorsque
x tend vers xg dans I\ {zo}. Cette droite Dy, ,, est appelée tangente géométrique

en (xo, f(xo)) au graphe de f.

DEMONSTRATION. L’équation de la droite D,, , dans le plan R? rapporté au

repére orthonormé ((0,0) ;7, 7) est en effet (exprimée en les coordonnées cartésiennes
XetY):

Yzf(xo)—i—M(X—mo).

Tr — X
Lorsque x tend vers xg dans I \ {z¢}, cette droite passe toujours par le point
(z0, f(x0)) et sa pente tend vers f’(x¢), qui est précisément la pente du graphe de
I’application affine tangente L .. O

Dans le cas complexe, les choses se présentent différemment. La situation est illustrée
dans ce cas par la figure 2.3.

PROPOSITION 2.7 (différentiabilité en un point et tangente géométrique; le cas
complexe). Soit f une fonction a valeurs réelles définie dans un intervalle ouvert I
de C contenant un nombre réel xg, dérivable en xy et de nombre dérivé f'(xg) € C
non nul'?. Il existe alors 0., > 0 tel que

(2.19) Vo e I\{xo}, [z —zol <nay = f(x) # f(20).

12. On dit que la courbe paramétrée présente alors un point régulier lorsque le parameétre x
prend la valeur zg. On reviendra dans la sous-section 2.7.1 sur cette notion.
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Ja)

)CO,

X

FIGURE 2.3. Interprétation géométrique de la tangente (cas complexe)

De plus, pour tout x € I tel que |x — x| < 1z, €t & # o, le vecteur Y_/'xo)m de R?
ayant pour affize le nombre complexe

f(2) — f(zo)

Tr — X

représente le vecteur directeur de la droite Ay, . du plan R? passant par les points
d’affize f(xo) et f(x). Lorsque = tend vers xo dans I\ {zo}, cette droite Ay, 4
a comme position limite la droite Ay, 5, passant par le point d’affive f(xo) et
de vecteur directeur le vecteur d’affize f'(xo). La droite Ay, 5, est appelée alors
tangente géométrique au point d’affize f(xg) a la courbe paramétrée x € I — f(x).

DEMONSTRATION. Il résulte de (2.18) que
Vhe Iy, f(zo+h) = f(zo) = h(f'(z0) + &, (h)).
Comme la fonction &,, est nulle en h = 0 et continue en ce point, il existe 7y, > 0
tel que
|h| < Mwy = [ (20) + €0 (R)] = | (20)[/2 > 0.
Six e I\{0} et |z — 20| <y, on a donc

(@) = f(@o)| = |& — ol X [f'(w0)|/2 >0,

ce qui prouve (2.19). Le vecteur de R? d’affixe f(z) — f(x¢) est bien un vecteur
directeur de la droite passant par les points (nécessairement distincts si x # ¢ et
|z — x0] < 1s,) d’affixes respectives f(zo) et f(x). Il en est de méme du vecteur de

R? d’affixe
f(x) = f(=o)
Tr — X '
Lorsque x tend vers zy en restant distinct de x(, ce vecteur tend, puisque f est
supposée dérivable en x¢, vers le vecteur d’affixe f’(x(). La droite A,, , tend donc
bien vers une position limite, & savoir la droite A, ,, passant par le point d’affixe
f (o) et dirigée par le vecteur (non nul) d’affixe f(xq). O
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2.4.3. Dérivées a gauche et a droite en un point.

DEFINITION 2.11 (dérivée & droite ou & gauche d’une fonction en un point). Soit
f une fonction & valeurs réelles définie dans un intervalle ouvert I de R contenant
un nombre réel xy. On dit que f est dérivable a droite en xg si la fonction

z)— f(z
zel\{xo}r— 7‘)0( )~ f(@o)

r — X
admet une limite [, € C & droite '3 en zy. Cette limite, si elle existe, est appelée
nombre dérivé a droite de f en xq et notée f}(xq) ou f! (xo). Dire que f est dérivable

a droite en zg équivaut & dire que, pour tout h € I, N [0, oo,
f(@o+ h) = f(zo) + fa(zo) h+ ket (h),

ot la fonction &f : I, N[0,00[— C est continue et nulle en h = 0. De la méme
maniere, on dit que f est dérivable a gauche en xq si la fonction

f(x) = f(zo)
zel\{xg}— ————
\aop— =2
admet une limite [_ € C a gauche en z(. Cette limite, si elle existe, est appelée
nombre dérivé a gauche de f en g et notée fy(zo) ou f’(xp). Dire que f est

dérivable a droite en z¢ équivaut a dire que, pour tout h € I,,N] — 00, 0],
fxo+h) = fxo) + fo(xo) h+ hé, (h),
ot la fonction €. :] —00,0] N I, — C est continue et nulle en h = 0.

REMARQUE 2.12. Une fonction a valeurs complexes définie dans un intervalle
ouvert contenant un point zg € R et admettant une dérivée a droite ou a gauche
en ce point est nécessairement continue en ce point (suivant le méme argument que
celui utilisé pour prouver la premiere assertion de la Proposition 2.5). La fonction
f est différentiable en ce point g si et seulement si elle est dérivable a droite et a
gauche en g, avec de plus fy(wo) = f(w0).

Lorsqu’une fonction f : I — R admet une dérivée a droite en un point xy de I,
alors, dans le plan XOY', la demi-droite

{(X,Y) ; Y = f(.’Eo) + (X — IZ’()) fé(xo) et X Z 1’0}
représente la demi-tangente a droite au graphe de f au dessus de I au point

(z0, f(0)). Cette demi-tangente est la position limite de la demi-droite D  issue
de (xo, f(x0)) et passant par (x, f(x)) lorsque x tend vers xg dans IN]zg, +00|.

De méme, forsqu’une fonction f : I — R admet une dérivée a gauche en un point
xg de I, alors, dans le plan XOY', la demi-droite

{(X,Y); Y = f(xo) + (X — x0) fy(wo) et X <o}

représente la demi-tangente a gauche au graphe de f au dessus de I au point
(zo, f(w0)). Cette demi-tangente est la position limite de la demi-droite D7 , issue

de (zg, f(zo)) et passant par (z, f(z)) lorsque z tend vers xo dans IN] — oo, zg|.

Ces notions de dérivabilité a droite (resp. & gauche) peuvent aussi étre introduites
en un point zy qui se trouve cette fois étre une extrémité gauche (resp. droite) d’un
intervalle I de R qui ne serait dans ce cas plus ouvert. Si par exemple I = [zq, b]

13. Voir la définition 2.4.
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et que f est une fonction de I dans C, on dit que f admet une dérivée a droite au
point z s'il existe un nombre complexe f}(zo) tel que

Vh € Iy, N[0,00[, f(xo+h)= f(xo) +f</i(x0)h+hg;[_)(h)v

ot la fonction & : I, N [0, 00[— C est continue et nulle en h = 0.

2.4.4. Fonctions convexes réelles sur un intervalle ouvert. Nous pro-
fitons de cette section dédiée a la dérivabilité et a la dérivabilité unilatérale en
un point xg de R (pour une fonction définie sur un intervalle ouvert contenant ce
point) pour introduire une classe trés importante (en informatique, en ingénierie)
de fonctions a valeurs réelles qui se trouvent étre dérivables & droite et & gauche en
tout point d’un intervalle ouvert I ouvert lequel elles sont définies.

DEFINITION 2.12 (fonction convexe réelle sur un intervalle ouvert I de R). Soit
I un intervalle ouvert de R. Une fonction f : I — R est dite convexe sur I si et
seulement si I’ensemble

(2.20) {(X,Y)eR*; X eletY > f(X)}

est convexe au sens suivant : si M et N sont deux points de cet ensemble, le segment
[M, N] qui les joint reste dans cet ensemble.

EXEMPLE 2.7. La fonction © € R — e, les fonctions puissances z — |z|*
lorsque a € [1,00[, sont convexes. La fonction = €]0, 0o[— —Inz aussi, mais pas
par contre la fonction x €]0,00[— Inz, ni les fonctions © € R — |z|* lorsque
a €]0,1[. L’opposée — f d’une fonction convexe f sur un intervalle ouvert est dite
concave. concave.

PROPOSITION 2.8 (les fonctions convexes réelles sur un intervalle ouvert sont
dérivables & droite et & gauche en tout point). Soit I un intervalle ouvert de R et
f I = R une fonction convexe sur I. La fonction f est alors dérivable a gauche
et a droite en tout point de I, avec, quelque soient x1,xo,x3 dans I :

f(@1) — fla2) < flas) = f(z2)

2.21 < < = L TE < f!
(2.21) =z <z <3 o1y S fo(w2) < fa(w2) pra——

DEMONSTRATION. On suivra pas-a-pas la preuve sur la figure 2.4. Si 25 et y
sont deux points de I tels que 2 < y, les points My = (22, f(x2)) et M = (y, f(y))
appartiennent & l'ensemble convexe (2.20). Le segment qui les joint est donc inclus
dans cet ensemble, i.e. demeure <« au dessus > du graphe

{(X,Y) €R?; X € [za,y] et Y = f(X)}
de f au dessus du segment [z3,y]. On en déduit

N fy) — f(x2)

Va € [z2,y], f(z) < flz2) (z — 22),
Y— T2
soit encore
f(x) — f(z2) < fly) — f(x2)
T — X2 Yy— T2
La fonction
(2.22) z € IN|zq, +oo— f@) = J(xs)

Xr — TI9
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fix)

FIGURE 2.4. Dérivabilité bilatérale des fonctions convexes (preuve
de la Proposition 2.8)

est donc monotone croissante. Si 1 < x9 < z, le point My = (x2, f(x2)) est,
pour les mémes raisons, sous le segment d’extrémités M et (x, f(z)) : la pente de
la droite passant par M; et Ms est donc inférieure ou égale a celle de la droite
joignant My au point (z, f(z)), ce qui se traduit par

fxa) = f(x1) _ f(z) = fla2)

To — T1 - €T — X2

La fonction (2.22) est donc monotone croissante et minorée sur ]zs,4oo[, donc
admet une limite & droite f}(x2) en xo vérifiant

(2.23) fofwa) < L) = Tl2),

T3 — T2
Un raisonnement similaire montre que la fonction

flz) — f(z2)

Xr — To

x €] — 00, 22[N] —>

est monotone croissante et majorée par % Elle admet donc une limite &
gauche f(72) en z2, telle que

(2.24) fola) > =————=
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et

f/ (m) < f(y> — f(-TQ)
Ty -

En passant a la limite lorsque y tend vers xo dans |xo, +00[, on en déduit
folx2) < fa(aa).

En combinant cette inégalité avec (2.23) et (2.24), on obtient bien le résultat (2.21)
voulu. g

Yy €]as, +oo[NI.

2.4.5. Dérivabilité des fonctions réelles sur un intervalle et extréma ;
le théoréme de Rolle et la formule des accroissements finis.

DEFINITION 2.13 (dérivabilité sur un intervalle ouvert de R). Soit I un inter-
valle ouvert de R. On dit qu'une fonction f : I — C est dérivable sur I si et
seulement si elle est dérivable en tout point z de I. La fonction z € T — f(x)
s’appelle alors fonction dérivée de f sur I et on la note f’.

On peut également étendre la notion de < dérivabilité sur un intervalle ouvert de
R > & celle de < dérivabilité sur un intervalle non réduit & un point > de R. On
utilise pour cela les concepts de dérivée a droite et de de dérivée a gauche introduits
précédemment (cf. la Définition 2.11).

DEFINITION 2.14 (dérivabilité sur un intervalle de R non réduit & un point).
Soit I un intervalle de R non réduit a un point. On dit qu’une fonction f : I — C
est dérivable sur un intervalle I de R non réduit a un point si et seulement si f est
dérivable en tout point xy de l'intérieur de I et si de plus :

— si [ contient sa borne inférieure a € R, alors f admet une dérivée a droite en

a, i.e. il existe un nombre complexe f/(a) (que 'on note alors aussi f’(a))

tel que
z€lIN]a,+oo[ r—a

— si I contient sa borne supérieure b € R, alors f admet une dérivée a gauche
en b, i.e. il existe un nombre complexe f;(b) (que I'on note alors aussi f'(b))

tel que
: f(x) = f(b)
£1_rg oy e f4(D).
xz€eIN]—oo,b[

REMARQUE 2.13 (la dérivabilité d’une fonction sur un intervalle non réduit & un
point implique la continuité sur cet intervalle). Une fonction f : I — C dérivable
sur un intervalle de R non réduit & un point est continue sur cet intervalle I, car
continue en tout point xzo de I. Cela résulte de la Proposition 2.5 (pour ce qui
concerne les points intérieurs de I) et de la Remarque 2.12 (pour ce qui concerne
le cas on g est une borne de I incluse éventuellement dans I).

REMARQUE 2.14 (prolongement de fonctions dérivables sur un intervalle conte-
nant une de ses bornes). Si une fonction f : I — C est dérivable (au sens de la
Définition 2.14) sur un intervalle I de R non réduit & un point mais non ouvert, il
est toujours possible de la prolonger en une fonction définie et dérivable dans un
intervalle ouvert I contenant I : par exemple si I contient sa borne inférieure a € R,
on prolonge la fonction f a lintervalle | — oo, a[U I en posant :

Ve el —ooal, f(2) = fa) + fi@)(e —a) = f(a) + f'(a)(x — a) ;
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si I contient sa borne supérieure b € R, on prolonge la fonction f & lintervalle
TU]b, +00[ en posant :

Va €]b,tool,  f(z) = f(0) + fy(0)(x —b) = f(b) + f'(b)(z — D).
Ceci nous permet de prolonger dans tous les cas toute fonction f : I — C définie et
dérivable dans I (au sens de la Définition 2.14) en une fonction définie et dérivable
sur un intervalle ouvert I contenant I (et nous ramene ainsi a la situation envisagée
dans la Définition 2.13).

On ne reviendra pas dans ce cours sur les résultats de base concernant les opérations
sur les fonctions dérivables. Ce matériel a fait déja 1’objet du cours de MISMI
(voire de Terminale) ; on pourra par exemple se reporter au chapitre 3 du polycopié
Mathématiques de base ([Ymis], pages 71-73) : si f et g sont dérivables sur I, f+g
et fg le sont et on a

(f +9) (o) = f'(x0) + ¢'(x0),  (f9)'(w0) = f'(z0)g'(x0) + f(0)g'(x0)

pour tout point 2o de I (la notion de dérivabilité devant étre pensée & gauche ou
a droite si o est une borne de I appartenant a I). Si g est de plus telle que g soit
non nulle en xg, alors g # 0 au voisinage de xo (puisque g est continue) et f/g est
aussi dérivable en xg de dérivée

[ (@o)g(@o) — g'(0) f(20)

(f/g)/($0) = (9(580)2

La regle la plus importante reste la régle de composition (dite < chain rule > dans la
terminologie anglo-saxonne) de Leibniz !4 :si f : I} — R est dérivable en g et que
g est une fonction a valeurs dans C définie dans un intervalle ouvert I contenant
yo = f(xo) et dérivable en yj, la fonction composée go f est dérivable en xq et on a

(g0 f)(z0) = g'(f(20)) x f'(20).
Il faut cependant savoir ** que le calcul des dérivées successives des fonctions com-
posées se trouve étre un calcul algorithmiquement tres cotiteux qu’il convient d’éviter
autant que faire se peut ! Il convient donc de savoir trouver des parades, comme on
le verra lors de I’écriture de formules de Taylor.

Le premier résultat majeur concernant les fonctions dérivables sur un intervalle
ouvert de R est le célebre théoréme de Rolle'®.

THEOREME 2.4 (théoréme de Rolle). Soit f : [a,b] — R une fonction conti-
nue réelle définie sur un segment [a,b] de R non réduit ¢ un point. On suppose f
dérivable sur Uintervalle ouvert non vide la,b| et f(a) = f(b). Il existe alors tou-
jours au moins un nombre ¢ €|a,b| tel que f'(c) = 0. D’autre part, si f atteint
son mazimum ou minimum (sur [a,b]) en un point ¢ qui appartient a |a, b, alors
nécessairement f'(c) = 0.

14. On doit au mathématicien et philosophe prussien Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716)
les fondements du calcul différentiel moderne.

15. Cette remarque s’adresse plutot aux étudiants de sensibilité informatique, mais elle est
importante.

16. Ce théoréme remonte & 1691 ! On lattribue au mathématicien francais Michel Rolle (1652-
1719), 'un des pionniers de ce qui allait devenir la méthode du < pivot de GauBl > pour la
résolution des systémes linéaires d’équations. Comme quoi Analyse et Algébre n’ont de cesse de
se croiser !
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DEMONSTRATION. D’aprés le théoréme 2.2, on sait, puisque f est continue sur
[a,b], que f([a,b]) = [inf[a,b](f),sup[ayb](f)]. De deux choses 'une :
— ou bien infj, ) f = supj,y f, auquel cas f est constante sur [a, b], auquel
cas f/(x) = 0 pour tout = €]a,b] et le théoréme est donc prouvé;
— ou bien inf, f < SUpP[q, 3] f, auquel cas 'un de ces deux nombres est
différent de f(a) = f(b), ce qui implique (puisqu’une fonction continue sur
[a, b] réalise son minimum et son maximum sur ce segment, cf. le Théoréme
2.2) qu’il existe au moins un ¢ €la, b ou la fonction f présente un extrémum
(minimum ou maximum).
Il reste & montrer que, si f présente un extrémum c en un point de ]a, b, alors
nécessairement f’(¢) = 0. Supposons par exemple f'(¢) > 0 et utilisons (2.18) au
point g = ¢. On a

Vhel =—c+1, fle+h)—f(c)=h(f(c)+él(h)).
Comme €, est continue en h = 0 et nulle en ce point, il existe 7. > 0 tel que
|h| <ne = f'(c) +é(h) = f'(c)/2>0

(on reprend en fait ici Pargument utilisé dans la preuve de la Proposition 2.7). Il en
résulte que, si 0 < h < 7., on aurait f(c+ h) — f(c) > 0, ce qui contredirait le fait
que f réalise son maximum sur [a,b] en ¢. De méme, on aurait, pour 0 < h < 1,
fle—=h) — f(c) <0, ce qui contredirait le fait que f réalise son minimum sur [a, b]
au point c¢. Le méme raisonnement vaut si f'(¢) < 0. Si f réalise un extrémum en
¢ €la, b[, on a donc nécessairement f'(c) = 0. Cela regle la situation correspondant
au second volet de notre alternative et clot donc la preuve du théoreme de Rolle. [

REMARQUE 2.15 (Attention!). Le fait que f’ s’annule en un point ¢ de ]a, b
n’implique pas cependant que f réalise un extrémum (maximum ou minimum) sur
[a,b] au point c. Soit I'on peut affirmer dans ce cas qu’il existe n < 0 tel que
[c —m,c+n] Cla,b] et que la restriction de f & [¢ — 0, ¢ + n] réalise un extrémum
(maximum ou minimum) sur [¢ — n,¢ + 1] au point ¢; on dit alors que f réalise
un eztrémum local au point ¢ . Soit (et cela peut fort bien se produire), la fonction
présente un minimum (resp. maximum) local en ¢, mais seulement sur [¢ — 7, 0],
tandis qu’elle présente un maximum (resp. minimum) local en ¢, mais seulement
sur [c,c+n] : on dit alors que la fonction présente un point selle en c. Soit méme la
situation peut s’avérer plus complexe, comme en témoigne I’exemple de ¢ = 0 pour
la fonction f : ¢ +— t3sin(1/t), avec f(0) = 0 (présentant des oscillations amorties
de part et d’autre de lorigine).

EXEMPLE 2.8 (polynémes de Legendre *7). Les fonctions polynomiales de Le-
gendre (ici non normalisées) sont définies comme les fonctions polynomiales

L, :xw (d/dx)"[(1 —2*)"], n=0,1,2,..

La fonction L, est une fonction polynomiale de degré n car on dérive n fois une
fonction polynomiale de degré 2n. Comme x + (1 — 22)" s’annule & I'ordre n aux
points —1 et 1, on peut montrer en utilisant de maniere répétée le théoreme de Rolle
(voir 'exercice AT1) que L,, a au moins n racines réelles distinctes, autrement dit
que toutes les racines complexes de L,, sont réelles. De telles fonctions polynomiales

17. Ainsi nommés en l'honneur du mathématicien et astronome francais Adrien-Marie Le-
gendre (1752-1833) qui les introduisit et exploita dans ses travaux, comme solutions des équations
différentielles qui portent aussi non nom.
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Y=f(X)

+(b.fb))

T— .

FIGURE 2.5. Interprétation géométrique de la formule des accrois-
sements finis

s’averent fort utile en graphisme 2D car elles permettent de modéliser avec suffi-
samment de flexibilité des tracés de courbes. Ceci pour convaincre les sceptiques de
I'utilité, au méme titre que 'algebre, de 'analyse en informatique!

COROLLAIRE 2.2 (formule des accroissements finis (FAF)). Soit f :[a,b] = R
une fonction continue sur un segment [a,b] de R non réduit ¢ un point. On suppose
f dérivable sur Uintervalle ouvert non vide |a,b[. Alors, il existe toujours au moins
un nombre c €)a, b tel que

f) = fla) _

(2.25) 2 = F(0).

DEMONSTRATION. On applique le théoréme de Rolle (Théoréme 2.4) & la fonc-
tion

b) — f(a
g ot — @) - (s + 10D )
On a g(a) = g(b) = 0. De plus g est dérivable dans ]a,b[ et I'on a
b) —
v elabf, o) = f) - L@

Le théorere de Rolle assure qu’il existe ¢ €la,b| tel que ¢'(c) = 0, c’est-a-dire
(2.25). O

REMARQUE 2.16 (interprétation géométrique de la formule des accroissements
finis (FAF)). La formule des accroissements finis écrite pour une fonction réelle f :
[a,b] — R (continue sur [a,b] et dérivable sur ]a,b[) s’interpréte géométriquement
ainsi : le nombre

f(0) = f(a)

b—a
représente la pente de la droite joignant les points (a, f(a)) et (b, f(b)) dans R2.
Ce que dit la formule des accroissements finis est qu’il existe au moins un nombre
¢ €la, b[ tel que la tangente géométrique D, . en (c, f(c)) au graphe de f au dessus
de [a, b] (cf. la Proposition 2.6) soit parallele a la droite joignant (a, f(a)) et (b, f(b))
(voir la figure 2.5).

COROLLAIRE 2.3 (formule des accroissements finis généralisée (FAFQG)). Soient
f :la,b] > Retg :[a,b — R deuzx fonctions continues sur un segment [a,b] de



2.4. DERIVABILITE 51

R non réduit a un point. On suppose f et g toutes deux dérivables sur lintervalle
ouvert non vide |a,b[. Alors, il existe toujours au moins un nombre ¢ €|a, b tel que

£ IO = 5@ _ o0 (o00) — a(a)) — (6] (£5) — Fa]) =
e2e) | T TS = 10 (o) — (@) = 9'(©) (1)~ f(a)) = 0.

Ou encore, si de plus g’ ne s’annule pas sur |a,b| :
) - f@) _ £
g(b) —g(a)  g'(c)
DEMONSTRATION. On applique le théoréme de Rolle (Théoréme 2.4) & la fonc-
tion réelle

(2.27) e €la,b] tel que

ho it € [a,b] — f(t)(9(b) — g(a)) — g(t) (f(b) — f(a)).
Cette fonction h est continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b] puisque les fonctions f
et g ont toutes deux ces propriétés. D’autre part, on constate que

h(a) = f(a)g(b) — f(b)g(a) = h(b).
Il existe donc au moins un réel ¢ €]a, b] tel que h'(c) = 0, ce qui est bien le résultat
(2.26) voulu. O

REMARQUE 2.17 (interprétation géométrique de la formule des accroissements
finis généralisée (FAFG)). Si f et g sont deux fonctions réelles continues sur [a, b]
et dérivables sur ]a,b[, on peut considérer la fonction F' := f + ig comme une
fonction de [a,b] dans C, continue sur [a, b], dérivable sur ]a,b[. Si F’ ne s’annule
pas sur ]a, b[ (c’est-a~dire : f’ et ¢’ ne s’annulent pas simultanément sur |a, b[), alors,
pour tout xy €]a,b|, la droite Ay, ,, passant par F'(zg) et de vecteur directeur le
vecteur d’affixe F”(z) représente la tangente géométrique au point d’affixe F(zg)
a la courbe plane paramétrée x €]a,b[— F(x) (cf. la Proposition 2.7). Ce que dit
alors la formule des accroissements finis généralisée est que, si F’ ne s’annule pas
sur Ja,b] et que de plus F(b) — F(a) # 0, il existe au moins un ¢ €la, b] tel que la
tangente géométrique A, . a la courbe paramétrée x €la,b[— F(x) au point F'(c)
(lorsque le passage en ce point de la courbe paramétrée se fait '® pour la valeur
x = ¢ du parametre) soit parallele a la droite du plan complexe joignant les points
(distincts) d’affixe F'(a) et F(b). Voir la figure 2.6.

2.4.6. Le cas des fonctions complexes : ’inégalité des accroissements
finis. Attention! Ni le théoréme de Rolle (Théoréme 2.4), ni la formule des accrois-
sements finis (Proposition 2.2) ne subsistent lorsque f est une fonction continue de
[a,b] dans C au lieu d’étre une fonction continue de [a,b] dans R. Par exemple, la
fonction

6 € [0,27] —> € = cos @ + i sin 6
est une fonction continue de [0, 27] dans C. Elle est dérivable sur 0, 27[, de fonction
dérivée
('Y . 0 €]0,2n[— —sinf + icosf = ie®?
(voir le cours de MIS101 [Ymis]). On constate que, bien que

[6i0]9:0 = [eia]é):Qﬂa

18. Cette précision est nécessaire car la courbe paramétrée z € [a,b] — F(z) = f(z) + ig(z)
peut fort bien passer plusieurs fois par le méme point, ce en présentant des tangentes géométriques
différentes lors de ces divers passages successifs, voir la figure 2.6.
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F(b)=f(b)+ig(b)

Fla)=fla) + i g(a)

FIGURE 2.6. Interprétation géométrique de la formule des accrois-
sements finis généralisée

il n’existe aucun nombre ¢ €]0, 27| tel que ie’® = 0. Le théoreme de Rolle est
donc faux pour cette fonction 6 € [0,2n] +— e € C. Ce n’est pas mieux en ce
qui concerne la formule des accroissements finis puisque le théoreme de Rolle en
est un corollaire (prendre f telle que f(a) = f(b)). Pour une fonction & valeurs
complexes, la formule des accroissements finis est donc tout aussi fausse que l'est
le théoreme de Rolle pour une telle fonction. On « sauve » néanmoins les meubles
avec le résultat suivant :

THEOREME 2.5 (inégalité des accroissements finis pour une fonction a valeurs
complexes). Soit f : [a,b] — C une fonction continue sur un segment [a,b] de R
non réduit a un point. On suppose f dérivable sur l'intervalle ouvert non vide ]a, bl.
On a alors linégalité

(2.28) [£(b) = f(a)l < [b—al x Zl]lpb[lf’(w)\-

DEMONSTRATION. Soit V le vecteur du plan d’affixe f(b) — f(a). Si ce vecteur
est nul, on a | f(b)— f(a)| = 0 et I'inégalité (2.28) est bien stir vraie. Si V # 0, notons
7=V/|V| = (v1, ). Posons f(z) = u(z)+iv(z) et introduisons la fonction réelle :

F :z€0,1] — r1u((l —2x)a+ zb) + vr2v((1 — z)a + xb) € R.
On a

F(1)=F(0) = v1 (u(b) —u(a)) +vz (v(b) —v(a)) = [VI*/[V] = [V = |£(b) - £ (a)].

Comme u = Re f et v = Im f sont dérivables sur |a, b[, F' est dérivable sur |0, 1] et
lon a (cf. la régle de dérivation des fonctions composées vue en MIS101, [Ymis],
section 3.7.4) :

Va €]0,1], F'(z) = (b—a) (' ((1 — z)a+ zb) + v2v'(1 — z)a + xb)).
Or
v (1 —z)a+ zb) + vov'(1 — x)a + xb)

est le produit scalaire du vecteur 77 avec le vecteur (u'((1—z)a+zb),v'((1—z)a+zb)).
Ce produit scalaire est majoré en valeur absolue par le produit des normes des
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deux vecteurs en jeu (d’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz dans le plan vue en
Terminale), ce qui donne

Va €]0,1[, [F'(z)] < [b—a| ()]
Comme la formule des accroissements finis (Corollaire 2.2) nous assure qu’il existe
¢ €]0, 1] tel que
F(1) = F(0) = F'(e),
on a

[F(1) = FO)| = [f(b) = f(a)l < [b—al x [f/(c)| < [b—a X z?pb[lf’(w)l-

C’est bien I'inégalité (2.28) requise. O

2.4.7. Quelques applications de la formule des accroissements finis.
Nous donnons ici quelques applications de la formule des accroissements finis ((2.25),
corollaire 2.2) pour les fonctions a valeurs réelles.

PROPOSITION 2.9 (fonction réelles dérivables dont la dérivée présente une limite
en un point). Soit [a,b] un segment de R non réduit a un point, xo €la,b|, et
f :la,b] = R une fonction continue sur [a,b], dérivable sur les intervalles ouverts
la, zo[ et zo,b|, telle que la restriction de f' a ]a,b[\{zo} admette une limite finie
Il €R en xzg. Alors [ est nécessairement dérivable aussi en xq, et l'on a f'(xo) = 1.

DEMONSTRATION. Pour tout = tel que a < z < xg, on déduit de la formule
des accroissement finis ((2.25), Corollaire 2.2), puisque f est continue sur [z, z] et
dérivable sur |z, zo[, que

Jeg €lz, o, flxo) — f(2) = (20 — 2)f'(ca).-
Si (xk)k>1 est une suite de points de ]a, zo[ convergeant vers zg, la suite (cz, )i>1
ainsi couplée avec la suite (xy)r>1 converge aussi vers zp du fait du lemme des
gendarmes (en effet x5, < ¢, < g pour tout k > 1). Comme par hypotheses
lim f'(c) =1,
cé]a.,go[

on a

k) — fx xo) — f(x

i LR ZI@0) gy J@0) 2 @) g e, ) =,
k—+o0 T — X0 k—+o0 To — Tk k—+o00

Ceci est vrai pour toute suite de points (zx)r>1 de ]a,zo[ tendant vers zg. De
méme, pour tout x tel que xg < x < b, il existe (toujours d’apres la formule des
accroissements finis), ¢, €]zo, x| tel que f(z) — f(xo) = (& — o) f/'(cz). Si (Tk)r>1
est une suite de points de |z, b convergeant vers x, la suite (¢, )x>1 ainsi couplée
a la suite (x)r>1 converge aussi vers zo du fait du lemme des gendarmes (en effet,
cette fois, on a xg < ¢, < xj pour tout k > 1). Comme par hypotheses

lim  f(c) =1,
c€lao bl
on a encore : f( ) f( )
. Zr)— J(Zo /
1 —_— == 1] =
k—gf—loo Tk — X0 k—ir—il-loo(f (ka)) !

La fonction

f(z) ~ f(xo)

x €la,b[\{zo} —
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admet donc pour limite | € R, ce qui prouve (¢f. la Définition 2.10) que f est
dérivable en xg, avec f'(xg) = L. O

La formule des accroissements finis permet aussi de lever (parfois) les indétermi-
nations du type % ou 2= dans les calculs de limites de fonctions réelles en un point
o € R ou bien en +o0.

PROPOSITION 2.10 (Régle de 'Hopital 1%, ou aussi de Bernoulli). Soient [a, b]
un segment de R non réduit a un point, ro €)a,b[, f :[a,b] = R, g :[a,b] = R
deuzx fonctions continues de [a,b] dans R, toutes deux dérivables dans Ja,b[\{zo},
avec ¢'(x) # 0 pour tout = dans Ja,b[\{zo}. On suppose

B B . f'le)
(2.29) f(zo) = g(xo) =0 et lim —~ =1leR.
crao g'(c)
c€lab[\{zo}
Alors
!
(2.30) lim féav; =l= lim f/gc;.
z—x( c—xq
zelab{zo} I\ celab\{zo} I\

DEMONSTRATION. Pour tout x €la, zol, il existe (d’apres la formule des ac-
croissements finis généralisée (2.27), Corollaire 2.3, applicable ici car f et g sont
toutes deux des fonctions réelles, continues sur [z,z] C [a,b] et dérivables sur
|zo, z[, et que ¢’ ne s’annule pas sur |zg, z[) un nombre réel ¢, €|z, x| tel que

flx) _ fl@) = flwo) _ [(ca)

g9(z)  g(@) —glzo)  g'(ca)
(on note que la formule de accroissements finis (2.25) et le fait que ¢’ ne s’annule
pas sur Ja,b[\{zo} impliquent bien que g(x) = g(z) — g(zo) = ¢'(¢z)(x — xo) # 0
pour un certain ¢, de |z, x| si « €la, xo[). Comme

lim ¢, =z

z€la,xo|
et que
/
lim f/EC)) =1,
ce]a,go[ ¢
on a
/
lim f(( )= i f,gc””; =1
:vG]a,a(c)o[ g\x me]a,go[ g \Cx

On raisonne de la méme maniére lorsque z tend vers x en restant dans |xo,b[. O

19. Guillaume-Frangois de ’'Hopital, marquis de Saint Mesme, est un mathématicien frangais
(1661-1704), I'un des premiers & poser les jalons du calcul différentiel en Analyse. Cette régle
avait été en fait énoncée dans les cours de calcul différentiel dispensés a I’Université de Groningen
par le mathématicien, physicien (et méme horloger) suisse Johann Bernoulli (1667-1748), éleve
lui méme de Gottiried Wilhelm Leibniz (1646-1716), philosophe et mathématicien allemand & qui
I’on doit, avec Newton, les bases du calcul différentiel et intégral. C’est I’analyse francais Edouard
Goursat (1858-1936) qui baptisa ainsi, deux siécles plus tard, cette régle classique en I’honneur de
Guillaume de I’Hopital.
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REMARQUE 2.18. On peut affaiblir légerement les hypotheses en supposant
simplement que f et g sont des fonctions réelles définies et continues sur [a, b]\ {z¢},
dérivables toutes les deux sur ]a, b[\{zo}, telles que ¢’ ne s’annule pas sur Ja, b[\{xo },
et que l'on ait :

/
(2.31) lim f(x)= lim g(z)=0 et lim f/(c) =leR
z—wxQ r—xq c—xq q (C)
z€la,b]\{zo} z€la,b]\{zo} c€la,b[\{zo}

a la place de (2.29). La conclusion (2.30) reste alors encore valable. Il suffit en
effet de remarquer que, sous la premiere des deux hypotheses (2.31), les fonctions
continues f : [a,b]\{zo} = Ret g :[a,b]\{xzo} — R se prolongent en des fonctions
continues de [a,b] dans R en posant f(zg) = g(xg) = 0. On est ramené ainsi au jeu
d’hypotheses (2.29) et la Proposition 2.10 s’applique.

EXEMPLE 2.9. Il est aussi possible, compte-tenu de la Remarque 2.18, de
considérer le cas ol f et g sont deux fonctions continues sur [R, 00| (avec R > 0),
dérivables sur |R, +ool, telles que g’ # 0 sur |R, +o0o[ et que

lim f(z)= lim g(z)=0 et lim f(e) =leR
T—r+00 r—r+00 c—+o0 g’(c)
c€]R,+oo|
Alors
_ AN ’
i L0y D00, SURIO)_, 0
i 9@ 2t )2y s CUPGA)  p  9(0)

Voici une autre version de la régle de 'Hopital, permettant cette fois de lever (dans

certains cas) I'indétermination 22 et non plus g.

PROPOSITION 2.11 (autre version de la régle de 'Hoépital). Soient f et g deux

fonctions réelles continues et dérivables sur ]a,b] (—oo < a < b < 400), telles que
g’ ne s’annule pas sur]a,b| et que

=leR.

lim lim 1'(e)

(2.32) lim |f(z)]= lim [g(x)[=+oo et im =
z€]a,b| z€]a,b] c€la,b| 9 (C)

Alors

(2.33) fim L) i £

s 9@) g 9 ()

DEMONSTRATION. Pour a < z < y < b, on peut affirmer, en utilisant la formule
des accroissements finis généralisés (Corollaire 2.3), qu’il existe ¢, , €]z, y[ tel que

)~ F@) _ fleay)
9(y) —g(x)  g'(cay)
ce que l'on écrit sous la forme :
f@)  fleay) | (fy)  9(y) [(cay)
(2.34) rORrIOn ( )

)

g9(x)  g(x) g'(cay)
Soit € > 0. Par hypotheses (deuxiéme condition dans (2.32)), il existe 7. > 0 tel

que
jgr/éz)) - l‘ <e€/2 Ve e]a,y[).

0<y—a<776:><
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Si 'on fixe un tel y = y. €la,a + nc[, on observe, en faisant tendre x vers a dans
(2.34) (o y = y) et en utilisant le fait que lim,_,, |g(x)| = +o00 (premiere condition
dans (2.32)) tandis que f(ye) et g(y.) restent, eux, fixés, que, pour = assez proche
de a & droite, on a |f(x)/g(x) — 1] < €¢/2 + ¢/2 = e. Ceci acheve la preuve de la
Proposition 2.11. ([l

ExXEMPLE 2.10 (applications faciles de la regle de 'Hépital). Voici quelques
exemples simples d’application des diverses versions de cette regle de I’Hopital :

In(2 — ) (—1)5*

lim 208 = lim ¢ =1 lim —lim -2 = 1
z—0 X c—=0 ¢ z—=1 x—1 c—1 1
1 —1 02) ﬁ

lim ztan(l/x)= lim tan (1/z) = lim M =1
T+ o0 z—+too  1/x e—Foo —1/c?

. Arctan(1/z) (=1 ﬁ

lim ———~ = P el B
x—00 1/x c—+o0 —1/c?

1 1 1 |

Jim (,Hn(x)) T 1 C) R (O

z—=04 \x z—04 x c—0y 1

Notons que pour la plupart de ces exemples, on peut raisonner de fait différemment
en reconnaissant tout de suite une limite de taux de variations et donc un nombre
dérivé comme valeur de la limite demandée.

L’autre application importante de la formule des accroissements finis complete les
résultats présentés dans la sous-section 2.3.6 (en particulier la Proposition 2.3) en
y injectant le concept de dérivabilité des fonctions.

PROPOSITION 2.12. Soit I un intervalle de R non réduit a un point et f
I — R une fonction dérivable sur I (au sens de la Définition 2.14). On suppose que
f'(x) >0 (resp. f'(x) <0) sur I. Alors [ réalise une application bijective stricte-
ment croissante (resp. strictement décroissante) entre I et son image, intervalle
J = f(I). De plus, Uapplication inverse f~1 est dérivable sur intervalle J = f(I)
et l'on a :

1
—1y\/
(2.35) Vye f(I), (f7)(v) )

DEMONSTRATION. Soient x < y deux points de I. La fonction f est continue
sur [z,y] (puisque continue, car dérivable, sur I, c¢f. la Remarque 2.13); elle est
d’autre part dérivable par hypotheéses sur |z, y[ car dérivable sur I. On peut donc
appliquer la formule des accroissements finis ((2.25), Corollaire 2.2) et affirmer qu’il
existe ¢, o €]z, y[ tel que f(y)— f(z) = (y—x) f'(c). Le nombre f(y)— f(x) est donc
non nul et du signe de f" sur I. Si f/ > 0 sur I, f est alors strictement croissante
sur I tandis que, si f’ < 0 sur I, f est strictement décroissante sur cet intervalle.
L’application f : I — J = f(I) est donc a la fois injective et surjective, donc
bijective. L’application inverse f~! est, on le rappelle, définie par

(x elet y:f(x)) = (ye Jetx= f_l(y)>.
Siyo = f(wo) € J, on a, pour tout y = f(z) € J\ {yo} :
F ) — (o) )

(2.36) Y—Yo - fz) - f(l’o).
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Comme on sait déja que f~! :J — I est continue (cf. la Proposition 2.3), on sait
que siy = f(z) tend vers yo = f(zo) dans J\ {yo}, alors nécessairement = = f~1(y)
tend vers xg = f~1(yo) dans I\ {zo}. On déduit donc de (2.36) :

lim f7H )~ £ () = lim ! = ! = =
= — eowg  f(@)—f(xo) / (-1 ’
ye%f\f“{’%o} Y—% IE[\{gO} pra— 0 f'(o) f'(f~(yo))

O

REMARQUE 2.19. Un moyen mnémotechnique de retenir la formule (2.35) consiste
a supposer que f~! :J — I est dérivable, puis a écrire

(2.37) vyed, f(f7(y) = v,

enfin & dériver (comme vous avez appris a le faire en MIS101 [Ymis], section 3.5,
c’est-a dire en utilisant la régle de Leibniz) cette égalité (2.37) entre deux fonctions
sur J, ce qui donne bien :

Vyed, (f7)(y) < f(fy) =1L
En fait, vu avez probablement vu dans le cours de MIS101 une preuve partielle de
la Proposition 2.12 (il y manquait alors la possibiliter d’invoquer la formule des
accroissements finis dont vous ne disposiez pas).

ExXeEMPLE 2.11. II faut ici reprendre les exemples des fonctions classiques, par
exemple sin :| — 7/2,7/2 [~ sinz (de dérivée Arcsin :] — 1, 1[—=] — 7/2,7/2]), cos :
10, 7 [ cosz (de dérivée Arccos :] —1,1[—]0, 7 [), etc. C’est 'occasion de revoir ici
toutes les fonctions inverses introduites en MIS101 ([Ymis], section 3.6).

2.4.8. Les notations de Landau. Cette sous-section constitue une paren-
these dans ce cours, avant de poursuivre 1’étude de la différentiabilité avec l'intro-
duction du concept de dérivée d’ordre supérieur.

Le mathématicien allemand Edmund Landau (1877-1938) popularisa des notations
commodes (en fait introduites, semble-t’il, par son compatriote Paul Backmann).
Il est utile d’introduire ces notations, dites notations de Landau, ici, avant d’aller
plus loin dans ce cours, puisque nous allons les faire intervenir explicitement dans
la formulation (2.18) exprimant la différentiabilité d’une fonction en un point g
d’un intervalle ouvert.

DEFINITION 2.15 (fonction négligeable devant une autre au voisinage d'un
point, notation o). Soit x¢ € [—00,400] et f et g deux fonctions & valeurs com-
plexes, toutes deux définies dans un voisinage 2° V' de 2. On dit que f est négligeable
devant g (au voisinage de xg, dans V'), et on écrit alors

(2.38) f =o0(g) au voisinage de o (dans V)
si et seulement si il existe une fonction €, a valeurs complexes, définie dans un

voisinage V(xg) C V de xg contenant tous les points de V assez proches de xg, telle

que
(Va: € V(zg), f(z) =g(x) x e(a:)) et mliglo e(x) =0.

zeV

20. Si zo € R, ceci signifie soit < dans un intervalle V' =]zg — €g,zo + €o[ privé ou non de

{zo} >, soit « dans un demi-intervalle & droite V =]zg,z0 + €o[ ou V = [z0,z0 + €o[ >, soit
< dans un demi-intervalle & gauche V =|xg — €g, zo[ ou V =|xg — €g, zo] > (toujours avec €9 > 0
assez petit); si &g = —oo, ceci signifie < dans un intervalle V =] — oo, —Rg[ avec Ry > 0 assez

grand > ; si £g = 400, ceci signifie < dans un intervalle V' =]Rg, +oo[ avec Ry > 0 assez grand >.



58 2. FONCTIONS CONTINUES ET FONCTIONS DERIVABLES

Ainsi

(f = 0(g) au voisinage de z( (dans V))

(2.39) . .
— (f = g X € preés de g dans V, avec lim e(z) = 0).
‘ase\})
REMARQUE 2.20. Si g ne s’annule pas dans un voisinage V' (z¢) C V' contenant
tous les points de V' assez proches de xg, il est équivalent de dire que f = 0 (g) au

voisinage de z¢ (dans V') ou de dire que limy,_, ;. zev f(x)/g(x) = 0.

EXEMPLE 2.12 (expression de la différentiabilité en un point). Avec ces nota-
tions, on peut exprimer le fait qu'une fonction f a valeurs complexes, définie dans
un intervalle ouvert I non réduit & un point et contenant xg, soit dérivable en zq
(seulement & droite ou & gauche lorsque xg est une borne de I). La formulation
(2.18) se lit en effet :

(2.40)
f(xo+h) = f(xo) + f'(z0)h + o (h) au voisinage de h = 0 (dans I, = —zo + I,

comme fonctions de h).

EXEMPLE 2.13 (comparaisons entre fonctions logarithme, puissances, expo-
nentielle). On peut reformuler en ces termes les résultats connus (et, oh combien
utiles!) concernant la comparaison des fonctions logarithme, puissances, et expo-
nentielle (¢f. le cours de MIS101 [Ymis], chapitre 3) :

Ya,B8 >0, (In|t)* = o(|t|™?) au voisinage de t = 0 (dans R*) ;
Ya,B >0, t* = o(e’") au voisinage de + oo ;
Va,B >0, (Int)* = o(t?) au voisinage de t = +o0.

Attention! Si a < B sont deux nombres réels distincts, on a [t|® = o([t|*) au
voisinage de 0, mais [t|* = o(|t|®) au voisinage de +o00 ou —oo. Notons aussi
que Pon conviendra toujours d’utiliser la terminologie (préconisée par ’AFNOR)
In pour désigner la fonction logarithme népérien. Il faut noter toutefois que la
syntaxe des logiciels de calcul symbolique et surtout scientifique utilise tout autant
la terminologie anglosaxonne log.

DEFINITION 2.16 (fonction bornée devant une autre au voisinage d’un point et
notation O). Soit xg € [—00,+00] et f et g deux fonctions & valeurs complexes,
toutes deux définies dans un voisinage?! V de xo. On dit que f est bornée devant
g (au voisinage de g, dans V'), et on écrit alors

(2.41) f =0 (g) au voisinage de z( (dans V),

si et seulement si il existe une fonction B, a valeurs complexes, définie dans un
voisinage V(xg) C V de xg contenant tous les points de V assez proches de g, et
telle que

(Vz € Vo), f(z) = gl(z) x B(x)) et limsup | B(x)] < +oc.

zeV

21. Voir la note en bas de page 2.15 plus haut.
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Ainsi

(f = O (g) au voisinage de z( (dans V))

2.42
(242) = (f = g X B pres de zg dans V, avec limsup|B(z)| < +oo).
eV
REMARQUE 2.21. Si g ne s’annule pas dans un voisinage V (z¢) C V contenant
tous les points de V' assez proches de xg, il est équivalent de dire que f = O (g) au

voisinage de zo (dans V') ou de dire que limsup, . .ev |f(z)/g(z)] < +o0.

DEFINITION 2.17 (fonctions équivalentes au voisinage d’un point, notation ~).
Soit zp € [—o00,400] et f et g deux fonctions & valeurs complexes, toutes deux
définies dans un voisinage 22 V de x¢. On dit que f est équivalente a g (au voisinage
de xg, dans V'), et on écrit alors

(2.43) f~gdansV,
o

si et seulement si il existe une fonction ¢, a valeurs complexes, définie dans un
voisinage V(zg) C V' de xo contenant tous les points de V assez proches de x, et
telle que

(Vm € V(zo), f(z) =g(x) x L,O(.’L')) et lim ¢(z) =1.

T—x(

zeV
Ainsi
(f ~ g dans V)
Zo

(2.44)
— (f =g X @ pres de zp dans V, avec lim ¢(z) = 1).

zeV

EXEMPLE 2.14. On a par exemple

In(1+ z) o dans |0, +o00[; sinx v dans R.

ou encore (un peu plus compliqué ) :

4 l 5
v —— ~ z’exp(—x) dans |1, +o0l.
(22 — cosz)(expx — sin® ) +oo

Signalons pour clore cette parentheése a propos des notations de Landau que les
trois concepts (f = o(g), f = O (g), f ~ g, au voisinage de zg € [—00, +0]) que
nous venons d’introduire dans cette sous-section dans le cadre des mathématiques
< continues 24 > peuvent étre tout aussi bien définis dans le cadre des mathématiques
discretes, i.e lorsque des suites, et non plus des fonctions, sont en jeu : lorsque n
tend vers 400, on a, pour deux suites de nombres complexes (un)n>0 €t (Vn)n>0,

22. Voir encore la note en bas de page 2.15 plus haut.

23. Vérifier le en exercice.

24. L’ensemble des nombres réels se présente en effet comme un continuum, au contraire de ses
sous-ensembles N et Z, par exemple, qui se présentent, eux, comme des ensembles < discrets >,
sur lesquels 'informaticien peut cette fois vraiment travailler.
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les définitions suivantes :

m €, =0;

Up = 0 (V) <= Up = vy X €, pour n > Ny, avec i
n—-+oo

(2.45) Un = O (v,) < u,, = v, X B, pour n > Ny, avec limsup |B,| < +0o0 ;

n—-4o0o
Up ~ Up < Uy = Uy X @, pour n > Ny, avec lim ¢, = 1.
+o00 n—-+oo

2.5. Dérivations d’ordre supérieur et formules de Taylor

s

2.5.1. Différentiabilité a 1’ordre p d’une fonction complexe en un
point. Soit I un intervalle ouvert de R et f : I — C une fonction dérivable
sur I, c’est-a-dire en tout point de I. On dispose alors, on I’a vu précédemment
(¢f. la Définition 2.10), d’une nouvelle fonction f': I — C, la fonction dérivée. On
dit que f est deux fois dérivable (ou deux fois différentiable) au point zq si cette
fonction dérivée f’ est dérivable au point zy. On note alors son nombre dérivé en ce
point f”(zq). On dit que f est deux fois dérivable sur I si f est deux fois dérivable
en tout point xy de I. On peut alors envisager a nouveau la question de savoir si
la fonction f” (notée aussi f(2) pour pouvoir continuer) est dérivable au point z,
etc. Cette premiere approche nous conduit naturellement & proposer la démarche
inductive suivante pour introduire la notion de dérivée a l'ordre p en un point.

DEFINITION 2.18 (fonction p-fois dérivable en un point lorsque p > 2). Soit
p € N*, p > 2. Soit f une fonction a valeurs complexes définie dans un intervalle
ouvert I de R contenant un point xg. On dit que f est p-fois dérivable au point
xo (ou encore, ce qui est mieux, p-fois différentiable en xg) s’il existe un intervalle
ouvert V(xzg) C I, contenant xg, tel que :
— lafonction f = f(©) est dérivable en tout point de V (zg), de fonction dérivée
la fonction f' = f1) : V(zy) — C [cran 1];
— la fonction f' = f) : V(zy) — C est encore dérivable en tout point de
V(z0), de fonction dérivée la fonction f” = f?) : V(zy) — C [cran 2];
— il en est encore de méme pour la fonction £ : V(zy) — C dans ce méme
voisinage [cran 3] ;
— la fonction fP=2) est dérivable en tout point de V(zg), de fonction dérivée
la fonction fP=1 :V(xg) — C [cran p —1];
— la fonction f®P=1) : V(zy) — C est dérivable au point x4 [cran final p].
Les nombres f(k)(xo), k=0,...,p, sont alors appelés nombres dérivés successifs de
f au point xg.

REMARQUE 2.22 (1-dérivabilité, O-dérivabilité en un point). On convient de
dire qu'une fonction (& valeurs complexes) est 1-dérivable en un point zo de R si
elle est définie dans un voisinage ouvert de ce point et dérivable en ce point. Une
fonction (& valeurs complexes) est, par convention, 0-dérivable en un point xy de R
si elle est définie au voisinage de ce point et continue en ce point.

REMARQUE 2.23. Notons que, dans la démarche inductive proposée dans la
Définition 2.18, seul le dernier cran differe des p — 1 précédents. Pour les p — 1
premiers crans, il faut en effet s’assurer que la fonction f*) en jeu (k =0, ...,p—2)
est dérivable sur tout l'intervalle ouvert V(z¢) (qui peut étre strictement inclus
dans I, pourvu qu’il contienne zp). Ce n’est que pour le dernier cran que l'on
vérifie une propriété de dérivabilité ponctuelle, au point zy. Toutes les fonctions
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dérivées f = fO, f/ = fO 7 = f@  f=1 gont bien définies dans tout 'in-
tervalle V(o). Les fonctions f = f(O, f = (U f(P=2) sont en particulier toutes
dérivables, donc continues d’apres la Proposition 2.5, sur tout cet intervalle. Concer-
nant la derniere de la liste (& savoir f(P=1)) la seule information dont on dispose
est qu’elle est dérivable (donc continue) au point xq et, a priori, sauf information
supplémentaire, uniquement en ce point.

DEFINITION 2.19 (fonctions de classe C* sur un intervalle ouvert de R). Soit I
un intervalle ouvert de R. Si f : I — C est dérivable a l'ordre k£ > 1 en tout point
de I et que la fonction f*) : I — C est continue sur I (f et ses k premiéres dérivées
f', ..., ) le sont alors du fait de la Proposition 2.5), on dit que f est de classe C*
sur I (& valeurs complexes). Les fonctions (& valeurs complexes) de classe C° sur
I sont par définition les fonctions continues f : I — C. Si I est un intervalle de
R non réduit & un point (mais non nécessairement ouvert), on dit qu’une fonction
f : 1 — C est de classe C* sur I si et seulement si elle est restriction & I d’une
fonction de classe C* sur un intervalle ouvert I contenant I.

2.5.2. Formule de Taylor-Young. C’est au mathématicien anglais Brook
Taylor (1685-1731) que l'on doit I'idée du développement en série d’infinitésimaux
(dans la < gamme > des fonctions puissance h — h¥ k = 0,1,...) des fonctions
réelles au voisinage d’un point. L’introduction et les chapitres I & VI du passionnant
traité de Lagrange [Lag] mettent bien en lumiere la genese des idées qui ont conduit
a de tels résultats.

THEOREME 2.6 (formule de Taylor-Young?%). Soit f une fonction & valeurs
complezes définie dans un intervalle ouvert V. =]zg — ¢,29 + €| (xo0 € R, € > 0)
et dérivable p + 1 fois au point xo (p € N). On peut écrire, avec les notations de
Landau (cf. (2.39), Définition 2.15) :

p+1 (k)
(2.46) Vhe]— e, flao+h) :Z%huoqmpﬂ).
k=0

La fonction polynomiale :

PHL p(k)
(2.47) Tptilfizo] :heER+— Z fT@ n*

k=0
est appelée partie principale de la série de Taylor de f en xg a l'ordre p+ 1, tandis
que la fonction différence :

p+1
Ryiilfizo] :h €] — e e— flwo+h) - Z — o (|hP*Y)

est appelée reste de la série de Taylor de f en xg a l'ordre p + 1.

REMARQUE 2.24 (le cas p = 0). On observe que, pour p = 0 (f différentiable en
xo), la formule (2.46) n’est rien d’autre que la formule (2.18). La partie principale

heR+— f(il,'()) + hf/((E(])

25. Au nom de Brook Taylor, est ici attaché celui du mathématicien anglais bien plus proche,
William Henry Young (1863-1942), qui posa les jalons du calcul différentiel moderne. La formule
de Taylor-Young est celle, de toutes les formules de Taylor, qui se préte le moins au calcul, car
elle n’est pas explicite. En revanche, c’est celle qui fait appel au jeu d’hypotheses le plus restreint
possible, d’ou son grand intérét du point de vue théorique.
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correspond alors & 'application affine tangente (si ’on pose h = x — xg).

REMARQUE 2.25 (notion d’ordre du développement de Taylor-Young). Le degré
(comme fonction polynomiale) de la partie principale T,11[f;x0] de la série de
Taylor impliquée dans la formule (2.46) est p+1. On constate que le reste Ry,41[f; xo]
impliqué dans cette méme formule (2.46) se trouve étre un o (|h|P™1) au voisinage
de h = 0, donc a fortiori un O (|h|PT!) au voisinage de h = 0, seule information
que 'on retienne sur le reste pour définir 'ordre. L’entier p + 1 est appelé ordre
du développement de Taylor-Young (2.46), lorsque celui-ci est possible (donc sous
les hypotheses du Théoréme 2.6). Si par exemple f est seulement différentiable au
point z¢ (p =0), f admet juste un développement de Taylor-Young & lordre 1.

DEMONSTRATION. Il n’y a pas de restriction & supposer que f soit une fonction
réelle (on raisonne sinon avec les fonctions réelles Re f et Im f, puis 'on ajoute,
apres avoir pris soin de multiplier la seconde par 4, les formules (2.46) écrites pour
ces deux fonctions réelles).

On suppose donc que f : V — R admet une dérivée a l'ordre p + 1 en zy. Les
dérivées jusqu’a lordre p de h €] — ¢, e[~ f(xo + h) existent et sont continues sur
un segment [—n,n] avec 0 < n < € (¢f. la Définition 2.18). La fonction polynomiale

S8 (x0)
|

P
T,f ;o :hERr—)ZThk
k=0

admet des dérivées & tout ordre en tout point de R : la fonction dérivée de h — h*
est en effet h — kEh*~! si k € N*, et est la fonction identiquement nulle si k = 0.
On constate ainsi que :

LTS — W) = [L h Vk=0
[m olf ,CEO]L:O = " (xo) = mf(wo + )} o =0,...,p.
Considérons les deux fonctions :
f(pﬂ)(xo) +1
Y i h€]l =€ el f(xo+h) = Tplf;z0](h) = T PP+ Ry 1 [f5 20 (h)
¢ heR—s hPHL
On a:
Vo e [-n,n]\ {0},
PO =) 1 [P+ h) = fPwo) [ D) |
FP(B) — ¢ (0) ~ (p+ 1) h BRED I

Or la regle de 'Hopital (Proposition 2.10, appliquée ici avec a = —n, b =1, 29 = 0),
appliquée ici p fois de suite, assure que

/ (p) (p+1)
M gy P S
h—0 h—0 h—0 .
hel-mahv(oy ¥ nel-maivioy ¥ hel-man(oy ¥ P

En effet, 'application de la regle peut étre itérée p fois car les dérivées successives
de ¢ jusqu’a l'ordre p inclus ne s’annulent qu’en h = 0 sur R, tandis que les dérivées
successives de 1 jusqu’a Pordre p — 1 inclus s’annulent aussi en h = 0. On trouve
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ainsi :

(P+1) (2
Vhel—nmnl flzo+h)="Tp[f;z0] (h) + (m
= Ty fi20] (h) + o (JH[PH).

Comme la fonction h +— f(xo+h) —Tpy1[f; zo] (h) est définie dans | —e, €[, on peut
bien remplacer (2.48) par (2.46). O

(2.48) * 0(1)) et

2.5.3. La formule de Taylor-Lagrange. Le défaut dont est entaché la for-
mule de Taylor-Young, si 'on entend en faire un outil opérationnel (par exemple
de calcul numérique), est qu’aucune information quantitative précise (autre que le
fait qu’il s’agissse d’un o (|h|P*1)) n’est donnée concernant le reste

h €] — e el Rpyalf; o] (h)

dans la formule (2.46). Comment en particulier ce reste peut-il étre estimé dans un
segment [—n, 7], lorsque 0 < 1 < € est précisé ? Les mathématiciens tels Lagrange,
pour qui la formule de Taylor se devait d’étre, & une époque ou les moyens de calcul
puissants n’existaient pas, un outil avant tout de calcul numérique, ’avaient bien
compris. Il est intéressant de suivre la présentation de la formule de Taylor-Lagrange
directement aux sources, c’est-a-dire en se mettant dans les pas de Lagrange lui-
méme [Lag] (chapitre VI), ce que nous ne ferons pas ici dans cette présentation
moderne. Les hypotheses sont certes plus contraignantes qu’elles ne I’étaient dans la
formule de Taylor-Young (Théoréme 2.6), mais le prix a payer en vaut la chandelle,
car cette fois, le résultat (maintenant presque explicite) est utilisable dans la pra-
tique autrement que théoriquement. Contrairement a la formule de Taylor-Young
(qui est avant tout une formule < locale »), la formule de Taylor-Lagrange est une
formule <« globale ». Comme la formule des accroissements finis (Corollaire 2.2) et
le théoreme de Rolle (Théoreme 2.4) dont d’ailleurs elle dérive, elle ne concerne
cependant que les fonctions & valeurs réelles.

THEOREME 2.7 (formule de Taylor-Lagrange 2°). Soit I un intervalle non réduit
a un point de R et f : I — R une fonction de classe CP sur I (cf. Définition 2.19).
Soient a < b deux points de I, tels que la fonction continue f®) : T — R soit
dérivable sur la,b[. Alors :

et ()

dc G]a, b[, f(b) = Tp[f7 CL] (b — a) + W (b — a)p+1
M) FPH(e) Pt
(2.49) = kz:;) o (b—akJrW(bfa)Jr.

REMARQUE 2.26. Lorsque p = 0, il s’agit de la formule des accroissements finis
(formule (2.25), Corollaire 2.2). Lorsqu’on écrit la formule (2.49) avec une fonction
f de classe CP*! et non plus de classe C?, on en déduit la formule de Taylor-Young
(2.46) en tout point xq intérieur & I. En effet, la continuité en zo de f®*1) donne,

26. Mathématicien d’origine italienne (il est né & Turin, de parents italiens), Joseph-Louis
Lagrange (1736-1813) a introduit le calcul variationnel en mécanique, a développé la mécanique
analytique, s’est intéressé bien sir au calcul infinitésimal, mais aussi & l’astronomie. Ses traités de
cours, professés & I’Ecole Polytechnique et & ’Ecole Normale, comme celui republié en 1813 [Lag],
ont incontestablement faconné I’analyse moderne.
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si on écrit la formule (2.49) entre @ = 0 et b = 1 pour la fonction x — f(zg + zh)
avec h > 0 assez petit :
f(P+1)(x0 +cp)
(p+ 1)
FPH (20)
= T,[f; w0 (£h) + <7
= Tpr1[f;zo] (£h) + o (RPT1) lorsque h — 0.

REMARQUE 2.27 (notion d’ordre du développement de Taylor-Lagrange). Com-
me pour la formule de Taylor-Young (Remarque (2.25)), on persiste & appeler ordre
de la formule de Taylor-Lagrange (2.49) (écrite au point a) I'entier p + 1. Si f(P+1)
est (en plus des hypotheses du Théoréme 2.7) bornée sur |a, b[, cette formule (2.49),
écrite cette fois entre a et a + h avec 0 < h < b — a, s’écrit en effet :

fla+h)=Tp[f:a] (h) +O (")
au voisinage de h = 0 dans [0,b — a], ce qui est en accord avec le comportement
fla+h) =Ty[f:a] (h) + o (h7+)

que donnerait la formule de Taylor-Young (2.47) écrite & 'ordre p + 1 au voisinage
du point a (car un o (hP™1) est a fortiori un O (hP+1)).

flroxh) = T,[f;x0) (£h)+ (£h)PT pour un ¢, €]0, h[

+o (1)) (£h)P*1

DEMONSTRATION. On pose

(2.50) api= ot (10 = Tl (0~ )
La fonction
(2.51) gp T € [a,b] — f(b) —Tp[f; 2] (b—z) — (prl)! (b — x)Pt!

a été construite pour que g,(a) = 0 (par le choix précisément de la constante ay,).
Mais on constate que I'on a aussi g,(b) = 0 car T,[f;b](0) = f(b). Comme f®)
cette fonction est dérivable sur ]a,b[ par hypothéses. On peut donc appliquer le
théoréeme de Rolle (Théoréme 2.4). 11 existe donc ¢ €]a, b[ tel que g,(c) = 0. Or,
puisque

P k) (g
Bl 0 —a) = S L oy
k=0

on a (en utilisant la regle de dérivation d’un produit, cf. le cours de MIS101) :

YV €la,b,
p (k+1) T p (k) T
g BUwe-n] = S eont -3 e -0t

+1

_ 3 F®) () S 3 f¥) () _ )kl

B ;(k—l)!(b ) ,;(k—l)'(b :
(P+1) (o

= Sz p!( )(b—x)p.

On a donc :
7f(p+1)(x)
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On a donc ¢'(c) = 0 avec ¢ €a, b| si et seulement si a, = fPT(c). En reportant
dans (2.50), on obtient bien la formule (2.49) voulue. O

Il existe une version que l'on pourrait qualifiée de < décentrée > de la formule
de Taylor-Lagrange. Nous donnons ici cet énoncé a titre d’exercice. Comme ce
résultat concerne l'interpolation des fonctions réelles par les fonctions polynomiales
(qui, elles, comme les fonctions rationnelles, sont codables en machine, alors qu’une
fonction quelconque ne est pas en régle générale!), on devinera aisément son im-
portance dans tous les champs ou informatique et calcul numérique sont impliqués.

PROPOSITION 2.13 (formule de Taylor-Lagrange et interpolation polynomiale).
Soit I un intervalle non réduit a un point de R et f : I — R une fonction de classe
C? sur I (cf. Définition 2.19). Soient a < b deux points de I, tels que la fonction
continue f® T — R soit dérivable sur la,bl. Soient a < mp < x1 < ---<xp <b
p+1 points distincts du segment [a,b]. Soit T,|f; %o, ..., xp] l'unique polynéme?" de
degré p tel que

(2.52) flzw) =Tplf; 20, ... zp) (), k=0,...,p.
Alors :

YV € [a,b],
(2.53) (x —xz0)...(x —

Sea b, f(x) ~ Tylfim0,y) () = )yt

Cz).
(p+ 1) )
DEMONSTRATION. Comme celle de la formule de Taylor-Lagrange (2.49), elle
repose sur le théoreme de Rolle (Théoreme 2.4), appliqué cette fois, non plus une
fois, mais plusieurs fois. La formule (2.53) est vraie si x est égal & 'un des zy,
k =0, ..., p, puisqu’alors les deux membres sont nuls. On peut donc supposer x # zy,
k=0,...,p. On pose :
(p+ 1) (
flx) =T, f;x0,...,x x)
(x—xo)(x—xp) () P[ P]()

(on notera Panalogie avec la définition (2.50) de ¢y, dans la preuve de la formule
(2.49)). On considere la fonction :

a(x) ==

oz
g t€la,bl— f(t) — Tplf; zo, ..., xp|(t) — (p—f—i)' (t—x0)...(t—xp)
(on notera encore l'analogie avec la construction (2.51) de la fonction g, dans le
preuve de la formule 2.49). Cette fonction g (qui est de classe CP sur [a, b] et de plus
dérivable & l'ordre p+ 1 en tout point de ]a, b[) s’annule aux p+ 2 points (distincts)
x0, ..., Tp, x de [a,b]. D’aprés le théoreme de Rolle, la fonction ¢’ s’annule en au
moins (p+2) — 1 = p+ 1 points de Ja,b] (un dans chaque intervalle entre deux
points distincts consécutifs pris dans la liste des p+2 points {zo, ..., zp, x}). Suivant
le méme principe, la fonction ¢” = ¢(2) s’annule (toujours en appliquant & nouveau
le théoreéme de Rolle) en au moins (p+ 1) — 1 = p points distincts de ]a, b[. On peut

27. Qu’il existe un unique tel polynoéme (dit d’ailleurs polynéme d’interpolation de Lagrange
auzx points xo, ..., Tp) releve de l'algebre linéaire : le R-espace des fonctions polynomiales de degré
p est un R-espace vectoriel de dimension p+ 1. Or le systéme (2.52) se présente comme un systéme
linéaire sans second membre de p+ 1 équations en p+ 1 inconnues en les coefficients du polynéme
inconnu cherché. Le déterminant de ce systéme est en fait un déterminant de Vandermonde non
nul (¢f. le cours d’Algebre 1 ce semestre).
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poursuivre ainsi, jusqu’a trouver, au termes de p + 1 applications du théoreme de
Rolle (toujours justifiées au vu des hypotheses sur f), que ¢t gannule en au
moins 1 = (p+2) — (p+1) point ¢, de ]a, b[, ce qui signifie, puisque T}, [f; zo, ..., Tp]
est une fonction polynomiale de degré p, que

97 V(e,) = F7(e,) — ala) = 0.

Ceci acheve la preuve de la formule (2.53). O

2.5.4. L’inégalité de Taylor-Lagrange. Du fait qu’elle repose, comme on
vient de le voir (¢f. la preuve du Théoréme 2.7) sur le théoreme de Rolle, la for-
mule de Taylor-Lagrange (2.49) du Théoréme 2.7 (comme d’ailleurs la formule des
accroissements finis) est fausse pour les fonctions & valeurs complexes. Concernant
les accroissements finis, nous avons cependant pu sauver une partie des meubles
en montrant que les fonctions a valeurs complexes obéissaient a l'inégalité des ac-
croissements finis (2.28). Il en sera de méme ici, et nous pouvons énoncer, pour
les fonctions & valeurs complexes cette fois, 1'inégalité de Taylor-Lagrange (bien
souvent tout aussi efficace dans la pratique que ne 'aurait été une égalité ici en
défaut).

THEOREME 2.8 (inégalité de Taylor-Lagrange). Soit I un intervalle non réduit
a un point de R et f : I — C une fonction de classe C? sur I (cf. Définition 2.19),
a valeurs complexes cette fois. Soient a < b deuzx points de I, tels que la fonction
continue fP) : I — C soit dérivable sur |a,b[. Alors :
(2.54)

. _ - f(k)(a) c (b_ a)P-i-l p+1
’f(b)—Tp[f,a] (b—a)‘ = ‘f(b)_kzo Kl (b_a)k < W ziﬁlal?b[‘f( + )(l‘)|

DEMONSTRATION. Elle reprend pratiquement celle de I'inégalité des accrois-
sements finis (2.28) (Théoreme 2.5). Soit V' le vecteur du plan ayant pour affixe

le nombre complexe affixe f(b) — T,[f;a] (b — a). On suppose V # 0 (car sinon
I'inégalité (2.54) est vraie, le membre de gauche étant nul). Soit 7 = (v1,12) le
vecteur unitaire V/||V||. Si f(z) = u(x) + iv(x), on introduit la fonction

F zel0,1]—
vi (u(a+ (b= a) = Tylual (w(b - 0)) )+
+un (v(a +a(b—a)) — Tylv; a) (z(b — a))).
On observe que :
F(1) = FO) = w(u(®) = Tylusa] (b= a)) +va (v(b) = Ty[v;8] (b — @)
(2.55) = [f(0) = T,[f;a] (0 - a)|.

La fonction F' est une fonction réelle de classe C? sur [a, b], dérivable & 'ordre p+1
sur |a, b[ dont, en plus, tous les nombres dérivés F*)(0), k = 0, ..., p, sont nuls (on
le vérifie facilement). On peut donc lui appliquer la formule de Taylor-Lagrange
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(2.49) et conclure qu’il existe ¢ €]0, 1] tel que :

7 F®t(¢)
PO -FO) =
(2.56) = m (Vlu(p+1) (a+cb—a))+ v+ (a+c(b— a))).

L’inégalité de Cauchy-Schwarz dans le plan (vue en Terminale) implique :
viuPtY (a+cb—a))+ vyu(P+1) (a+c(b— a))‘ < w1 (a + (b —a)|
= |f""(a+c(b - a))

sup [ £+ (x)].
z€la,b]

IN

On a donc bien, du fait de (2.56) :

b—a p+1
U e 1)
(p+1)' z€la,b]

En reportant dans (2.55), on obtient bien I'inégalité (2.54) voulue. O

F1) = FO0)=|F1) - FO) <

2.5.5. La formule de Taylor avec reste intégral. Un reproche que 1’on
peut encore faire & la formule de Taylor-Lagrange (2.49), écrite a ordre p+1 lorsque
cela est possible, outre le fait qu’elle ne s’applique qu’aux fonctions a valeurs réelles,
est que le point ¢ €]a, b qui y figure n’est pas explicité : la seule information dont on
dispose est ¢ €]a, b[. Pour pallier & cet état de fait, nous allons, sous des hypothéses
un peu plus contraignantes que celles du Théoreme 2.7, proposer une formule ou le
reste soit cette fois en un certain sens completement explicite. Cette formule repose
sur le théoreme fontamental de l’analyse que 1’on rappelle en préambule ici (voir
par exemple [Ymis], section 3.8.2) :

THEOREME 2.9 (théoréme fondamental de I'analyse). Soit [, 8] un segment de
R et g une fonction de classe C* sur [a, B (au sens de la Définition 2.19 : g est
dérivable sur (o, 8] et ¢’ : [, B] = C est continue). On a

(2.57) Vi€ fa. 8l gle) ~g(a) = [ g0

THEOREME 2.10 (formule de Taylor avec reste intégral). Soit I un intervalle

non réduit a un point de R et f : I — C une fonction a valeurs complexes de classe
CPTL sur I (cf. Définition 2.19), ot p € N. Soient a < b deuz points de I. On a

—q)Ptt 1
10 = Tylria] 06— 0) + T [ o oo - @) a
(2.58) b St g
= kz ! k!( ) (b—a)* + b= p!) ’ /0 (1= t)?fPT (a + (b — a)) dt.
=0

REMARQUE 2.28. Le reste est cette fois < explicite >, hormis le fait qu’il im-
plique une intégrale pour laquelle on ne dispose en général pour le calcul que de
méthodes numériques 2%. Autre avantage, la formule s’applique indifféremment aux

28. Vouloir par exemple la calculer par parties reviendrait de fait & redémontrer la formule de
Taylor, ce qui serait tourner en rond ... Au fait, la valeur de cette intégrale est
CE GO
(b — a)P-‘rl




68 2. FONCTIONS CONTINUES ET FONCTIONS DERIVABLES

fonctions a valeurs réelles ou complexes. Le seul inconvénient vraiment reste que
les hypotheses sont plus fortes que pour la formule de Taylor-Lagrange (2.49).

REMARQUE 2.29 (ordre de la formule de Taylor avec reste intégral). La partie
principale du développpement de Taylor (au point a) impliquée dans (2.58), soit
ici Tp[f;a] (b — a), est exactement la méme que celle impliquée dans la formule
de Taylor-Lagrange (2.49). Il faut toutefois noter que les hypotheéses sont ici plus
contraignantes, car la fonction f doit cette fois étre de classe CP*! sur [a, b], i.e. la
dérivée fP+1) sur Ja, b[ doit pouvoir se prolonger en une fonction continue sur [a, b].
La formule (2.58), écrite cette fois entre a et a + h, avec 0 < h < b — a, s’écrit :

fla+h) =Ty[f;a] (h) + O (W)
au voisinage de h = 0 dans [0,b — a]. Il est donc encore naturel de définir lordre

de la formule (2.58) comme étant encore p + 1 (en accord donc avec les remarques
2.25 et 2.27 précédentes, méme si les hypotheses sont ici plus lourdes).

REMARQUE 2.30 (Attention aux facteurs factorielle!). Attention au facteur
1/p! (au lieu de 1/(p + 1)! devant le reste de la formule de Taylor-Lagrange (2.49)
a lordre p+ 1), devant le reste cette fois de la formule de Taylor avec reste intégral
(2.58) écrite au méme ordre p+ 1. Il n’existe malheureusement pas pour parer a ce
probléme de < truc » mnémotechnique !

DEMONSTRATION. La preuve utilise une astuce au départ, mais est ensuite tres
facile (c’est la plus facile des preuves des trois formules de Taylor). On introduit
(voila I'astuce, sortie du chapeau!) la fonction

p k
€[0,1] > g(t) = a k!t) F®(a+tb—a))(b—a)t.
k=0
On note que g(0) = T,,[f; a] (b—a) et que g(1) = f(b). Cette fonction g est de classe
C" sur [a,b] puisque f est de classe C**1) sur [a,b] par hypotheses. On dérive la
fonction g sur [0, 1] en utilisant la régle de dérivation des produits ainsi que la régle
de Leibniz de dérivation des fonctions composées (voir le cours de MIS101, [Ymis],
chapitre 3). On a ainsi :

vtel0,1], ¢'(t) =
= f'la+td—a) —a+z[ 14 f(k)(a+t(b a)) (b —a)*
k=1
+(1;t) f(k+1)( (b—a)) (b_a)k+1]

On constate que les termes de cette somme < télescopique > se détruisent deux-a-
deux tous (sauf un, le dernier) lors de 1’addition, et qu’il ne reste au final que :

(2.59) Vtel0,1], ¢(t) = (1p't)p FP (@ +t(b—a)) (b—a)PT

On conclut & appliquant le théoréme fondamental de ’analyse (Théoreme 2.9) a la
fonction ¢ sur [0, 1], ce qui donne :
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ce qui est, compte tenu de g(0) = Tp[f;a] (b—a), g(1) = f(b), et (2.59), la formule
(2.58) voulue. O

2.6. Développements limités (DL) des fonctions en un point

2.6.1. Développement limité d’une fonction 4 un ordre donné en un
point donné de R. L’étude locale des fonctions numériques (& valeurs réelles
ou complexes) au voisinage d’un point zo de R s’avere capitale pour beaucoup
d’applications pratiques, qu’elles relevent des mathématiques, du calcul scientifique,
ou de l'informatique. L’un des objectifs majeurs en est 'approximation de plus en
plus précise de la fonction en question par des fonctions plus simples, en ’occurence

des fonctions polynomiales, codables, elles, en machine 2.

On a observé (cf. Pexemple 2.13) que, si k1 < ko sont deux entiers positifs ou nuls
distincts, alors |h|*2 = o(|h|**) au voisinage de h = 0 dans R. Ceci permet d’établir
une hiérarchie des fonctions h +— |h|*, k € N, dans cet ordre :

(2.60) his [h|® =1, hs |h], hs |2, ., b [R5 B [R|FTE L

de maniére a ce que, dans cette < gamme > ou < échelle > ainsi constituée, une
fonction soit un o de la fonction précédente au voisinage de h = 0 dans R. Une
telle liste de fonctions ainsi ordonnée (une fonction de la liste est, au voisinage de
h = 0, un o de celle qui la précede) constitue ce que 1'on appelle une échelle de
comparaison pour ’étude des fonctions numériques au voisinage de l'origine. Cette
échelle particuliere est appelée ici échelle des fonctions puissance (au voisinage de
Porigine).

DEFINITION 2.20 (développement limité en un point zy € R, dans I’échelle des
fonctions puissance). Soit xg € Ret f : I — C une fonction numérique définie dans
un intervalle I non réduit a un point et dont ’adhérence contient xq. Soit n € N.
On dit que f admet un développement limité (en abrégé DL) a l'ordre n au point
xo dans ’échelle de comparaison des fonctions puissance si 'on peut écrire :

Vhely,=-z+1, flwo+h)=>_ aph®+o(h")
(2.61) P

(au voisinage de 0 dans I,),

ou les n + 1 constantes ao, ..., a, sont n + 1 nombres complexes.

REMARQUE 2.31. On n’impose pas ici a I'intervalle I d’étre ouvert, ni de conte-
nir zy. Par exemple, la fonction f peut fort bien n’étre définie que dans un voisinage
Jxo — €, 0] ou bien [zg,zg + €[, c’est-a-dire seulement & gauche (resp. a droite) du
point xg.

Pour que la Définition 2.20 soit consistante, il faut s’assurer que les constantes
ag, ---, an, impliquées dans (2.61), si toutefois elles existent, sont bien uniques. C’est
ce qu’assure précisément la proposition suivante.

PROPOSITION 2.14 (unicité du DL & ordre n en un point zg € R). Soit xg € R
et f: 1 — C une fonction numérique définie dans un intervalle I non réduit ¢ un
point et dont l’adhérence contient xo, admettant un DL a l'ordre n € N (du type

29. On code une fonction polynomiale de degré donné p comme un vecteur ligne de longueur
p+ 1, & savoir le vecteur de ses coefficients.
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(2.61)) au voisinage de xog dans I. Alors les n + 1 constantes complezxes ag,...,an
impliquées dans (2.61) sont parfaitement déterminées en termes de la fonction f.

DEMONSTRATION. On observe que, si I'on a (2.61), alors nécessairement :
ag = lim f(l‘o + h)
Wel,,
. 20+ h)—a
a; = lim —f( 0 )= a

h—0 h
helz,

. flwo+h)—ap—arh
as = lim

h—0 ]’L2 7
hEl,

f(xo+h) — Zk: ah!
=0

ag4+1 = lim

h—0 hk T
hels,
n—1 .
f(:L'o + h) — Z alh
a, = lim =0
" h—0 h,n
h€ly,

Ceci prouve bien que les coefficients ay, k = 0, ..., n, se calculent de proche en proche
a partir de la connaissance de la fonction f dans I (ou, ce qui revient au méme, &
partir de la fonction h — f(zg+h) dans I,, = —x¢ + I), et sont donc parfaitement
déterminés des que cette fonction est connue. O

Un exemple tres important de DL est celui qu’ont les fonctions numériques f

I — C (ou I est un intervalle non réduit & un point et contenant un point donné
xo € R), dérivables a l'ordre p 4+ 1 en xg. On rappelle (¢f. la section 2.5.1) que cela
signifie que f est de classe CP (au sens de la Définition 2.19) dans un intervalle
(non nécessairement ouvert, mais non réduit & un point) V(zy) (contenu dans I
et contenant zg) et que la fonction f) : V(xg) — C est dérivable au point xo
(seulement & gauche ou & droite si xy est une borne de V(z)).

PROPOSITION 2.15 (différentiabilité & Pordre p+1 et DL). Soit I un intervalle
de R non réduit a un point et xg € I. Soit f : I — C une fonction a valeurs
complezes définie dans I et dérivable a 'ordre p+1 (ot p € N) au point xg. Alors f
admet un DL a Uordre p+ 1 au point xg, ce DL étant le développement de Taylor-
Young a lordre p+ 1, a savoir :

p+1 f(k)(xo)
(2.62) Vhel,=—x+1, f(x0+h):ZT

k=0

hY 4+ o (|h[PTY).

DEMONSTRATION. 11 suffit d’appliquer la formule de Taylor-Young ((2.46),
Théoréme 2.7) & la fonction f. On sait en effet qu’il est possible (suivant la Définition
2.19) de prolonger f en une fonction de classe C? dans un intervalle ouvert |xg —
€, Zo + €[ contenant xg et ayant une dérivée a l'ordre p + 1 au point zg. Le fait que
(2.62) soit le DL de f & l'ordre p+1 au point xq résulte du résultat d’unicité prouvé
dans la Proposition 2.14. [
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REMARQUE 2.32 (Attention!). Si f : I — C (I contenant z et non réduit a
un point) a un DL & l'ordre 1 en zg, on a

Vh S I:voa f(fl’o +h) = Qg +a1h+0(|h|)a

ce qui signifie (¢f. la Définition 2.4 et plus particulierement la formulation (2.18))
que f est dérivable en z, de nombre dérivé f'(zg) = a;. Mais, si f est dérivable
au voisinage de xg et admet un DL a l'ordre 2 en x, soit :

(2.63) Vhe I, flzg+h)=ao+arh+ah®+o(|h?),

il ne faut surtout pas croire que ceci implique que f admette une dérivée a l'ordre
2 en xg. Par exemple, la fonction

3 sin 1 siz#0
(2.64) fireR— x?

Osiz=0

admet pour DL a l'ordre 2 en O :
f(h)y=o(|h]*) (a0 =0a1=10a3=0);

elle est donc dérivable en 0, avec f/(0) = 0; la fonction f est certes aussi dérivable
en tout point = # 0, mais la fonction f’ est définie en dehors de l'origine par :

Vr eR*, f'(z) = SxQSiné -2 COS%
(on utilise la régle de dérivation d’un produit et la régle de Leibniz, cf. le cours de
MIS101, [Ymis], chapitre 3) et n’a pas donc de limite lorsque x tend vers 0 (puisque
la limite, lorsque x tend vers 0, de x ~ cos(1/x?) n’existe pas, cf. 'exemple 2.3
de la fonction z +— sin(1/|z|) ol la situation est identique) ; la fonction f proposée
en (2.64) n’a donc pas de dérivée seconde en 0 car sa fonction dérivée n’est pas
continue en 0.

EXEMPLE 2.15 (DL des fonctions puissance et généralisation de la formule du
binéme). On sait que si @ € N :

(2.65) VheR, (1+h)* = f: (Z‘) Kk

ol les nombres (entiers naturels) définis par :

a\ al _ala—1)---(a—k+1)
k)_k

(2.66) Vke{0,...,a}, < (a— k)! k!

désignent les coefficient binomiauz®’; la formule bien connue (2.65) n’est rien
d’autre en effet qu'un cas particulier de la formule du bindme (cf. le cours de
MIS101, [Ymis], section 1.9.6). Si maintenant « désigne un nombre complexe, la
fonction

(2.67) z €] —1,400[— (1 +2)* :=exp (aln(l + z))

30. On sait (cf. le cours de MIS101, [Ymis], chapitre 1, section 1.9.6) que (i) représente le
nombre de parties a k éléments dans un ensemble contenant en tout a éléments.
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est une fonction (& valeurs complexes) admettant des dérivées a tout ordre en tout

point de | — 1, +o00[ (en particulier en z¢ = 0), la k-ieme fonction dérivée (k € N*)
de cette fonction (2.67) sur | — 1, +o0] étant la fonction :
dk
z €)= 1400l — (1 +2)°| =ala—1) - (@—k+1) (1 +2)°7

On déduit alors de la Proposition 2.15 que, pour tout nombre complexe «, la fonc-
tion
z €] — 1,400 (1 +2)

admet, pour tout p € N, un DL a l'ordre p+ 1 en zg = 0, ce DL étant :

p+1
(2.68) Vhe]l—1,4o00, (1+h)*= Z (:) h* + o (|h[PFY),

k=0
ol les nombres complexes :

k k!

(0! = 1 par convention) désignent les nombres (cette fois complexes) que I'on appelle
les coefficients binomiaux généralisés. On notera que lorsque a € N, les coeflicients
binomiaux généralisés (Z) sont nuls deés que k > « et coincident avec les coefficients
binomiaux (2.66) des que k < a. Le DL (2.68) a I'ordre p + 1 en 0 de la fonction
x €] = 1,1[— (1 4 z)* apparait ainsi comme une généralisation de la formule du
binéme (2.65). Si o > 0, on peut écrire, pour tout o € C :

Va €]—1/z0, +o0], (wo+x)* = xf(1+z/x0)* := exp(alnzo) xexp (aln(1+z/x¢)).

(2.69) VkeN, <O‘> al@a—1)---(a-k+1)

La fonction
x €] —1/xg, +oo[— (g + x)°
admet donc, pour tout p € N, un DL a l'ordre p + 1 en 0, soit :

p+1
(2.70) Vh €] = 1/xg, +00l, (zo+h)* = (;‘) o7 RE + o(|hPHY).
k=0

Cette formule (2.70) (qui représente le DL & 'ordre p + 1 de la fonction puissance
x €]0, +oo[— z* := exp(alnz) au point xy) généralise la formule du binéme bien
connue dans le cas ol o € N, a savoir :

«@
YheER, (z0+h)* = <z> 2O RRE.
k=0

EXEMPLE 2.16 (exponentielle et logarithme). La fonction 2 € R — exp x est
une fonction indéfiniment dérivable sur R, toutes ses fonctions dérivées successives
étant égales & © — expx (cf. le cours de MIS101, [Ymis], chapitre 3). Pour tout
zg € R, pour tout p € N, on déduit donc de la Proposition 2.15 que la fonction
exponentielle admet le DL suivant a 'ordre p+ 1 en xg :

P+l

(2.71) VheR, exp(xg+ h) = Z GXPT('xO) h* 4o (Jh|PTY).
k=0 '

La fonction z €]0, co[— Inz est aussi une fonction indéfiniment dérivable sur R,
et, comme :

d 1
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on a:

Vi >1, %[lnx] _ DY 'ék_l —(k=2) _ (—1)k-1 (k ;kl)! V> 0.

La fonction = €]0, +oo[— Inx admet donc, pour tout entier p € N, un DL & I'ordre
p+ 1 en tout point zy €]0,+00|, ce DL étant donné par :

p+1 (1)1 K
(2.72) Vh €] —xg,+oo[, In(xg+ h) =Inzo + ; T(;Q) + o(|hPT).
On a en particulier,si zg =1 :
h2 h3 h2 h3
In(1+h) = h—7+§—- 4o (JhP) et In(1—h) = —h—?—g—- 4o (|hPTh)

(noter qu’il n’y a que des signes — dans le second développement ci-dessus).

EXEMPLE 2.17 (DL des fonctions trigonométriques). Les nombres dérivés suc-
cessifs des fonctions sin et cos en un point xy se déduisent du fait que ces fonctions

vérifient I’équation différentielle du second ordre y” = —y. On a donc, pour tout
keN:

d2k dgk

Tu2k [sinz] = (—l)k sin x, m[COS 7| = (_1)k CoS I

d2k+1 d2k+1

[sinz] = (=1)* cos [cosz] = (—1)*sin .

dp2k+1 dp2k+1

Les DL de Taylor a ’ordre 2p + 1 des fonctions sin et cos en en point xy sont donc
donnés (suivant la Proposition 2.15) par :

p .
. ST COS T
sinao +h) = (1" (2k)(|) il iﬁ) o (|h]*P )
k=0 ' :
p .
COS T Sinx
costeo +h) = DD (Tt ~ g i) A+ o (hH).
k=0

Dans le cas particulier ou g = 0, on trouve pour les fonctions sin et cos les DL
suivants a l'ordre n € N* :

: (_1)k 2k n h3 h5 n
sinh= > mh +o(h") =h— "=+ 55— Fo(hl")
(273) 2k+1§: l)k. h,2 h,4
cosh = kz<: ). ¥ +o(lh") =1 - Z+ﬂ — -+ o(|h™).
2k<n

2.6.2. Opérations sur les DL. Soient f et g deux fonctions a valeurs com-
plexes, définies dans un intervalle I non réduit & un point et dont I’adhérence
contient xg, ayant toutes deux des DL aux ordres respectifs m et n en g, c’est-a-
dire :

Vhe L, f(zo+h)=>Y_ axh®+o(|h™),

(2.74) F=0

Vh€ L, glzo+h) =Y bph* +o(|h[").
k=0
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On observe, en remplagant chaque fois f(xzo + h) et g(zo + h) par leurs DL (2.74)
respectifs, que :
— la fonction somme f+ ¢ : I — C admet un DL a 'ordre min(n, m) en x,

a Savoir :
min(m,n)
(275)  VhE Ly, (f+g)@o+h)= > (ar+by)h* +o(|h™mm).
k=0
— la fonction produit f x g : I — C admet un DL & l'ordre min(n,m) en x,
& savoir :
min(m,n)  k
(276)  VhE Ly, (fxg)@o+h)= ) (Zalbk_l) hE 4 o (|h[mintmm)y,
k=0 1=0

Il reste & parler du DL d’un quotient f/g lorsque les deux fonctions f : I — C et
g : I — C (avec xg € I) ont toutes deux des DL du type (2.74) en xq, avec by # 0
(i.e. g(xg) # 0). Pour cela, il faut rappeler un algorithme avec lequel vous étes sans
doute moins familiers que celui de la division euclidienne des polynomes, celui de la
division des polyndmes suivant les puissances croissantes. Cet algorithme est, plus
encore que celui de la division euclidienne, d’un usage tres fréquent en informatique.

PROPOSITION 2.16 (algorithme de division suivant les puissances croissantes de
deux polynémes). Soient

AX)=ar+ a1 X+ 4+ap,X"™ e BX)=b+b X+ 40, X"

deuz polynémes a coefficients complexes, avec by # 0. Il existe une unique suite
(uk)ken de nombres complexes, se calculant algorithmiquement, telle que

(2.77) VE e N, Xk divise  A(X) — Qr(X)B(X), o1 Qu(X Zule

Le polynéome Qy, figurant dans (2.77) (de degré au plus égal a k) est dit quotzent”
a Dordre k dans la division de A par B suivant les puissances croissantes, tandis
que le polynéme A(X) — B(X)Qw(X), divisible par X*+1, est dit “reste” a l’ordre
k dans la division de A par B suivant les puissances croissantes.

DEMONSTRATION. L’unicité de la suite(uy)g>o tient au fait que, pour h suffi-
sament voisin de 0 dans R, on a, si A(X) — Qr(X)B(X) = R (X) = XFF18,(X) :
A(h)

B(h

= Qi (h) + h*! i;(( ) Zulhl + 0 (|h|*) au voisinage de 0

~—

(car 1/B est continue puisque by # 0, donc bornée, au voisinage de h = 0, et qu’il
en est de méme de la fonction polynomiale Si). La Proposition 2.14 agsure I'unicité
des coefficients ug, ..., ug. Ceci étant valable pour tout k£ € N, on a bien unicité de
la suite (uk)kzo.
Reste a trouver algorithmiquement les coefficients ug, u1, ..., de proche en proche.
Voici comment on procéde, apreés avoir noté Ag(X) := A(X) :
— on pose ug = ag/bg, puis on forme Ay(X) — uoB(X) = XA;(X), avec
A1(X)=a19+ a1 X + -+ (soit ajo = A1(0));
— on pose u; = ai19/bp, puis on forme A;(X) — u; B(X) = XAy(X), avec
AQ(X) = ago + ang + - (SOit asp — AQ(O) N
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— on pose uz = agg/bp, puis on forme Ay(X) — usB(X) = X A3(X), avec
Ag(X) = aso + CL31X + - (SOit asp = Ag(O)), etc.

Les nombres ug, u1,us, ..., sont ainsi construits algorithmiquement de proche en

proche. [

PROPOSITION 2.17 (quotient de deux DL). Soient f : I - Cetg : I — C
(avec xo adhérent a I) deux fonctions ayant toutes deux des DL du type (2.74)
en xg, avec by # 0 (i.e. limy ., g(x) # 0). Alors la fonction f/g est définie dans
un intervalle J C I non réduit a un point et dont l’adhérence contient xo. Cette
fonction f/g :J — C admet en xg un DL a l'ordre min(m,n), donné par :

min(m,n)
(2.78) Vh e Ju, f(xo +h)= > uphF+o (),
g k=0

ot les uy, k € inf(m,n) sont les min(m,n)+ 1 premiers termes de la suite (ug)r>0
obtenue en effectuant la division suivant les puissances croissantes (cf. la Proposi-
tion 2.16 ci-dessus) du polyndéme Zgl apX* (correspondant a la partie principale
du DL de [ en xq a l’ordre m) par le polynéme Zg b X* (correspondant  la partie
principale du DL de g en xq¢ d lordre n).

DEMONSTRATION. La fonction g admet par hypothéses le DL & 'ordre n :

n
g(xo +h) = Zbkhk +o0(]h|"™) (au voisinage de 0 dans I,)
k=0
en xg. Elle est donc continue en xg, une fois prolongée par continuité en posant
g(xo) = bo. Comme g(zg) = by # 0, il existe un intervalle J inclus dans I, non
réduit & un point et dont I'adhérence contient xg, tel que g ne s’annule pas dans
J. La fonction f/g est bien définie dans J. On écrit, pour h € J,, assez voisin de

0 (suffisamment proche pour que h — > byh* ne s’annule pas, ce qui est possible
car bg #0) :

f >0 akh® o(lh[™) 3¢ axh®
“(zg+h) = + = + o (JhI™
g = et o+t glaa+my UM
Zgnakhk
= - +o(|h|™
T DR
Zglakhk 1 :
_ ) - +o(lh min(m,n)
>0 bih® <1 + (o (Jp™)/ 220 bkhk)) (1 )
makhk n min(m,n
= Lo (") + o ()
0
On en déduit :
f makhk min(n,m
E(%Jrh) = %Jroﬂm (rm))
min(m,n) i
hmm(m,n)+1S . (h) )
_ u hk—i- _ min(m,n) +o hnnn(m,n)
kz:o ' 220 bih* (‘ | )
min(m,n)

— Z ukhk +o (‘h|min(n,m)) )
k=0
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Cela fournit bien le DL (2.78) pour f/g au voisinage de xg, & Uordre min(m,n). O

Il reste enfin a envisager la composition de DL.

PROPOSITION 2.18 (composition de développements limités). Soit f : T — C
une fonction ayant un DL a l'ordre m € N :

(2.79) Vhe Ly, flzo+h) =Y axh®+o(h™)
k=0

en un point xg € I. On suppose que f(I) contient un intervalle J (dont ’adhérence
contient yo = limy 4, f(x) = ag) et que g : J — C est une fonction admettant un
DL a lVordre n € N :

n

(2.80) VH € Jy, =—yo+J, gyo+ H) =>_ BpH* +o0(|H")
k=0

au point yo = limg 4, f(x) = ag. Alors la fonction g o fig-1y : f~1(J) = C
admet un DL a Uordre min(m, n) en xo, donné par :

(2.81) Vhe (fHT))ay, (g0 f)(zo +h) = R(h) + o (|h[™nmm),

ot R est (lorsque m € N*) le reste de la division euclidienne du polyndme

n inf(m,n)
P(X):ZBk( 3 alhl)k
k=0 =1

par le monéme X™(mm+L (R — By sim =0).

DEMONSTRATION. Pour h € (f~1(J))s, C ILs,, on utilise le DL & l'ordre m de
f en o (donné par (2.79)) pour écrire :

fl@o+h)=yo+ Y arh® +o(|h|™) =yo+ O (|h]) = yo + H.
k=1

On reporte ensuite dans le DL & l’ordre n de g en yo (donné par (2.80)) pour écrire :

g(f(wo+h)) = yo+ ZBka +o(|H[") = By + ZBka +o([h]")
k=1 k=1

inf(m,n)

= Bt B Y @) oA +o(hm
k=1 =1

inf(m,n)

= BO+ZBI<:< Z Cllh,l)]€ +0(|h|m)+0(|h|min(nz,n))
k=1

=1
_ Q(h)hmin(m,n)Jrl +R(h) +O(|h|min(m,n))
= R(h) + o (|h[™mCmm).

On obtient bien ainsi le DL (2.81) voulu pour g o f en zp. a
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2.6.3. Intégration de développements limités. Soit f : I — C une fonc-
tion continue sur I admettant un DL & l'ordre n € N au point xg de Uintervalle I
(non réduit a un point). On a donc :

(2.82) Yu €I,y =—xo+1, f(zo+u) = Zaku +o(Jul”) = Zaku + |ul™e(u),

ou ag = f(xgp), ai,...,a, sont n + 1 constantes complexes, et ou la fonction € est
continue sur I\ {zo} (comme quotient de fonctions continues) et prolongeable en
une fonction continue sur I (en posant €(0) = 0). En intégrant entre 0 et h € I,
Iégalité (2.82) (entre fonctions continues de u sur I, ), on trouve :

(2.83)

n+1 hk n+1
Vhe[mo,/ Flzo+u) du—Zak j— / u|™e(u du—Zak M +o (|n|" 1 ;
0

en effet :

h
Vhe L, / jul"e(u) du| < A"+ sup [e(th)] = [A]" &)
0 t€[0,1]
avec }lLir% €(h) = 0. On est donc en mesure d’énoncer la régle suivante :
—

PROPOSITION 2.19 (intégration terme-a-terme d’un DL). Soit I un intervalle
de R non réduit a un point, xg € I, et f : I — C une fonction continue sur I
admettant le DL :

Vhel,, flzo+h)= Zakhk—ko (|h|™)

a Uordre n en xg. Toute primitive F : I — C de f sur I (i.e. toute fonction
F : I — C dérivable sur I et satisfaisant F'(x) = f(z) pour tout x € I) admet un
DL a lordre n + 1 en xg, a savoir le DL :
n+1
Vhe I, F(zg+h)=F(z) + Z Lh= k4o (B[,

DEMONSTRATION. 1l suffit d’utiliser le théoréme fondamental de ’analyse (Théo-
réme 2.9) qui stipule que :

h h
Vhel,=—xo+l, Flxg+h)= F(xO)Jr/ F'(zo+u)du = F(xo)Jr/ f(xo+h) du.
0 0
On utilise ensuite pour conclure la formule (2.83) établie précédemment. O

EXEMPLE 2.18 (DL de arctan en g = 0). La fonction
x € R— arctanx €] — /2, 7/2]
est une primitive (nulle en 0) de la fonction rationnelle
1
1422
Or cette fonction rationnelle R admet en 0, pour tout n € N, le DL a l'ordre n
suivant :

R :zeR+—

1 n
o = 2 GO () 5

2k<n
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en effet, on a, pour tout h € R, pour tout p € N :

1 _ 1- (7h2)p+1 (7h2)p+1 _ i(*l)khmﬁ + (7h2)p+1
1+ h? 1+ h2 1+ h? P 14+ h2

La fonction x + arctan z admet donc en 0, pour tout n € N, le DL a 'ordre n + 1

suivant :
2k+1

arctan(h) = Z (—=1)* h + o (|h|™ ).

Sk 2k+1

2.6.4. Développements limités a l’infini. Il est souvent utile d’étudier
aussi le comportement des fonctions numériques en 400 ou —oc.

DEFINITION 2.21 (développement limité en +o00). Soit f :]R,4oo[— C (ou
R > 0). On dit que f admet un DL d’ordre n en 400 dans I’échelle des fonctions
h—h % k=0,k=1, .., si et seulement si il existe n + 1 constantes complexes
ag,---,a, (nécessairement uniques), telles que :

_ n % i
Vo >R, f(x)= ,;) o (x”) (lorsque © — +00).
Une fonction f :] — oo, —R[— C (ot R > 0) admet un DL d’ordre n en —oco dans

cette méme échelle de comparaison si la fonction = €]R, +o00[— f(—2) admet un
DL d’ordre n en +4o0.

REMARQUE 2.33. Les opérations portant sur les développements limités en un
point zg € R (somme, produit, quotient, composition, intégration terme-a-terme),
présentées dans les sous-sections 2.6.2 et 2.6.3, s’étendent au cas des DL en +oo.

2.7. Applications géométriques des développements limités

2.7.1. Etude locale des courbes planes; points non-stationnaires et
points stationnaires. On a vu (Proposition 2.7) que, si I désigne un intervalle
ouvert de R contenant un point g, f : I — C une fonction dérivable en z( et
telle que f'(zg) # 0, alors, il existe 1y, > 0 tel que [Xo — Ny, To + Nay] C I et
que f(x) # f(zo) pour tout x € [To — Nuy,To + Nxe) \ {Zo}. De plus, la droite
Ag, 5, Passant par le point d’affixe f(xg) et dirigée par le facteur d’affixe f'(zo)
représente la position limite des droites A, , (joignant les points d’affixe f(zo) et
f(x)) lorsque x tend vers zp dans [€g — Nuy, To + Nao) \ {To}. On dit que Ay, 4,
représente la tangente géométrique & la courbe paramétrée 3!

VS [‘TO — Nzxos L0 +nzo] = f((E)

au point d’affixe f(xzo) (cette configuration géométrique est illustrée par la figure
2.3).

REMARQUE 2.34 (une autre caractérisation géométrique de la tangente géo-
métrique Ay, 4, lorsque f/'(zg) # 0). On pourrait aussi remarquer que la tangente

31. Attention! il peut fort bien y avoir d’autres passages en ce point d’affixe f(z¢o) de la courbe
paramétrée : x € I — f(x); ces divers passages peuvent alors parfaitement s’effectuer chaque fois
avec des tangentes géométriques différentes : penser par exemple & une courbe paramétrée dont
I'image présente une boucle dans le plan.
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géométrique Ay », (lorsque f'(x¢) # 0) est caractérisée par la propriété suivante :
il s’agit de I'unique droite A (passant nécessairement par f(zg)) telle que :

(2.84) distance (f(zg + h),A) = o(|h]) (lorsque h — 0).

En effet, lorsque h s’approche de 0, le point d’affixe f(xg) + f'(x0) h est un point
de la droite Ay, ;, situé & une distance d’au plus o (|h|) du point f(zo + h). La
droite A = A, 4, vérifie donc bien (2.84). Réciproquement, si une droite A vérifie
(2.84), elle passe bien par f(zg) et c’est forcément la droite Ay, ,, (voir la clause
d’unicité dans la Proposition 2.4).

Nous allons maintenant tenter de généraliser pareille configuration géométrique hors
de la contrainte f’(xg) # 0.

DEFINITION 2.22 (points < non-stationnaires/stationnaires > d’une courbe pla-
ne paramétrée de maniere CP*1). Soit I un intervalle ouvert de R contenant un
point xy, p un entier naturel, et f : I — C une application de classe CPT! de I
dans C.

— Si f'(x0) # 0, on dit que la courbe paraméirée x € I — f(z) présente un

point < non-stationnaire > 32 lorsque le paramétre x prend la valeur g ;

— Si f'(xo) = 0, on dit que la courbe paramétrée x € I — f(x) présente un

point < stationnaire > 33) lorsque le paramétre x prend la valeur x.

REMARQUE 2.35. Au point d’affixe f(zg) € C (z¢ € I) ol la courbe paramétrée
x € I — f(x) € C présente un point non-stationnaire (ou encore régulier) lorsque
le parametre x est égal & z¢ (i.e. f'(xg) # 0), la droite passant par le point d’affixe
f(zo) et dirigée par le vecteur d’affixe f’(xg) représente la tangente géométrique
a la courbe z € I — f(x) € C lorsque le parametre x est égal & xg (Proposition
2.7, situation qu’illustre la figure 2.3). Cette tangente géométrique peut aussi étre
caractérisée par la Remarque 2.34.

Il se trouve que la Remarque 2.35 s’adapte encore dans le cas de certains points
stationnaires, pour les courbes planes paramétrées de maniere CP+1, avec p € N*.

PROPOSITION 2.20 (tangente géométrique en un point stationnaire d’une courbe
plane paramétrée). Soit I un intervalle ouvert de R contenant un point xo, p un
entier naturel non nul, et f : I — C une application de classe CPT' de I dans
C, présentant un point stationnaire lorsque le paramétre x prend la valeur xg (i.e.
f'(x0) = 0), mais telle qu’il existe v € {2,...,p+ 1} tel que f*)(xq) # 0. Soit

JTARES inf{l/ €{2,..,p+1}; f(”)(xo) #+ O}.

La droite Agﬁflxo passant par le point d’affize f(xg) et dirigée cette fois par le vec-
teur d’affize f¥)(x0) # O représente encore la tangente géométrique a la courbe
paramétrée
zel— f(x)
lorsque x est voisin de xg. Ceci signifie, comme dans le cadre de la Proposition 2.7 :
— d’une part qu’il existe 1y, > 0 tel que :

(2.85) Vo e I\{xo}, [ — a0 <ney = f(x) # f20) ;

32. On dit aussi « régulier >.
33. On dit aussi < singulier >.
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fa)

1]
A
( ,),Cof *o
\Axo, X

FIGURE 2.7. Tangente géométrique a une courbe plane en un point
stationnaire (Proposition 2.20)

— d’autre part, que la droite AL’Q]JO représente la position limite de la droite

Ay, .z Joignant f(xo) a f(x) # f(xo) lorsque x tend vers xo dans le segment
(%0 = Twgs To + T -
La configuration géométrique est celle illustrée par la figure 2.734.

DEMONSTRATION. Comme f est dérivable & 'ordre p + 1 au point xg, f ad-
met un DL & Pordre p + 1 en xg, qui coincide (c¢f. la Proposition 2.15) avec son
développement de Taylor-Young (2.47) a 'ordre p + 1 en zy. On a donc :

LARIC) ()
Yh€ Ly, flzo+h) =) fT(,xO) BE o (I = fu(,xo) p(h), ot p(h) ~ hH.
= ! !

Il en résulte qu'il existe 1, > 0 tel que [—nzy, Mso] C Is, €t que :
7] < nwg = [0 (R)] = |h]"/2.

On a donc bien (2.85). Pour x # x¢ dans le segment [z — 7z, , To + N, ], l€ vecteur

d’affixe
f(@) — fzo)
(xz — zo)H

est un vecteur non nul dirigeant la droite Ay, , passant par les points distincts
d’affixes respectives f(zo) et f(z). Or

. f@) = flwo) _ f4)(w0)

im = .

s2i0 (=@l !
Un certain vecteur directeur de la droite A, , (passant par le point d’affixe f(x¢))
tend donc, lorsque  tend vers zg dans [xg — 1y, , To + 7z, Vers un vecteur directeur

34. On se trouve donc dans la méme configuration que celle décrite dans la Proposition 2.7 et
illustrée par la figure 2.3, dans le cas ou la courbe présentait un point non-stationnaire lorsque le
parametre prenait la valeur zg. La différence toutefois, maintenant que le point est stationnaire
(i-e. f'(zo) = 0), est que cette fois la tangente géométrique a la courbe lorsque le parametre x
prend la valeur xq est la droite < limite > Ag[,ff)],zo passant par le point d’affixe f(xzo) est dirigée par
le vecteur d’affixe f(+) (z0) # 0; ce ne peut plus en effet étre dans ce cas la droite Az, 2o = AL}&’IO
comme dans la Proposition 2.7, puisque f/(z¢) = 0 (le point f(zo) étant cette fois stationnaire).
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FIGURE 2.8. Tangente géométrique (tracée en rouge) a la courbe
x € R+ 2% + i3 (tracée en bleu) en l'origine

de la droite A%Lm (qui, elle aussi, passe par le point d’affixe f(z¢)). La droite
Agf,],mo est donc bien la position limite de la droite A, , lorsque x tend vers zg
dans [2g — Nzgs To + Nao) \ {Z0}- |

REMARQUE 2.36 (une autre caractérisation géométrique de la tangente géo-

métrique Agﬁlmo en un point stationnaire). On pourrait aussi remarquer, comme

dans la Remarque 2.34, que la tangente géométrique Agﬁlwo (lorsque f'(zg) = 0)

est caractérisée par la propriété suivante : il s’agit de 'unique droite A (passant
nécessairement par f(xzq)) telle que :

(2.86) distance (f(zg + h),A) = o(|h|*) (lorsque h — 0).

En effet, lorsque h s’approche de 0, le point d’affixe f(xq) + £ (zo) h*/u! est un
point de la droite A‘[,éf)]’zo situé & une distance d’au plus o (|h|*) du point f(xg+ h).
La droite A = A%M vérifie donc bien (2.86). Réciproquement, si une droite A
vérifie (2.86), elle passe bien par f(xo) et on peut montrer que c¢’est forcément la

droite AL‘QM du fait de 'unicité du DL & l'ordre p + 1 de f au point xg.

EXEMPLE 2.19 (un exemple de point stationnaire cuspidal). La courbe pa-

ramétrée par :
fizeR— 2% +ia®

présente un point stationnaire lorsque le parameétre z prend la valeur 0 (ce point
stationnaire étant dans ce cas l'origine). La courbe paramétrée ainsi présente en ce
point une tangente géométrique, qui est, puisqu’ici u = 2 et que f”(0) = 2, la droite
passant par l'origine et dirigée par le vecteur f(cf. la figure 2.8). Cette courbe est
dite présenter un point stationnaire cuspidal (ici de premiére espéce, comme on le
verra plus loin) lorsque le parametre prend la valeur 0.

Pour préciser la description géométrique (en particulier la position par rapport &
la tangente géométrique) du tracé d’une courbe paramétrée x € I — f(z) € C au
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voisinage de f(zo) (pour les valeurs du parametres voisines de xg), illustrée par les
figures 2.3 (cas des points non stationnaires) ou 2.7 (cas des points stationnaires),
nous supposerons que f est de classe CP*! sur I pour un certain p € N* et que
les p + 1 vecteurs du plan d’affixes respectives f’(x),...,f PtV (zo) engendrent R2.
Ceci implique :

— Pensemble {v € {1,....,p}; f¥)(xg) # 0} C N* est non vide, et contient
donc un plus petit élément que 'on note p; on pose dans tous les cas de
figure 3° :

(2.87) pi=min{v e {l,..,p+1}; f(”)(xo)yéO}.
— D’ensemble des entiers o € {u + 1,...,p + 1} tels que les vecteurs d’affixes

f®) (x0) et f)(z0) forment une base 3¢ de R? est non vide et contient donc
un plus petit élément que 'on note i :

(2.88) fi ==min{p € {u+1,..,p+1}; Im [f) (20) fP)(x0)] # 0}.
Le développement de Taylor & 'ordre p + 1 de f en xg s’écrit alors :
Vhel,, f(ﬂ:o + h) =

(1) () ~ (p+1)
- fi(,fgo)h“+m+f~7x°)h”+m+f7(xo)h”“+0(|h\”“)
w! ! (p+1)!
_ ") FP@o) - s ket G F
= T PR T G(h), olup(h) o R et @(h) o B

Nous distinguons quatre configurations possibles, suivant les parités respectives des
entiers p et fi.

(1) Le cas p impair et i pair : c’est la cas le plus fréquent 37, La tangente
géométrique A‘[ég]’wo est dirigée par le vecteur d’affixe f(*)(zg). Comme
la coordonnée @(h)/fi! (disons '« ordonnée ») suivant ’autre vecteur de
base (d’affixe f")(xq)) reste positive (h# > 0 au voisinage de 0 car fi
est pair), la courbe paramétrée = — f(x) reste, lorsque x est voisin de
g, toujours du méme coté de sa tangente géométrique AL‘?@O. De plus,
I’< abscisse > @(h)/u! suivant le vecteur d’affixe f(*)(z¢) dirigeant la tan-
gente change, elle, de signe quand h passe par la valeur 0 (car ’exposant
1 est supposé impair). C’est la configuration dite de point ordinaire. Elle
est illustrée par la figure 2.9.

(2) Le cas p impair et i impair : c’est, apres le premier cas, celui que 1'on ren-

contre le plus fréquemment en second 3%, La tangente géométrique A%m
est toujours dirigée par le vecteur d’affixe f(#)(zq). Comme la coordonnée
@(h)/i! (disons I'« ordonnée ») suivant l'autre vecteur de base (d’affixe
) (x0)) change cette fois de signe lorsque h passe par 0 (car i est cette

35. Si u = 1, on est dans la configuration de point non-stationnaire lorsque le parameétre x
prend la valeur xg ; si p > 1, on est dans la configuration de point stationnaire (toujours lorsque
x prend la valeur xg).

36. Deux vecteurs du plan ayant pour affixes respectives les deux nombres complexes z = a+1i8
et w = v + 8 forment une base de R? si et seulement si ad — By # 0, ou encore Im[zw] # 0.

37. Par exemple : p =1 et i =2, i.e le point f(zo) correspond & un point non-stationnaire et

Im [f'(z0) f""(x0)] # 0.

38. Par exemple : 4 =1 et i = 3, i.e le point f(zg) correspond & un point non-stationnaire,

Im [f'(z0) f” (z0)] = 0, et Im [f'(x0) f®) (z0)] # 0.




2.7. APPLICATIONS GEOMETRIQUES DES DEVELOPPEMENTS LIMITES 83
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FIGURE 2.9. Configuration de point ordinaire (p impair, ji pair)

S

FIGURE 2.10. Configuration de point d’inflexion (u impair, i impair)

fois impair), la courbe paramétrée x — f(x), lorsque x est voisin de zg

et passe par xp, < traverse » sa tangente géométrique A%,ID. De plus,
I'< abscisse > o(h)/p! suivant le vecteur d’affixe f(*)(z() dirigeant la tan-
gente continue & changer de signe quand h passe par la valeur 0 (car
lexposant p est toujours supposé impair). C’est la configuration dite de
point d’inflexion®. Elle est illustrée par la figure 2.10.

(3) Le cas u pair et ji impair “? : cette fois, la courbe traverse toujours sa tan-
gente géométrique (car la coordonnée suivant le vecteur d’affixe f(%) ()
change de signe lorsque z passe par xg (en effet i est impair), mais cette

fois, la composante suivant le vecteur d’affixe f(“)(xo) dirigeant la tan-

gente géométrique A%]’wo reste positive : la courbe rebrousse donc chemin

(tout en traversant sa tangente). On dit qu’elle présente un rebroussement
de premiére espéce , ou encore un point cuspidal de premiére espéce (ou
cusp) au point (stationnaire) f(x¢) lorsque le parametre x prend la valeur
7 (voir la figure 2.11 ainsi que l'exemple de la courbe z +— 2% + iz® en
x = 0 tracée sur la figure 2.8).

39. On peut considérer que la tangente géométrique AL‘E]’ZD qui, déja, intersecte par construc-
tion méme (comme position limite des droites Az, quand z tend vers zg dans I\ {zo}) la courbe
f(I) en deux points confondus en f(zg), intersecte en fait la courbe f(I) en un troisiéme point
confondu avec les deux autres en xg : en effet la courbe, non seulement est tangente & la droite
A%]’xo au point f(xg), mais encore coupe cette droite en ce point (puisqu’elle passe de 1'autre
coté).

40. Par exemple, le cas p = 2 et i = 3 de 'exemple 2.19.
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J) -

FIGURE 2.11. Configuration de point de rebroussement (ou cus-
pidal) de premiere espece (p pair, i impair)

Ja) -

: f(u( X()) 7 0o

FIGURE 2.12. Configuration de point de rebroussement (ou cus-
pidal) de seconde espece (u pair, fi pair)

(4) Le cas p pair et fi pair 41 . cette fois, la courbe ne traverse plus sa tan-
gente géométrique, car la coordonnée suivant le vecteur d’affixe f(#) (z0)
reste positive lorsque x passe par z (en effet i est cette fois pair).

La composante suivant le vecteur d’affixe f(*)(z() dirigeant la tangente

géométrique A%,mo reste positive : la courbe rebrousse donc chemin (tout

en ne traversant plus cette fois sa tangente). On dit qu’elle présente un
rebroussement de seconde espéce , ou encore un point cuspidal de seconde
espéce (ou cusp de seconde espéce) au point (stationnaire) f(zo) lorsque
le parametre x prend la valeur xg (voir la figure 2.12 ainsi que 'exemple
de la courbe z +— 22 +i(z* — 2°/2) en x = 0 tracée sur la figure 2.13).

EXEMPLE 2.20 (un exemple de point cuspidal de seconde espece). La courbe
x> 22 + i(2* — 25/2) présente un point cuspidal de seconde espece (1'origine)
lorsque le parametre passe par la valeur 0. Voir la représentation graphique sur la
figure 2.13.

EXEMPLE 2.21 (les courbes cycloidales). Si l'on fait < rouler > (sans glisse-
ment) un cercle de rayon r sur, a U'intérieur ou a 'extérieur, un cercle de rayon R
(le quotient r/R étant un nombre rationnel), un point marqué du cercle de rayon r
parcourera une courbe plane présentant des points cuspidaux (de premiére espeéce),

41. Par exemple, le cas pu = 2 et ji = 4 de 'exemple = > x2 +i(xz* — 2°/2), voir I’'exemple 2.20
et la figure 2.13.
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FIGURE 2.13. La courbe x — 22 +i(z* — 2°/2) pres de lorigine
(z = 0) : un point cuspidal de seconde espece

FIGURE 2.14. Comment générer des courbes cycloidales.

voir la figure 2.14 : ces courbes s’appellent hypocycloides ou épicycloides, suivant
que Pon fasse rouler le cercle de rayon r & l'intérieur du cercle de rayon R (hypo)
(elles furent étudiées alors par Albrecht Diirer, sous le qualificatif d’hypotrocoides,
des le XVI-ieme siecle) ou & extérieur de ce dernier cercle (épi). On les tracait au-
trefois (avant que n’apparaissent les logiciels graphiques) avec des spirographes (&
base de systémes d’engrenages) ou avec ces compas de précision qu’étaient les pan-
tographes des géometres. La cardioide (épicycloide & un rebroussement), la deltoide
(hypocycloide & trois rebroussements), 1’astroide (hypocycloide & quatre rebrousse-
ments), la néphroide ou < pelote de laine » (épicycloide & deux rebroussements) en
sont, des exemples célebres. Le méme phénomene se produit pour la courbe parcou-
rue par le point courant d’une cercle < roulant > sur une droite : la courbe obtenue
est alors la cycloide; elle présente des arches successives.

REMARQUE 2.37 (ol trouver un vivier d’exemples 7). Pour visualiser un < her-
bier > interessant de courbes planes, parmi lesquelles les courbes cycloidales évoquées
pour leurs points cuspidaux de premiere espece dans ’exemple 2.21, on pourra
consulter avec profit le tres riche site web http://www.mathcurve.com

2.7.2. Etude des branches infinies des courbes planes. Soit I un inter-
vallede R et f : I — C une application continue de I — C. Soit zg € [—o0, +00]\
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un point adhérent a I (si zg = +00, ceci siginifie que I contient un intervalle ouvert
|R, 400 pour un certain R > 0, tandis que, si 9 = —o0, ceci signifie que I contient
un intervalle ouvert | — oo, —R|).

DEFINITION 2.23 (branche infinie d’une courbe plane). Sous les hypotheses ci-
dessus, on dit que la courbe plane paramétrée par f :xz € I — f(x) € C présente
une branche infinie lorsque le parametre x s’approche de la valeur zq si et seulement
si
(2.89) lim |f(z)| = +oo.

T—z(

xzel

L’étude des branches infinies d’une courbe plane paramétrée aide au tracé de la
courbe. Nous retiendrons en particulier ici le concept de direction asymptotique.

DEFINITION 2.24 (direction asymptotique d’une branche infinie d’une courbe
plane). Sous les hypotheses de la Définition 2.23, la branche infinie présentée par
la courbe paramétrée par f = u + v : I — C est dite présenter une direction
asymptotique (quand x — 9 € I) lorsque le paramétre = s’approche de x( si et
seulement si, outre la clause (2.89), on a la clause supplémentaire :

2.90 li =a € |—o0, .
( ) Jim w() a € [—o0, +00)
xzel
Si a = + 4 oo, on dit que la branche infinie de la courbe plane présente une

direction asymptotique verticale lorsque z tend vers xy. Si @ = 0, on dit que la
branche infinie de la courbe plane présente une direction asymptotique horizontale
lorsque x tend vers xg. Si enfin a € R*, on dit que la courbe plane présente une
direction asymptotique oblique lorsque x tend vers g ; le nombre réel a est dit dans
ce cas direction (ou pente) de cette direction asymptotique.

Lorsque la branche infinie de la courbe plane paramétrée par f = u+iw : I — C
(lorsque z tend vers x € I) présente une direction asymptotique, on distingue deux
cas :

— Si a € R, on étudie le comportement de v(x) — au(x) lorsque & — xg, par
exemple en effectuant (s'il existe) un DL de h € I, — v(zo+h)—au(zg+h)
au voisinage de 0 si 29 € R, ou un DL de z — v(z) — au(x) au voisinage
de +oo suivant 1’échelle de comparaison des fonctions puissance h* ou %,

ke N. Si
lim (v(x) — au(z)) = b

T—ax(

xzel

existe dans R (et que 1’on dispose d’un DL suivant les puissances h*, k > 0
ouz~ % k € N), on dit que la branche infinie présente une asymptote oblique
y = ax + b. Le DL obtenu permet de préciser en général la position de la
branche infinie par rapport a cette asymptote. Si ’on a par contre :

lim |v(z) — au(z)| = +o0,
:EEIO

on dit que la branche infinie présente une direction parabolique dans la di-
rection a (dans la direction de 'axe des z si a = 0).
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— Si a = 400, on reprend I'étude précédente avec z — wu(z) a la place de
x +— v(x) —au(z). Si v a une limite finie b lorsque = tend vers zg, la branche
infinie présente une asymptote verticale = b. Un DL de = — u(z) au
voisinage de zg ou l'infini permet alors de préciser la position de la branche
infinie par rapport & cette asymptote verticale. Si lim,_, ., |u(x)| = 400, on
dit que la branche infinie présente une branche parabolique dans la direction
de I'axe des y.

EXEMPLE 2.22. La strophoide droite paramétrée par

1—22 | 1—2?
T 1+ a2 +Zm1—|—x2
présente deux branches infinies, respectivement lorsque x — —oo et x — +oo. Il
s’agit dans les deux cas de branches présentant une direction asymptotique verticale
car on est dans la situation ot lim,_, 1o v(x)/u(x) = lim, 400 ¢ = Fo0. Mais un
DL a lordre 2 de x — u(zx) au voisinage de 400 ou —oo donne

1—a?  1-1/a?
() T /x

T1t22  1+1/22 —142/2 + o(1/a%).
La droite verticale d’équation = —1 est pour les deux branches infinies asymptote
verticale et ces branches infinies se présentent a droite de cette droite lorsque x tend
vers +o0o. Notons aussi la présence d’un point double car il y a deux passages a
Porigine (lorsque z = —1 et lorsque = 1). Voir la figure de gauche sur la figure
2.15. En revanche, la branche d’hyperbole

fireR— u(z) +iv(z)

x € R+— u(z) +iv(zx) = cosh (z) + isinh (x)

présente deux branches infinies (z tend vers —oo ou z tend vers +00) présentant
des directions asymptotiques de pentes respectives —1 et 1. Comme tanh(z) =
—1 + 2e%* + o(e?*) lorsque  — —oo et tanh(x) = 1 — 2¢72% + o(e~2%) lorsque z
tend vers 400, ces branches infinies ont pour asymptotes obliques respectivement
les droites d’équation y = —x et y = x, la position des branches par rapport a
ces asymptotes étant celle précisée sur la méme figure 2.15 (figure de droite). Les
hyperboles font, avec les ellipses (dont le cercle) et les paraboles, partie de la famille
des coniques, a savoir les courbes obtenues en intersectant un cone de révolution
avec un plan : lorsque ce plan est parallele aux génératrices du cone, on obtient une
parabole; sinon, on obtient une ellipse lorsque le plan intersecte ’axe de révolution
du cone, une hyperbole avec ses deux branches sinon.
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FIGURE 2.15. La strophoide droite (& gauche) et la branche d’hy-
perbole (a droite)
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