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CHAPITRE 1

Distributions et courants

1.1. Fonctions-tests et distributions dans un ouvert de R"
1.1.1. Définitions des objets

La force de I'analyse est que les objets qui lui sont inhérents sont des objets treés
< souples ». Les fonctions & valeurs réelles et de classe C°° dans un ouvert de R"™
peuvent étre localisées arbitrairement. On dispose en effet d’un résultat essentiel, le
lemme de partition de l'unité, que I'on énonce ainsi :

PROPOSITION 1.1 (partitionnement de I'unité dans un ouvert de R™). Soit (U,),er
un recouvrement ouvert d’un ouvert U de R™. Il existe une collection dénombrable
(pr)ken de fonctions C & support compact de U dans [0,1], telles que :

— pour tout k € N, il existe au moins un indice (k) € I tel que lon ait

supp(r) C Uy '

— pour tout compact K CC U, il n'existe au plus qu’un nombre fini de fonctions

wr dont le support rencontre K ;

— pour tout x € U, on a

(1.1) 1= pi(x),
keN
la somme figurant au membre de droite de (1.1) étant une somme au plus finie
(seul un nombre fini de sommants sont non nuls).

La piece maitresse sur laquelle repose la preuve de la proposition 1.1 est la fonction
radiale

(1.2) s {exp (—1/(— lal) si [lz]) <1

Osi|z|>1.

Pour une preuve, on pourra par exemple se reporter au lemme 1.5 de [Ydist].

La proposition 1.1 assure donc que le R-espace vectoriel D(U,R) des fonctions C°
et a support compact dans U est un espace vectoriel < souple > : étant donné par
exemple un compact K CC U (cette notation signifiera toujours <« K compact inclus
dans U ) et un ouvert V tel que K CC V C U, il est toujours possible de construire
une < fonction-plateau > de classe C°, a support compact inclus dans V et a valeurs
dans [0, 1], qui soit identiquement égale & 1 dans un voisinage ouvert de K dans V. Au
contraire de cette < souplesse >, le cadre algébrique est beaucoup plus < rigide > : les

1. Le support d’une fonction définie dans un ouvert U de R"” et a valeurs réelles est par définition
le complémentaire du plus grand ouvert sur lequel la fonction se trouve étre identiquement nulle.
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2 1. DISTRIBUTIONS ET COURANTS

fonctions holomorphes d’une variable (par exemple les fonctions polynomiales d’une
variable complexe) dans un ouvert connexe U de C obéissent par exemple au principe
des zéros isolés : si f est non identiquement nulle dans U, les zéros de f dans U
constituent un ensemble de points isolés; on ne saurait donc utiliser des objets aussi
< rigides » pour construire des partitions de I'unité ; se placer dans le cadre C'*° pour
pouvoir le faire est impératif.

Plutot que de définir une topologie sur le R-espace vectoriel D(U,R) des fonctions
C* a support compact dans U, nous allons nous contenter de fixer une régle de
convergence des suites. Pour cela, on introduit ’exhaustion

DWU,R) = |J Dx(U,R),
KccU
on, si K CC U désigne un compact de U, Dx (U, R) désigne le R-sous-espace vectoriel
de D(U,R) constitué des fonctions C* & support compact dans U dont le support est
inclus dans K.

DEFINITION 1.1 (régle de convergence des suites dans D(U,R)). On dit qu’une
suite (¢pr)r>0 d’éléments de D(U,R) converge vers une limite ¢ dans D(U,R) si et
seulement si :

— d’une part il existe un compact K de U tel que, pour k suffisamment grand,

toutes les fonctions ¢y, vérifient Supp ¢y C K ;

— d’autre part

(1.3) VpeN, lim Ng,(er —¢) =0,
k—40c0
ou 'on a posé, pour toute fonction a valeurs réelles ¥ de classe C'*° au voisinage
de K,
(1.4) Nip@) = sup(sup | T] s v
{a€N"; 37 a; <p} 1 ax]

Nous sommes maintenant en mesure de définir la notion de distribution en invoquant
le principe de dualité.

DEFINITION 1.2 (distribution dans un ouvert de R™). On appelle distribution d
valeurs réelles dans un ouvert U de R™ toute application R-linéaire de D(U,R) dans
R « continue » au sens suivant : pour toute suite (¢g)r>o d’éléments de D(U,R)
convergeant suivant la regle de convergence des suites (définition 1.1) vers la fonction
nulle, on a

lim (T, ) = 0.
k—o0

(on utilise ici le crochet de dualité pour noter I’action de T' sur une fonction-test).

Remarque 1.1. Chaque R-sous-espace vectoriel Dy (U, R) hérite d’une topologie
qu’il est possible de définir par une distance, a savoir

N
Zz PEE ) i € Dr(UR),
sP

Mais la topologie la plus ﬁne pour laquelle toutes les injections
’iK : 'Z)K(U7 R) — D(U)
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sont continues (qui est la topologie ! dont on voudrait équiper D(U)) ne saurait étre
définie par une distance. Cependant, le fait qu’une application linéaire ' : D(U) — R
soit continue (une fois cette topologie < finale > choisie sur D(U)) se teste sur les suites.
La définition que nous donnons pour une distribution avec la définition 1.2 est donc
en fait celle d’une application linéaire continue de D(U,R) dans R lorsque D(U) est
muni de la topologie finale mentionnée ci-dessus.

Il existe un critéere quantitatif tres utile pour caractériser, parmi les applications R-
linéaires de D(U,R) dans R, celles qui sont des distributions.

PROPOSITION 1.2 (critére quantitatif et ordre d’une distribution). Soit T' une ap-
plication R-linéaire de D(U,R) dans R. L’application T est une distribution a valeurs
réelles dans U si et seulement si, pour tout K CC U, il existe une constante Ck et
un entier pg € N (que l'on supposera par définition le plus petit possible, K étant
fizé) tels que

On dit que la distribution T € D(U,R) est d’ordre fini si et seulement si

sup px = max px =p € N.
KCCcU KccU

On dit alors que la distribution est d’ordre p = py sur U.

On trouvera une courte preuve de cette proposition (facile) dans [Ydist] (proposition
1.2).

Remarque 1.2. 1l existe bien str des distributions d’ordre infini : par exemple
la distribution

o)
p € DR,R) — > o®) (k)
k=0
est d’ordre infini. Elle est par contre d’ordre fini N dans | — oo, N 4+ 1/2[ (voila un
petit exercice).

1.1.2. Premiers exemples : fonctions localement intégrables et mesures
(distributions d’ordre 0)

Si f € L .(U,R) est une classe de fonction localement intégrable sur U, f définit
naturellement une distribution & valeurs réelles (notée [f], j’ai volontairement uti-
lisé cette notation entre crochets ici pour bien différencier fonction f et distribution

correspondante) sur U par

(16) () == /U /() o) dz,

ou dx désigne la mesure de Lebesgue n-dimensionnelle sur R". Cette distribution
[f] est une distribution d’ordre 0. Plus généralement, soient u" et u~ deux mesures
positives sur la tribu borélienne B(U) telles que u*(K) < oo pour tout compact
K cc U (on dit alors que g = p™ — p~ est une mesure de Radon réelle sur U).

1. On appelle cette construction de topologie réalisation d’une topologie finale car il s’agit
d’équiper ce qui est 'espace but (ici D(U,R)) pour une famille d’applications que 1’on souhaite
rendre toutes continues (ici les injections i pour K CC U).
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On associe & une telle mesure de Radon réelle p sur U une distribution [u] sur U en

posant
(o) = [ sau=[ = [ san

(le membre de droite a un sens car c¢’est la différence de deux quantités positives finies
par hypotheses sur les mesures u*). Cette distribution [1z] est encore une distribution
d’ordre 0. En fait, le théoréme de représentation de F. Riesz (voir par exemple [Rud] )
assure que toute distribution a valeurs réelles T' d’ordre 0 sur U est nécessairement
de la forme T = [u] pour une certaine mesure de Radon réelle yp = pt — p~ sur
U. Les distributions a valeurs réelles d’ordre 0 sur un ouvert U de R™ sont donc les
distributions-mesures [ut — p~] sur U. Un exemple majeur est celui de la mesure de
Dirac 0, qui définit une distribution a valeurs réelles sur U par :

(bals ) = p(a) Vo € D(U,R).
On notera cette distribution [{a}] au lieu de [d,] par la suite & cause des notations
classiquement utilisées pour les 0-cycles en géométrie algébrique.

1.1.3. Dérivation des distributions

On touche dans cette section a la raison premiere pour laquelle les physiciens
depuis Paul Dirac (autour de 1920-1930) ont intensivement exploité le concept de
distribution.

Pour construire des distributions d’ordre supérieur, il existe un moyen tres simple
de procéder. On peut en effet <« dériver > les distributions & un ordre arbitraire. Si
T € D(U,R) et que
gorttan

(17) P(Dz) = Z Cam = Z COLD:C;, Co € R

{aeN™; 570, a;<p} {aeN"; 3%, a;<p}
est un opérateur différentiel & coefficients constants (ici réels) d’ordre exactement égal
a p (c’est-a~dire qu'il existe au moins un coefficient ¢, avec aq + -+ + a;,, = p tel que
co 7 0), on définit naturellement une distribution notée P(D,)[T] en posant :

(1.8) <P<Da:)[T]7Lp> = <T7P<_Dac>[§0]> Voe D(UvR)

Si T est une distribution-mesure T = [u] (c’est-a-dire d’ordre 0), alors P(D,)[T] est
bien stir une distribution d’ordre p dans U. Plus généralement, si T" est une distribution
d’ordre pr dans U, P(D)[T] est d’ordre pr + deg P = pr + p.

La définition (1.8) est justifiée par la formule d’intégration par parties. En effet, si
lon a T = [f], ou f est une fonction de classe C* de U dans R, alors, on déduit
précisément de la formule d’intégration par parties (appliquée en chaque coordonnée
successivement) que :

(1.9) ((P(D2)[[f]], ) = ([f], P(~Dz)[¢]) V¢ € D(U,R).
La définition (1.8) est donc parfaitement en accord avec la formule (1.9) dans le cas
particulier ot T' = [f] avec f € CP(U,R).

1. Il s’agit du résultat qui fait le pont entre les approches ensemblistes (celle que classiquement
on enseigne en Licence en France) et fonctionnelle de la théorie de la mesure.



1.1. FONCTIONS-TESTS ET DISTRIBUTIONS DANS UN OUVERT DE R" )

Exemple 1.1 (la formule des sauts). On pourra vérifier par exemple que la
dérivée au sens des distributions de la distribution [Y] associée & la fonction d’Heavi-
side

1sit>0
teR— {1/2sit=0
0sit=0
est la distribution-mesure [{0}]. En effet

oo

(dY]/dt, ) = —([Y],¢) = —/O p(t) dt = (0) — p(+00) = ¢(0)

pour toute fonction-test dans D(R,R). Cette formule d[Y]/d¢t = [{0}] est un cas
particulier de la formule des sauts que nous retrouverons.

1.1.4. Convergence des suites de distributions

Notons D'(U,R) le R-espace vectoriel des distributions & valeurs réelles sur U.
Pour chaque ¢ € D(U,R), on dispose de la forme R-linéaire :

L, :TeD(UR)— (T,p) €R.

On pourrait naturellement équiper D’(U, R) d’une topologie, celle qui soit cette fois la
moins fine (c’est-a-dire dont la collection d’ouverts soit la moins riche) pour laquelle
toutes les applications L, sont continues. Cette topologie L' comme d’ailleurs la to-
pologie de D(U,R) (que nous n’avons pas explicité) n’est pas non plus métrisable. On
ne l’explicitera, mais on se contentera de donner une regle de convergence des suites
de distributions.

DEFINITION 1.3 (régle de convergence des suites dans D’ (U, R)). Une suite (Tx)r>0
d’éléments de D(U,R) est dite converger (faiblement) au sens des distributions vers
une distribution T' € D’(U,R) si et seulement si

(1.10) V¢ € D(U,R), lim (T, @) = (T, ¥).
k— 400

La seule chose importante que nous retiendrons ici et qui releve de I’analyse fonction-
nelle est avatar suivant du théoréme de Banach-Steinhaus? :

PRrROPOSITION 1.3 (le R-espace vectoriel D'(U,R) est séquentiellement complet).
Soit (Ty) k>0 une suite de distributions a valeurs réelles dans U telle que, pour toute
fonction-test ¢ dans D(U,R), la suite ({Tk,¢))k>0 converge vers une limite finie
(L, ) € R. Alors l'application

¢ € D(U,R) — (L, p)
est aussi une distribution a valeurs réelles dans U.

1. On l’appelle cette fois topologie initiale car c’est I’espace source d’une famille d’applications
(ici les L, quand ¢ € D(U,R)) qu’il s’agit d’équiper d’une topologie de maniére & ce que toutes les
applications en jeu deviennent continues (et non plus ’espace but).

2. < Si E est un R-espace de Banach et F' un R-espace vectoriel normé, toute famille (L,), de
R-formes linéaires telle que sup |L,(e)| < oo pour tout e € E est telle que l’on ait aussi la majoration
uniforme sup, ||L.||g,r < 400 > (|| ||g,F désigne ici la norme d’opérateur). Ce théoréme repose sur
le fait que les R-espaces de Banach (comme d’ailleurs les R-espaces de Fréchet) partagent la propriété
de Baire.
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C’est 1a un exercice d’analyse fonctionnelle, pas tres difficile, mais un peu technique.
On trouvera une preuve détaillée dans [Ydist] (proposition 2.1 via le lemme 2.2).

Une illustration importante de la convergence de suites de distributions est le procédé
de régularisation. Si T € D(U,R) et si U’ C U est un ouvert inclus dans U, on
définit naturellement la restriction de T' a U’ comme la distribution Ty € D(U’, R)
suivante :

(1.11) Ty : ¢ € DU, R) — (T, )

ou au second membre de (1.11) la fonction-test ¢ (qui est une fonction C'*° & support
compact dans U’ C U) est considérée cette fois comme une fonction C* & support
compact dans le sur-ouvert U (ce qui est licite) et non plus dans U’. Si de plus on
suppose U’ relativement compact dans U (U’ CC U), on a n = dist(U',R" \ U) €
10, 40¢]. 11 est facile de construire une fonction radiale p : R™ — [0,4o00[, C* et &
support compact égal & By, (0,1), telle que [, p(z) dr =1 (il suffit de quotienter par
son intégrale sur R™ la fonction (1.2)). Si z € U’, la fonction C'*°

P/t Y ER" — k" p(k(y — 2))
est & support dans U dés que k > 1/n; c’est d’ailleurs une fonction d’intégrale 1 sur

R"™, que 'on peut alors considérer comme une fonction-test dans D(U, R). Cela a donc
un sens de considérer la fonction

fre cx €U — (T, p1/1a)-

On montre facilement par récurrence sur p ' que cette fonction est de classe CP dans U’
pour tout p € N et que pour tout opérateur différentiel P(D,) & coefficients constants
de degré p de la forme (1.7) on a

P(Dz)[fT,k:}(m) = <T,P(Dz)[p1/k,x]> VzecU.

(on différencie < & droite par rapport au parametre z sous le symbole action de la
distribution »). On constate que 'on a

(112) V(p € D(U/aR)v kEI—QI—loo <[fT,k]a (P> = <T7 <P>7

autrement dit la restriction Tjy» a U’ s’approche au sens des distributions par la
suite des distributions-fonctions (d’ailleurs C*°) ([fr,x])k>0. C’est 1a le principe de la
régularisation des distributions : une distribution peut étre aussi singuliere que 'on
peut I'imaginer, mais, quoi qu’il en soit, on pourra toujours 'approcher au sens des
distributions par une suite de distributions-fonctions aussi régulieres que possible (en
fait C*°); cela s’averera en pratique, on le verra, trés important.

1.1.5. La multiplication des distributions par des fonctions C* et le pro-
bleme de la division

Si U est un ouvert de R™, T" une distribution a valeurs réelles dans U, f : U — R
une fonction C'°°, on définit une nouvelle distribution f7' a valeurs réelles sur U en
posant :

(1'13) <fTa <,0> = <T7 f¢> Vo€ D(Ua R)

1. Voir pour plus de détails la preuve de la proposition 2.2 dans [Ydist].
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Nous allons maintenant exploiter des idées de nature purement algébrique pour je-
ter des premiers ponts entre les outils que sont les distributions et le probleme de
la division. La digression algébrique que nous proposons ici (et qui nous sera utile
ultérieurement) est directement inspirée du texte de F. Ehlers (chapitre V de [Bor],
& 1).

Si K est un corps commutatif, on rappelle que le domaine polynomial K[X7, ..., X,,]
est un anneau commutatif nethérien, c’est-a-dire un anneau commutatif dans lequel
toute suite croissante d’idéaux est automatiquement stationnaire ou bien encore, ce
qui est équivalent, un anneau commutatif dans lequel tout idéal est de type fini. Si A
est un anneau ncethérien, tout A-module de type fini est encore noethérien (pour les
bases d’algebre commutative, on renvoie ici au chapitre 1, ici plus précisément section
1.4, de [Eis]).

Supposons ! K de caractéristique 0 (c’est la seule restriction, mais elle est essen-
tielle ici). On peut aussi introduire un parametre A transcendant sur K[X7, ..., X,,] et
lalgebre de Weyl (non commutative)

AK()\),” = K()\) <X1, ...,Xn, 8/8X1, ceey 8/8Xn> N
les relations de commutativité gérant les calculs dans cette algebre sont ici
(X, X, =[0/0X,;,0/0X%) = [X;,0/0Xk] =0 si 1<j<k<n

et
[8/8X],XJ] 21, ]:1,,7’1
On peut considérer, si P € K[X1,..., X,,], le Ag(y) ,-module
Neynp = KA [X1, ..., Xn,1/P] @ P*.
Iei P* doit étre entendu de maniere formelle, et 1'action (4 gauche) de §/0X; sur

(1/P)™P* doit étre comprise suivant les régles du calcul différentiel classique (chain
rule ou reégle de Leibniz) comme

0 opP
——[(1/P)" @ P :== (A —m)(1/P)™" —— ® P>
o (/P @ P = (= m) (1P S
Le Ag(r),n-module Nk » p contient comme sous-module le module
My (3),n,p = Ax ()0 ® P
et donc la suite décroissante (pour I'inclusion) de sous-modules
Mgy p = Meymp D Mgy mp D D M p = Axpyn - PO P D L.
En considérant les K(\)-espaces vectoriels
Uy i={aP7 @ P*; g € KOW[X1, . Xo], degy g < (deg P+ 1)}, 5 =0,1,...
on définit une filtration
I' 4 :{O} ClpC--- CF]‘ (@R CNK(/\),n7P7
1. Je n’ai pas traité ce qui suit en cours, m’étant contenté d’énoncer le théoréeme de I. Bernstein
(théoreme 1.1). Toute cette partie (juqu’a 1’énoncé du théoréme) suppose quelques bases d’algebre

commutative (par exemple les chapitres 1 de [Eis] ou [Har]). La démarche est en tout cas ici exclu-
sivement algébrique, comme l’est le résultat d’ailleurs. J’y reviendrai probablement ultérieurement.
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du module de type fini Ng(x),n,p, ce qui signifie que les I'; exhaustent ensemblistement
ce module et que Fj - T'y, C I'j4 1 pour tout j, k dans N si

F; = {q e KW ([X1, ...y Xpn,0/0X1,...,0/0X,]; degq < j}, jeN

(les F;, j € N, sont des K(\)-espaces vectoriels de dimension finie qui définissent ce
que l'on appelle la filtration de Bernstein de I'algebre de Weyl Ag(y) ). On observe
qu’asymptotiquement (en fonction de k, lorsque k est grand)

dim T, = constante x k™.

Ceci signifie que le Ag(y ,)-module Ny, p est holonome, c’est--a dire de dimension !

égale a n. Tous les sous-modules de Nk(y) , p sont donc holonomes et la suite des
dimensions des sous-modules Mﬂjq)\) . p est une suite d’entiers strictement positifs

décroissante, donc stationnaire. La suite des sous-modules (MHj(( Mo p)j>0 ne saurait
donc étre strictement décroissante et il existe un entier j tel que

Jo _ jo+1
Miin) m.p = Mi(3) . p-

On déduit ? de cela la résultat suivant, dii & 1. Bernstein [Bern] :

THEOREME 1.1 (relation et polynéme de Bernstein). Soit K un corps commu-
tatif de caractéristique 0 et P un polynome appartenant ¢ K[X1, ..., X,,]. Il existe un
opérateur différentiel

2\ X,0/0X) = 2\, X1, ..., X, 0/0X1, ..., 0/0X,,)

a coefficients dans K[\, X1, ..., X,,], un polynéme b € K[N\], tels que, formellement, on
ait [identité algébrique

(1.14) 2(\, X,0/0X) [P @ P =b(\) @ P

Le générateur unitaire de l’idéal de K[N\] constitué de tous les polynomes b impliqués
au membre de droite d’une relation du type (1.14) s’appelle polynéme de Bernstein de
P, tandis que la relation (1.14) dans lequel un tel générateur minimal b est impliqué
s’appelle équation de Bernstein.

Exemple 1.2 (un exemple trivial). Sin =1 et P(X) = X, la relation
(d/dX)[P 1] = (A +1) P

est un cas particulier évident de formule de Bernstein (1.14); ici b(A) = A + 1. La
recherche de polynomes de Bernstein bp, méme pour des polynémes P simples, est tres

1. Pour définir la dimension d’un Ag(y),,-module de type fini N, on prend justement une filtra-
tion (I';);>—1 de ce module qui soit une < bonne filtration >, c’est-a-dire telle que, pour k au dela
d’un seuil ko, on ait F; -I'y, = I', pour tout j € N. Si tel est le cas, il existe une fonction polynomiale
en k, de la forme

ko x(N, T, k) = %kd Tekd g

(dite fonction de Hilbert, voir aussi le chapitre 1 de [Har]) telle que dim Iy = X(N,I:‘7 k) pour
k >> 0; alors les entiers d et m ne dépendent que de N ; le premier est dit dimension de N et il est
dans ce cas toujours au moins égal & n (c’est ce que 1'on appelle 1'inégalité de Bernstein) tandis que
le second est un entier strictement positif dit multiplicité du Ag(y),,-module N. Dans le cas extréme
d =n (c’est justement le cas ici) le module N est dit holonome.

2. Vous pouvez ici reprendre le fil de ce que j’ai fait en cours.



1.1. FONCTIONS-TESTS ET DISTRIBUTIONS DANS UN OUVERT DE R" 9

difficile car on ne connait malheureusement & ce jour! aucun procédé algorithmique
y conduisant.

Remarque 1.3 (relation de Bernstein multivariée). En fait, on trouvera par
exemple dans [Licht] (avec essentiellement la méme démonstration, tout aussi mal-
heureusement non effective) une version multivariée plus générale : si Py, ..., P, sont
éléments de K[X71, ..., X,,] et A1, ..., Ay, m parametres transcendants algébriquement
indépendants sur K[X1, ..., X,,), il existe m opérateurs différentiels 2;(\, X,0/0X),
j=1,...,m, & coefficients dans K[A1, .., \pm, X1, ..., Xp], un polynéme b € K[\, ..., A
tels que, formellement, on ait 1’identité algébrique

(1.15)  2(A1, ey A, X,0/0X) [P; @ P - PAm] = b(A1y oos A) @ P -+ P

Un générateur de 'idéal principal de K[A] constitué de tous les polyndmes b impliqués
au membre de droite d’une relation du type (1.14) s’appelle polynéme de Bernstein
de (P, ..., Py), tandis que la relation (1.14) dans lequel un tel générateur minimal b
est impliqué s’appelle équation de Bernstein relative & (Py, ..., Py,).

Armés du théoréeme de Bernstein [Bern], on peut énoncer le résultat suivant :

PROPOSITION 1.4 (inverse d’une fonction polynomiale au sens des distributions 2).
Soit P € C[Xy, ..., X,]. 1l existe deux distributions Tpyeel €t Tpimag & valeurs réelles
dans R™ telles que

(116) P((El, ey xn)(TP,reel + iTP,imag) = [].]

De plus, ces deux distributions s’expriment explicitement en termes de la relation de
Bernstein (1.14) (K =R) correspondant au polyndme a coefficients réels

P(Xy,..,X,) =P(Xy,.., Xn)P(X1,.... Xp).

DEMONSTRATION. La fonction polynomiale z — P(z) est une fonction polyno-
miale positive & coefficients réels®. On introduit un parametre complexe A que pour
I'instant on suppose de partie réelle tres grande, en tout cas strictement plus grande
que 1. Si p € D(R™, R), lintégrale

/n P (z) P(z) () dx

est une intégrale convergente au sens de Lebesgue. On va exploiter ici la relation de
Bernstein (1.14) pour P, écrite ici avec A — 1 a la la place de A, c’est-a-dire

Zp(A\—1,X,0/0X)[P* ] =b(\A - 1)@ P*L.

Gréce a cette relation purement formelle (et algébrique) et & la formule d’intégration
par parties (qui, elle, est une formule relevant de I’analyse?), on observe qu’avec le

1. Sauf cas tres particuliers, par exemple celui ot P est homogene une fois que 'on pondéré les
variables coordonnées (on dit alors que P est quasi-homogéne).

2. Ce résultat est di & Laurent Schwartz [Schw]|, mais la preuve originelle était basée sur des
arguments d’analyse fonctionnelle; ici, on propose une explicitation (si tant est que 'on puisse
considérer la relation formelle de Bernstein (1.14) comme explicite) de Tp reel +47 P, imag- C’est surtout
sur la méthode utilisée (prolongement analytique des fonctions méromorphes) qu’il est important de
mettre 'accent. L’aspect < algébrique > de la preuve est ici & souligner.

3. On note ici le role capital de la conjugaison complexe pour récupérer pareille propriété de
positivité, on y reviendra.

4. C’est ici qu’il convient de ne pas oublier que ¢ est a support compact.
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choix de A que l'on a fait, on a
(1.17)
/ P 1 (z) P(z) () dz = é/ P*z) Qp(\ — 1,2, —0/0z)[Py](x) dx.

n bp(A—1) Jgn
Quitte a faire un changement de variables linéaire dans R™, on peut supposer que P
(qui est de degré total 2deg P) est de la forme

2deg P
P(X)=aoX2 " + Y a;(Xa, .., Xyoy) X7 AP
j=1

avec ag > 0 et dega; < j pour j =1,...,2deg P. En utilisant le théoreme de Fubini et
par exemple l'inégalité de Holder (pour 2 deg P fonctions en prenant pour exposants
P1 = = Padeg p = 2deg P), on voit que la fonction |P|™¢ est localement intégrable
sur R™ des que € < 1/(2deg P). 1l résulte alors du théoreme de Morera (voir par
exemple le chapitre 2 de [?]) que la fonction

A= PMz) Qp(\ — 1,2, —0/0x)[Py](z) dx

R’IL
est holomorphe dans le demi-plan {Re A > —1/(2deg P)} et que son développement
de Taylor au voisinage de l'origine est

/R PA(2) Op (A — 1,2, ~8/0x) [Py (x) dx =

Z kl / (log P(2))* Qp (A — 1,2, —8/02)[Py](x) da.
La fonction )
1 R _
F, : A~ o1 /Rn P*(z) Qp (A — 1,2, —0/0z)[Py](x) dz

est donc méromorphe au voisinage de I'origine. Son coefficient de Laurent aq(F,, ;0)
dans le développement & l'origine (coefficient du terme en A\°) s’exprime sous la forme

<Trcc1> 90> + i<ﬂmaga §0>7

ou les deux distributions a valeurs réelles dans R™ que sont Tieel €t Timag sont tout-
a-fait explicites (au niveau de leur action sur une fonction test) une fois que l'on
dispose de ’équation de Bernstein (1.14) pour P. Ce sont d’ailleurs des distributions
d’ordre au plus égal au degré total en (9/0X1,...,0/0X,,) de Popérateur différentiel
Qp impliqué au membre de gauche de (1.14). On verra aussi plus loin que le fait de
disposer d’une représentation relativement explicite de ’action de ces distributions
sur les fonctions-test nous permettra de les ranger dans la classe des distributions
tempérées. La formule (1.16) s’obtient en évaluant les deux membres de (1.17) en
A = 0 lorsque ¢ est remplacée par P ¢. ([

1.2. Distributions sur les variétés
1.2.1. Les variétés R"™ et C"

On profite de cette section pour rappeler, dans le cadre des univers < plats > que
sont R™ ou C™, les notions fondamentales de la géométrie différentielle : champs de
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vecteurs et formes différentielles, fibrés tangent et cotangent, ainsi que leurs puissances
extérieures.
Considérons tout d’abord le cas de R™. En un point € R™, on définit [’espace tangent
T,(R™) a R"™ au point z de trois maniéres *.
— La premiere maniere releve d’un point de vue < fonctionnel ». Elle consiste
a considérer I'anneau local des germes? de fonctions C° & valeurs réelles au
point z, noté &,(R™) et a identifier T,,(R™) comme le R-espace vectoriel des
R-dérivations de cet anneau, c’est-a-dire des applications R-linéaires D de
E:(R™) dans R se pliant & la regle de Leibniz rapportée & x, soit

(1.18) Dlfg] = f(x)Dlg] + g(x)D[f].

Une base de T,(R™) (si U'on adopte ce point de vue) est donnée par les
dérivations :

( 0 ) L f e &(RY)

0;

of

i=1,..n
axj(xh j=1..n

Pour alléger les notations, on omettra (sauf si nécessaire) la notation x en
indice de (0/0x;). C'est ce point de vue que nous adopterons le plus souvent.

— Pour la seconde incarnation (elle aussi < fonctionnelle ») de T, (R™), on intro-
duit I'idéal maximal 9, (R™) de 'anneau local &;(R™). Le quotient

M, (R™)/ (M (R™))

a naturellement une structure de &,(R"™)/9M,;(R™) ~ R-espace vectoriel. On
peut alors identifier le R-espace des R-dérivations de &,(R™) au R-espace
vectoriel (M, (R™)/ (E))Tz(R"))2)* : un élément de ce dual peut étre en effet
considéré comme une forme R-linéaire L sur 9, (R™) nulle sur le R-sous espace
(M. (R™))?; en posant Dy (a+ m) = L(m) (lorsque a € R et m € M, (R")),
on associe & L naturellement une dérivation Dy, de &,(R™); dans 'autre sens,
en restreignant une dérivation D a 91, (R™), on lui associe un élément du dual
de M (R™) /(M (R™))?.

— Le troisieme point de vue est, lui, ensembliste et plus < géométrique > car
< visuel » : on équipe 'ensemble des paires (I,~) (I intervalle ouvert de R
contenant 0, v : I — R™ de classe C* avec de plus 7(0) = z) de la relation
d’équivalence (I1,71) ~ (I2,72) si et seulement si (dvy1)o = (dy2)o. Le R-espace
vectoriel quotient C(R™) ainsi obtenu est la troisieme incarnation de T (R™).
On retrouve 1 le point de vue consistant & voir les éléments de T, (R™) comme
les < vecteurs tangents a R™ au point x >, ce qui est la vision classique en
géométrie différentielle ou en mathématiques appliquées (EDP). Pour relier ce

1. C’est la la présentation de Bourbaki, un peu axiomatique certes, mais dont il est important
de disposer pour manier ces concepts autant en géométrie différentielle qu’en géométrie algébrique
ou théorie des nombres. Avoir un point de vue < fonctionnel > autant qu’< ensembliste > s’averera
important.

2. On rappelle qu'un élément de cet anneau est une classe d’équivalence de I’ensemble des paires
(V, f) (V voisinage de = dans R", f € C°°(V,R)) par la relation d’équivalence : (V1, f1) ~ (Va, f2)
si et seulement si les restrictions de fi et fo & V3 N Vs coincident.
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point de vue aux deux précédents, on se base sur le fait que la forme bilinéaire
M., (R™)

(classe de (I,v),m) € Cp(R"™) x W

— (d(m o 7))o
est non dégénérée.

Le dual (T,(R"))* (donc le R-espace vectoriel quotient D%, (R™)/((9M,(R™))? si I'on

adopte le second point de vue pour incarner T, (R"™)) est appelé espace cotangent a

R"™ au point z. Une base de ce R-espace vectoriel (T, (R™))* est donnée (si 'on adopte

cette fois le troisieme point de vue, c’est-a-dire le point de vue géométrique, pour

incarner T, (R™)) par les R-formes linéaires :

(dzj)s : (classe de (I,7) — (d(z; 07))o(1) = (x; 07)(0), j=1,..,n.

Ici encore, on omettra I'indice o dans la notation (dz;), sauf si nécessaire. La base
(dx1,...,dx,) ainsi obtenue est la base duale de la base (0/0x1, ...,0/0z,,).

La souplesse du cadre C'° est un atout majeur, mais le prix a payer est que profiter
de cette souplesse nous fait perdre la rigidité (et le concept de finitude) inhérents
au cadre algébrique. L’anneau local &,(R™) n’est en effet pas noethérien : 'idéal
Ni>1 (M (R™))* ne saurait étre en effet de type fini. S'il I'était, avec un systeme
de générateurs fi, ..., far de cardinal minimal, on pourrait, avec la formule de Taylor
avec reste intégral, écrire

n

fi= ijug' = znjxj(]zw:hj,kfk) = i (Zn:hjkxg) Tk
k=1 k=1

j=1 j=1 j=1
et on en déduirait fi € (fo, ..., far), ce qui contredirait la minimalité de M.

Envisageons maintenant le cas de C™. La premiere raison qui fait que les choses
different dans ce cadre (outre bien siir le fait que C" ~ R?" ensemblistement, donc
que la dimension réelle soit cette fois paire) est que C est algébriquement clos, au
contraire de R. Si K est un corps commutatif algébriquement clos, le théoréme des
zéros de Hilbert assure par exemple une correspondance bijective entre les idéauz radi-
ciels (c’est-a-dire tels que I = /1) de K[X1, ..., X,,] et les sous-ensembles algébriques
de K™ = Spec (K[X}, ..., X,]), c’est-a-dire les sous-ensembles de K™ définis comme
lieux de zéros d’un nombre fini d’éléments de K[X7, ..., X,,]. Pareille correspondance
bijective n’est plus assurée lorsque K (par exemple R) n’est plus algébriquement clos.

Au point 2z = (21 + Y1, .oy T +iYn) ~ (T1, Y1, T2, Y2, ey T, Y ) de C* ~ R?™ on peut
attacher le R-espace vectoriel de dimension 2n noté 7T, , (R*") et défini donc comme

@) =D (R (), o= () )

En complexifiant ce R-espace vectoriel, on obtient un C-espace vectoriel de dimension
2n, le R-espace vectoriel sous-jacent étant un R-espace vectoriel de dimension cette

fois 4n : .
corrie @), e (). )
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A ce stade, il convient d’introduire la notion de fonction holomorphe en n variables
Zlyeeey Zme

DEFINITION 1.4 (fonction holomorphe en n variables). On appelle fonction holo-
morphe dans un ouvert U de C” toute fonction f de U dans C qui :
— d’une part est localement intégrable! sur U (ce qui équivaut a dire que f
définit une distribution & valeurs complexes [f] = Tyeel + Timag dans U);
— d’autre part est telle que, pour chaque indice j = 1, ..., n, pour chaque (n—1)-
uplet (a1, ...,aj-1,a;41, ..., an) dans C"~1, la fonction d’une variable complexe

Z = f(al, sy A —15 2, QG4 1y -0y an)

est holomorphe? dans I'ouvert U, C C (qui peut bien sir étre vide, auquel
cas bien sir il n’y a rien a vérifier) défini par

U, := {Z eC,; (0,1, ...,aj_l,z,aj+1,...,an) S U}

Exemple 1.3. Les fonctions polynomiales & coefficients complexes en n variables
complexes sont holomorphes dans C™ (on dit aussi entiéres). Les fonctions rationnelles
sont holomorphes dans le complémentaire de leur lieu polaire, c¢’est-a-dire le sous-
ensemble algébrique de C" défini comme le lieu des zéros du dénominateur.

On peut définir I'anneau local O,(C™) des germes de fonctions holomorphes en un
point z = x + iy de C" et le C-espace vectoriel des dérivations du C-espace vectoriel
0. (C"), c’est-a-dire des applications C-linéaires de O, (C™) dans C se pliant & la regle
de Leibniz (1.18) (avec maintenant z a la place de x). On obtient un C-espace vectoriel
de dimension n, dont le R-espace vectoriel sous-jacent est un R-espace vectoriel de
dimension 2n et n’est rien d’autre, ensemblistement, que

é(m iR) (aazj)(w),

j=1

1. En fait la fonction aura sous ces hypothéses un représentant continu modulo les fonctions
nulles presque partout et c¢’est ce représentant continu (qui sera méme ici C'°°) que nous considérerons
comme la fonction f.

2. Une fonction holomorphe dans un ouvert U de C est une fonction continue de U dans C
telle que fBT f(¢)d¢ = 0 pour tout triangle fermé < plein > inclus dans U ; si I'on considére f
comme une application de U dans R2, ceci équivaut aussi & dire que f est différentiable (au sens
réel) en tout point (x,y) et que sa différentielle (df)(s,,) est une similitude directe, ou encore que
Of 0z +10f /0y = 0 dans U (on note que 'opérateur impliqué ici est un opérateur complexe, ce qui
force & envisager les fonctions holomorphes comme étant & valeurs complexes et non plus réelles).
Une fonction f : U — C coincide au sens des distributions avec une fonction holomorphe dans
U si et seulement si f est localement intégrable dans U et telle que la distribution [f] satisfait
(0/0x+1i0/0y)([f]) = 0 au sens des distributions dans U. Les fonctions holomorphes dans un ouvert
U sont aussi les fonctions analytiques au sens complexe dans cet ouvert, c’est-a-dire les fonctions se
développant sous la forme

f(z) = Z ai(f;20) (z — 20)F, 2 € D(z0, distance(zg, U))
k=0

ol le rayon de convergence de la série entiere ), ay (f;20)X* est au moins égal & la distance
d(z0,0U) €]0, +00]).
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0 P 9 |
(T%)(x,y) - ;(<({9;L'j)(x7y) o Z(@)(m7y))a j=1,...,n.

On note ce C-espace vectoriel de dimension n (qui a aussi une structure sous-jacente
de R-espace vectoriel de dimension 2n)

n
1,0 ny .__ . 8
TOO(C") == PR +iR) (a?-)(r,y)'
j=1

On l'appelle espace tangent holomorphe en z a C". Il y a une autre interprétation de
I’espace tangent holomorphe en z a C", plus < visuelle > que ne I’est l'interprétation
en termes de dérivations. On peut considerer ’ensemble des couples (D, T") ot D est un
disque ouvert de C contenant lorigine et I' : w € D — I'(w) € C™ est une application
holomorphe (ce qui veut dire que toutes les coordonnées sont holomorphes) de A dans
C™ telle que T'(0) = z. On équipe ’ensemble de ces paires de la relation d’équivalence

ary T,
(D1, T1) ~ (D2, T2) <= 37(0) = %(O)-

On obtient un C-espace vectoriel fournissant une seconde incarnation du C-espace
vectoriel tangent holomorphe Tz(l’o)((C").

On introduit également le conjugué de ce C-espace vectoriel, que ’on appelle I’espace
tangent antiholomorphe en z a C" et qui est ainsi défini par

n

j /&Y

Jj=1

0 0 /0 .
(877:5)(35,3,) = ;((é?l'j)(xy) +Z(8T;j>(x,y))’ J=hewn.

T(a:,y) (R2n) — T(LO) ((Cn) ®r T(Ovl)((cn)

T+iy T+1iy

On a ainsi :

mais Téi?;(@") et Téi};(@") ont chacun une structure de C-espace vectoriel de di-

mension n, ces deux structures étant conjuguées.

A tout point = de R™, nous sommes ainsi en mesure d’associer deux R-espaces vecto-
riels T, (R™) et TF(R™) duaux 'un avec l’autre, le R-espace tangent en x & R™ et le
R-espace cotangent en x a R™. A tout point de z = x+iy € C" ~ (x,y) € R®", on peut
associer de méme les deux R-espaces vectoriels de dimension 4n duaux 1'un est ’autre
qui sont les R-espaces sous-jacents aux C-espaces COr T, ) (R?") et CRr T&,y) (R?).
Chacun de ces deux R-espaces vectoriels de dimension 4n se scinde en la somme di-
recte de deux R-espaces vectoriels de dimension 2n que I'on peut équiper chacun
naturellement d’une structure de C-espace vectoriel, le second C-espace étant dans
les deux cas le conjugué du premier.

Pour clore cette sous-section, décrivons deux manieres de « retrouver > le cadre C?
lorsque nous nous trouvons dans le cadre R? :



1.2. DISTRIBUTIONS SUR LES VARIETES 15

— la maniere la plus directe d’opérer est introduire une seconde copie de R,
ou les coordonnées sont cette fois y = (y1,...,yn) (indépendantes des coor-
donnéees (x1, ..., T, )) et de retrouver alors C" comme

C} =R"®iR";
notons que la projection z = z + iy — = (permettant le < retour » au cadre
réel) est une application ouverte! mais n’est pas une application propre au
sens topologique du terme (I'image réciproque d’un compact non vide n’est
jamais compacte) ;

— la seconde maniere consiste non pas a introduire C", mais seulement un ouvert
de C", & savoir le tore (C*)" = T"(C), ot T" = Spec (C[X{", ..., XF1]); il
existe une application surjective de (C*)™ dans R™ (c’est encore une submer-
sion) qui jouera un rdle particulierement important pour nous ultérieurement,
I’application

(1.19) Log : z € (C*)" +— (log|z], ..., log |zn]) ;

cette fois, cette application est une application propre car I'image réciproque
d'un point x € R” est 'ensemble des points (171 . eTn T ) avec (61, ..., 0,,)
dans (R/(27Z))™; Papplication —Log est appelée application de tropicalisa-
tion? de la variété algébrique affine Spec (C[X{, ..., X;F1]).

1.2.2. Variétés différentielles, variétés analytiques complexes

On rappelle dans cette sous-section les concepts de wvariété différentielle et de
variété analytique complezxe.

DEFINITION 1.5 (variété différentielle ® de dimension n). Une variété différentielle
(2, 47) de dimension n consiste en la donnée :

— d’un espace topologique séparé Z qu’il est possible d’écrire comme 1'union
d’une famille dénombrable d’ouverts relativement compacts ;

— d’un atlas & constitué d’une famille de couples (%, ¢,), ou %, est un ouvert
de 2" et ¢, : % <— U, est un homéomorphisme entre %, et un ouvert U,
de R™ de maniére a ce que les (%,), recouvrent 2~ et que de plus, chaque fois
que %,, N %,, # 0 pour deux indices ¢ et ¢1, Papplication

—1
(1.20) (u 09, )|¢LD(%LOO”%1)

réalise un C°-difféomorphisme entre les deux ouverts de R™ que sont les
ouverts ¢, (%, N, ) et o, (U, NU,).

1. C’est une submersion en termes géométriques, ce qui signifie que sa différentielle (au sens réel)
au point (z,y) ~ z = x + iy est surjective.

2. Le calcul tropical (ou encore min-plus) dans R U {+oo} est le <« calcul > ol les opérations
d’addition et de multiplication entre deux éléments sont respectivement remplacées par la prise de
minimum et 1’addition : a@b := min(a,b), aXb:=a + .

3. On dit indifféremment < différentiable >. Attention cependant au mot < wariety > dans la
terminologie anglo-saxonne; c’est ici le terme < differential manifold > qu’il convient d’utiliser ; on
traduirait < variety > en francais par < variété différentiable pouvant présenter des singularités >.
Le < cusp > réel {(z,y) € R?; 23 —y2 = 0} ou complexe {(z,w) € C?; 23 —w? = 0} ne porte pas de
structure de variété différentiable du fait du point singulier {(0,0)} : c’est une < variety > au sens
anglo-saxon, ce n’est pas une < variété différentielle > au sens francais.
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Sixz e X2, le R-espace tangent & 2 au point x est défini comme le R-espace des
dérivations de 'anneau &, (2"). L’anneau &, (2") est ici 'anneau (en méme temps que
le le R-espace vectoriel) des germes en x des applications f définies dans un voisinage
arbitrairement petit ¥, de z dans 2 et C* dans ce voisinage (ce qui signifie que
fop ! est O dans ¢,(7,) deés que ¥, C %,).

Exemple 1.4 (la sphére unité S de R™™1). La sphere unité de R™ ™!, avec son
atlas & deux cartes

(SH’%\(O,...,O,I),TI'+)7 (Sﬁ\(o,...,0,71)771'7),
ott 7+ désignent les projections stéréographiques depuis respectivement les deux
< poles > que sont les points (0, ...,0,1) et (0,...,0,—1), est une variété différentielle
de dimension n (c’est une sous-variété de R"*1). Du point de vue topologique cette
variété différentielle S§ réalise une compactification d’Alexandrov de R".

De maniere tout a fait similaire, on a, dans le cadre cette fois complexe :

DEFINITION 1.6 (variété analytique complexe de dimension n). Une variété ana-
lytique complexe (Z, </) de dimension n consiste en la donnée :

— d’un espace topologique séparé 2 qu’il est possible d’écrire comme 1'union
d’une famille dénombrable d’ouverts relativement compacts ;

— d’un atlas &7 constitué d’une famille de couples (%, ¢,), o %, est un ouvert
de 2" et ¢, : % <— U, est un homéomorphisme entre %, et un ouvert U,
de C™ de maniere a ce que les (%,), recouvrent £ et que de plus, chaque fois
que %,, N, # 0, application

-1
(1.21) (P01 0 %ug ) g (g,

réalise une application biholomorphe ! entre les deux ouverts de C" que sont
les ouverts @, (%, N %,) et o, (%, N %,).

On peut naturellement attacher a une variété analytique complexe de dimension n
une structure de variété différentielle de dimension 2n sous-jacente : il suffit pour
cela de considérer les ouverts U, comme des ouverts de R?” ~ C" et de ne retenir que
le caractére C* des biholomorphismes réalisés par les applications (1.21) ; on notera
Zsjac cette variété différentielle sous-jacente.

On peut dans ce nouveau contexte définir le C-espace vectoriel C ®@g T, (Zsjac) (avec
son R-espace vectoriel sous-jacent de dimension 4n) et son scindage

C® To(Zijac) = TNZ) @ T2(2) = THOUZ) 6r TOD(2),
les deux espaces figurant dans le scindage héritant d’une structure de C-espace vec-

toriel de dimension n; le premier est le C-espace tangent holomorphe & 2" en z, le
second le C-espace tangent antiholomorphe & 2" en z.

Exemple 1.5 (’espace projectif complexe). L’espace projectif complexe est défini
ensemblistement comme le quotient

_ O {(0,..,0)}

(1.22) P"(C) : =

1. Il suffit ici de dire < holomorphe et de jacobien ne s’annulant pas > si ’on invoque le théoréeme
d’inversion locale ; en effet cette application est automatiquement bijective par construction méme.
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(ot le quotient par le groupe multiplicatif C* signifie que 'on quotiente par la relation
d’équivalence traduite par la C-colinéarité de deux vecteurs non nuls de C"*1). Le
principe de la perspective attaché au concept d’espace projectif repose sur les deux
observations suivantes :

— Despace projectif P"T1(C) est I'union de C"*! et de 'espace projectif P"*(C),
considéré alors comme 1’hyperplan a l'infini de P"+1(C) (cet hyperplan est une
sous-variété analytique complexe de dimension n de P"*1(C));

— étant donné un point (29, ..., z,) de C**1\ {(0, ...,0)} € P**1(C), ’adhérence
dans P"*1(C) de {t(z0, ..., z); t € C*} intersecte 'hyperplan a Pinfini P"(C)
en un seul point, qui se trouve étre la classe de (zo, ..., z,) dans le quotient
(1.22), classe que on note [zg : ... : zy].

On dispose pour cette variété analytique complexe compacte P*(C) d’un atlas a n+1
cartes, a savoir les

Uy ={[z0::zn]; 2 #0} &y (2j41/%js s 20/ %5, 21/ 255 s 2j—1/25) € U; = C"

pour j = 0, ...,n. Les morphismes (1.21) de changement de carte ont ici la particularité
d’étre monomiaux. On notera donc [zp : ... : z,] les points de P"(C) et on appellera
(20, ..., 2n) les coordonnées homogénes du point [zg : ... : z,]. Notons que le vecteur des
coordonnées homogenes (zo, ..., 2, ) d'un point de P™(C) est uniquement déterminé a la
multiplication par un élément de C* pres. La variété différentielle réelle de dimension
2n sous-jacente & P™(C) est le quotient de la sphére unité S]?{”H de R2("+1) par 1a
relation d’équivalence

(xél)ay(()l)7 "'7‘7";,1)’ ’gtl)) ~ (x82)7y52)’ ""xg)’y'g))

=30 eR/(2rZ) t.q 2P +iy? =P +iy®) vji=0,..n.

(1.23)

Dans le cas particulier n = 1, la variété sous-jacente a la droite projective complexe
P!(C) est la sphere unité S3 de R? (dite sphére de Riemann).

Remarque 1.4. On peut conduire la construction de P™(C) a partir de n’importe
quel corps commutatif. On obtient la variété algébrique 2" = X (K) = P*(K), ou

X = Spec(Proj(K[Xo, ..., X,.]))-

Cependant, les choses ne sont pas toujours si agréables du point de vue ensembliste
lorsque K # C : le plan projectif P?(R) s’identifie au quotient du disque unité fermé
D(0,1) de C dans lequel on identifie deux points du cercle unité chaque fois qu’ils
sont diamétralement opposés ; ¢c’est donc le disque unité ouvert et un ruban de Mobius
collés < bord-a-bord > et ce n’est donc pas une variété différentiable orientable. On
peut aussi voir P?(R) comme I’ensemble des triomes aX? + bX + ¢ ot les coefficients
sont tels que (a,b,c) € R®\ {(0,0,0)}, les vecteurs de ces coefficients étant identifiés
lorsque colinéaires : le cas b? — dac < 0 s’indentifie au demi-plan {Imz > 0} (une
des deux racines du trinéme et une seule y figure), donc au disque unité ouvert
D(0,1), le cas b*> — 4ac > 0 s’identifie & un ruban de Méobius (deux racines réelles
que l'on est incapable de trier en ne connaissant que les coefficients). Il y a 1 une
autre différence de taille avec C : la variété différentielle sous-jacente a P™(C) est, elle,
toujours orientable.
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DEFINITION 1.7 (surface de Riemann). Une variété analytique complexe de di-
mension 1 est dite surface de Riemann.

Exemple 1.6. La droite projective complexe P!(C) ou la courbe elliptique C/A
(ot A = Zw; @ Zws désigne un réseau de C) sont des surfaces de Riemann ; dans le
premier cas la variété différentielle réelle sous-jacente est la sphere Sf@ tandis que dans
le second cas, il s’agit du quotient de R? par le sous-groupe Z(uy,v1) @ Z(uz, v2) si
w; = u;j +1iv; (j = 1,2), c’est-a-dire d'un tore.

1.2.3. Distributions sur une variété différentielle ou une variété analytique
complexe

Dans cette sous-section, on notera K indifféremment R ou C. Soit (27, &) une
variété différentielle de dimension n ou une variété analytique complexe de dimension
n (il n’y a pas lieu ici de distinguer les deux cas).

Si % est un ouvert de 27, on note D(% ,R) le R-espace vectoriel des fonctions C* de
7 dans R dont le support est un compact de %7. Comme l'est le R-espace vectoriel
D(U,R) lorsque U est un ouvert de R™ (ainsi que l'atteste la proposition 1.1), le
R-espace vectoriel D(% ,R) est tres riche.

La régle de convergence des suites de D(U, R) lorsque U est un ouvert de R™ (donnée
4 la définition (1.1)) se transpose immdiatement au cadre des suites de D(%,R), ou
% désigne maintenant un ouvert d’une variété différentielle ou analytique complexe
de dimension n.

DEFINITION 1.8 (distributions & valeurs dans K dans un ouvert % d’une variété
différentielle ou analytique complexe). Soit % un ouvert d’une variété différentielle
ou analytique complexe (£, o) de dimension n. On appelle distribution dans % a
valeurs dans K toute application R-linéaire T' de D(%,R) dans K telle que, pour
toute suite (pg)r>0 d’éléments de D(% ,R) convergeant vers la fonction nulle au sens
du principe de convergence des suites (1.1) transposé ici au cadre des variétés, on a

lim (T, ) =0.

k— oo

Remarque 1.5. De fait une distribution 7' dans % et a valeurs dans K est
une application R-linéaire continue du R-espace vectoriel D(% ,R) a valeurs dans K
(considéré ici comme R-espace vectoriel), la topologie de D(%,R) étant la topologie la
plus fine pour laquelle toutes les injections iy : D (% ,R) — D(%,R) sont continues.
Ici la topologie sur Dg (% ,R) est la topologie de la convergence uniforme sur le
compact K CC % des fonctions et de toutes leurs dérivées, ces calculs de dérivées
étant effectués dans les ouverts U, de R™ ou C™ une fois les fonctions composées a
droite avec les fonctions ;! provenant de I'atlas 7.

On peut aussi voir l'espace des distributions dans un ouvert % a valeurs dans K (ici
K = R ou C) comme le dual du K-espace vectoriel D(%,K) (D(%,R) si K = R
ou C ®@g D(%,R) lorsque K = C). On le note 2'(%,K) le K-espace vectoriel des
distributions dans % a valeurs dans K.

Exemple 1.7 (distributions tempérées dans R™). Une distribution 7' € D’(R™, C)
induit une distribution Ty + sur Vouvert Z+ := Sg \ {(0, ...,0,1)} par

(Ty+,0) = (T, 00 (xt)™") Vo eD%,C).
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On dit qu’une distribution T' € D(R™, C) est tempérée (ou encore < sphérique ») si et
seulement si la distribution Ty + est la restriction a l'ouvert 7 d’une distribution
Tsp € D(SE, C). Les distributions & valeurs complexes qui sont tempérées dans R”
forment le R-sous-espace* .#/(R™, C). 1l existe un critére quantitatif tres utile pour
tester si une distribution T € D'(R™, C) est tempérée : une distribution 7' € D'(R", C)
est tempérée si et seulement si il existe un entier p € N et C > 0 tel que

=Ll

(pour une preuve de cette équivalence, on pourra consulter la preuve de la proposi-
tion 4.3 de [Ydist]). Si P € C[z1, ..., 2], la distribution Tpyecl + 1P imag € D'(R™, C)
construite a la proposition 1.4 est ainsi tempérée car elle satisfait au critére quanti-
tatif (1.24). On verra plus loin que la transformation de Fourier réalise un isomor-
phisme de C-espaces vectoriels entre le C-espace vectoriel des distributions tempérées
' (R",C) et le C-espace vectoriel .#/((R™)*,C) des distributions tempérées dans
Pespace dual (R™)*; cet isomorphisme échange la distribution tempérée opérateur-
différentiel P(D)([{(0,...,0)}]) (ot P(D) désigne un opérateur différentiel & coeffi-
cients constants) avec la distribution tempérée-fonction [P(—iws, ..., —iw,)] (et par
conséquent la distribution-fonction [P(z1, ..., z,)] avec la distribution opérateur-diffé-
rentiel P(i0/0wr, ...,10/0wy)([{(0,...,0)}])).

(124) VpeDR.R), [T} <C  swp  sup [(1+]fa])”
{ai++a,<p} z€R"

1.3. Algebre linéaire < en famille > sur une variété
1.3.1. Fibrés réels ou complexes sur une variété différentielle

Soit (27, &) une variété différentielle de dimension (réelle) n ou une variété ana-
lytique complexe de dimension (complexe) n. Si r est un entier strictement positif
Z xR" ou 2 x C" héritent d’une structure de variété différentielle respectivement
de dimension n+7r ou n+2r; si (27, 47) est une variété analytique complexe, X x C"
hérite d’une structure de variété analytique complexe de dimension n + 7.

On peut représenter ensemblistement ces ensembles comme

U xR = |} Brar |J (2} xC) = |J Eca, |J {2} xC) = | Ec..
rzeX zeX ceX rzeX zeX ze X

Se donner une fonction f : 2 — R" ou une fonction f : 2" — C" revient a se
donner, au dessus de chaque point z € 27, un point e = (z,¢) de la < fibre » {z} x R"
ou {z} x C", ou bien {2} x C" (suivant le contexte).

Pour pouvoir faire de 'algebre linéaire < en famille > sur une variété différentielle,
nous allons introduire les notions de fibré réel localement trivial de rang r et de fibré
complexe localement trivial de rang r au dessus de 2 . Cela signifie basiquement que
nous allons nous affranchir du fait que la fibre Eg, ou E¢ ,, Ec . se trouvait dans
les cas précédents de la forme tres particuliere Er , = {z} x R" ou E¢ , = {z} x C",
{z} x C" (tout en préservant cependant ce modele localement quitte & < redresser > la
situation par un C*° difféormorphime pour précisément s’y ramener).

1. Contrairement & ce que I’on pense souvent, le qualificatif . n’est pas la en référence & Laurent
Schwartz qui I’a introduit, mais en relation avec le fait qu’il s’agisse en quelque sorte du C-sous-espace
des distributions < sphériques >.
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Ultérieurement dans le cours, la < base > £~ (support d’indexation des fibres) pourra
étre un espace analytique complexe (variété analytique complexe ou l'on tolere la
présence de singularités, comme le cusp z° — w? = 0 paramétré par z = t2, w = t3),
voire méme un objet hors du champ de la géométrie complexe, par exemple un espace
analytique au sens de Berkovich sur un corps valué K. Les fibres E, ou F, pourront
étre alors des K-espaces vectoriels, avec des choix de K autres que R ou C (par exemple
K = Q, avec sa valeur absolue ultramétrique p-adique | |, ou la cléture intégrale de ce
corps, le corps des séries de Puiseux en une variable & coefficients complexes ou dans
un corps de nombres, etc.). Il faudra dans ce cas remplacer les notions de fonction
C° ou de fonction holomorphe avec lesquelles on travaille ici avec celle de fonction
réguliere (au sens section du faisceau structurant de l'espace de base 2~ au dessus
duquel on prétend travailler).

Pour <« mesurer > les objets, il sera aussi important par la suite d’équiper chaque fibre
E, ou E, d’'une métrique (riemannienne ou hermitienne suivant que K = R ou C), la
métrique sur E, ou E, dépendant de maniére cohérente (C° ou continue) du point
de base. Si K est un corps équipé d’une valeur absolue non-archimédienne, c’est cette
valeur absolue que I’on pourra utiliser pour < mesurer > les éléments £ de chaque fibre
E,.

Restons pour U'instant dans le cadre des variétés différentielles de dimension (réelle)
n de dimension (réelle) n. Suivant que le corps K sur lequel les fibres F, sont des
espaces vectoriels est R ou C, nous avons les deux définitions suivantes :

DEFINITION 1.9 (fibré réel localement trivial de rang r au dessus d’une variété
différentielle). Du point de vue ensembliste, se donner un fibré réel localement trivial
de rang r au dessus d’une variété différentielle (2, </) de dimension n revient a se
donner, pour chaque x € £, un R-espace vectoriel Eg , de dimension r de maniere a
ce que :

— d’une part, I’ensemble

B := ] ({z} x Ers)
e

porte une structure de variété différentielle de dimension n + r, la projection
7w : (x,§) — x étant naturellement continue;

— d’autre part, pour tout x € %, il existe un voisinage ouvert %, de x ainsi
qu'un difféomorphisme C> de trivialisation' 0, : 7= (%,) C Er +— U, xR"
de maniere a ce que

Ve € M%), Tnr(a)(€) = Proj o (6x(e))
projg-(y,v) =y Vy € %, YveR"

et, pour chaque y € %, (0:)|{y} x &, réalise un R-isomorphisme entre la fibre
{y} X Ery et {y} x R".

1. 11 faudrait placer ici le dessin que j’ai fait en cours et n’ai pu reproduire encore ici.
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On dit alors que Er = 2 ' est un fibré réel localement trivial de rang v au dessus de
la variété différentielle Z .

DEFINITION 1.10 (fibré complexe localement trivial de rang r au dessus d’une
variété différentielle). Du point de vue ensembliste, se donner un fibré complexe loca-
lement trivial de rang r au dessus d’une variété différentielle (2, <) de dimension
n revient a se donner, pour chaque x € 2", un C-espace vectoriel E¢ ; de dimension
r de maniere a ce que :

— d’une part, I’ensemble

Ec = U ({z} x Ecz)
e
porte une structure de variété différentielle de dimension n + 2r, la projection
7 :(x,€) — x étant naturellement continue;
— d’autre part, pour tout x € %, il existe un voisinage ouvert %, de x ainsi
quun difféomorphisme C> de trivialisation 0, : 7~ (%) C Ec +— %, x C"
de maniere a ce que

Ve € m (%), Tin-1(a.)(€) = Proj o (0x(€))

projg-(y,v) =y Vy € %, YveC"
et, pour chaque y € %, (02)|{y}x Ee,, Téalise un C-isomorphisme entre la fibre
{y} x Ecy et {y} x C".
On dit alors que Ec = 2 est un fibré complexe localement trivial de rang v au dessus
de la variété différentielle Z .

Etant donné un fibré Fx — 2 (réel ou complexe, K = R ou C) de rang r au dessus
de Z°, on appelle section C*° de Ex dans un owvert % de Z toute application s de
classe C*° de % dans Ex (Ex étant équipé ici de sa structure différentielle) telle que,
pour tout x € %, s(x) € Ex . On note C*°(% , Ex) le K-espace vectoriel des sections
C*>* de Ex dans louvert % et D(%, Ex) le K-sous-espace de C*°(%, Fx) dont les
éléments sont les sections de Ex qui sont C'*° et a support compact dans 'ouvert % .
On peut introduire plus généralement le K-espace vectoriel C*(%, Ex) des sections
de % dans Ex qui sont de classe C* (k=0,1,...).

Si 6, désigne le morphisme de trivialisation de Fx au dessus d’un voisinage %, d’un
point x (voir les définitions 1.9 ou 1.10), les applications

T € Uy > 9;1(x,ej)

(ot {ey, ..., e, } désigne la base canonique de K) forment ce que 1’on appelle un repére 2
pour le fibré Fx au dessus de %,. Dans ce repere, toute section s de classe C*° du
fibré Ex dans un ouvert % contenant %, s’exprime dans %, sous la forme

T

s(z) = ZS%J(JJ) ej(x) = Z s;j(x) e;(x),

j=1

1. 11 est souvent important de spécifier la projection © en méme temps que la donnée du fibré
Eg.
2. Le terme anglo-saxon est frame.
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ou les fonctions = + s, j(z) (j = 1,...,7) sont des fonctions C*° de %, (considéré
comme ouvert de la variété différentielle 27) & valeurs dans le corps K.

1.3.2. Fibrés holomorphes de rang fini au dessus d’une variété analytique
complexe

Si (2, o) est une variété analytique complexe de dimension n, on peut introduire,
dans la classe des C-fibrés de rang r au dessus de la variété différentielle sous-jacente
(Zsjacs A) (de dimension 2n) une sous-classe d’< étres rigides » qui nous sera bien
utile, celle des fibrés holomorphes de rang r.

DEFINITION 1.11 (fibré holomorphe de rang 7 au dessus d’une variété analytique
complexe). Du point de vue ensembliste, se donner un fibré holomorphe de rang r au
dessus d’une variété analytique complexe (2, o) de dimension n revient & se donner,
pour chaque z € 2, un C-espace vectoriel E¢c , de dimension r de maniére a ce que :

— d’une part, ’ensemble

Ec:= | ({2} x Ec.2)

zeX

porte une structure de variété analytique complexe de dimension n + r, la
projection 7 : (2,€) — z étant une application holomorphe ! ;

— d’autre part, pour tout z € 27, il existe un voisinage ouvert %, de z ainsi qu'un
morphisme biholomorphe? de trivialisation 6, : 7Y %.) C Ec +— U, x C?
de maniere a ce que

Ve e m M), i (e) = proj - (0.(e))

proj o (w,v) =w Yw € %, Vv e C"

et, pour chaque w € %, (0.)|{w}xE., réalise un C-isomorphisme entre la
fibre {w} x Ec ., et {w} x C".
On dit alors que Ec = 2 est un fibré holomorphe de rang r au dessus de la variété
différentielle Z .

Si Ec =+ 2 est un fibré holomorphe, il existe, pour chaque z € 2 un voisinage
%. de z dans lequel on dispose d’un repére {w — ej(w),...,w — e,.(w)} constitué de
sections holomorphes du fibré holomorphe E¢ dans I'ouvert %,.

1. Ceci signifie qu’en composant 7 avec l'inverse d’une carte locale ®, pour E¢ a droite, puis
avec une carte locale ¢,/ (pour 2 cette fois) & gauche, on obtient une collection d’applications
holomorphes.

2. Méme remarque que précédemment : ceci signifie holomorphe aprés composition a gauche et a
droite avec les cartes locales ou leurs inverses. Il faut aussi noter que si on se limite au contexte de la
géométrie algébrique, les seules applications biholomorphes qui entrent en jeu ici sont les applications
rationnelles considérées hors de leur lieu polaire, d’inverse une fraction rationnelle considérée hors
de son lieu polaire.
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1.3.3. Construction de fibrés réels ou complexes localement triviaux de
rang r a partir de cocycles

Se donner un fibré localement trivial (réel ou complexe) de rang r au dessus d’une
variété différentielle (£, %) de dimension n revient & se donner un recouvrement
2 =, % de Z et, pour chaque paire d’indices (¢9,¢1), une application de classe
COO

Coony Uy N U, — GL(r,K)

de maniere & ce que soit vérifiée la condition de cocycle? :
(1'25) Vi, 1,2, [cbo,n ° cblaLQ](x) = Cuppa (l‘) Vo e 0%0 n 0241 n %2'

Une fois en effet que I'on dispose de ce cocycle d valeurs dans GL(r,K), on construit
le fibré Ex — 2 au dessus de 2" qui lui correspond en considérant dans un premier
temps 'union disjointe

| |(Z x&7)

L
puis en quotientant ensuite cette union disjointe par la relation d’équivalence qui
consiste & identifier les couples (x,v) et (z,c,.,, (z).v) pour toute paire d’indices
(t0,t1) et tout point x de ?//\:0 N 02?;

Lorsque le fibré Ec = 2 est un fibré holomorphe au dessus d’une variété analytique
complexe de dimension n, la donnée de E¢ est équivalente a celle d’un cocycle

(%L)M (CLD,H)L(LM

ou les applications ¢, ,, ne sont plus seulement C° mais cette fois, pour chaque paire
05t1 ’

d’indices (tg,¢1), holomorphes? de %,, N %,, dans I'ouvert de € correspondant au
groupe linéaire GL(C, r) des matrices inversibles de taille [r,7].

Exemple 1.8 (le fibré tautologique sur P™(C)). Nous présenterons dans la section
suivante les exemples classiques des fibrés tangent et cotangent au dessus d’une variété
différentielle, puis des fibrés tangents holomorphe et anti-holomorphe, cotangent ho-
lomorphe et anti-holomorphe au dessus d’une variété analytique complexe. Donnons
pour l'instant ici ’exemple d’un fibré holomorphe de rang 1 (on dit aussi un < fibré en
droites ») au dessus de P"*(C), celui du fibré tautologique. On rappelle que la variété
analytique complexe P™(C) est une variété analytique complexe de dimension n définie
comme le quotient géométrique de 'ouvert affine C* 1\ {(0,...0)} par le groupe C*, la
relation d’équivalence traduisant la co-linéarité des vecteurs (voir I'exemple 1.5). Au
point z = [2g : ... : z,] de coordonnées homogenes (zo, ..., 2, ), on attache la C-droite
vectorielle E, = C- (2o, ..., 2n) = {(A20, ..., Azp,) ; A € C}. On équipe U, cpn () {2} X E=
d’une structure de fibré. Ce fibré s’obtient en se basant sur la construction abstraite
précédente & partir du recouvrement par les ouverts %; = {[z0 : ... : 2n]; 2; # 0}.

1. On observera (en prenant tg = t1 = t2) que ¢,,, = Idgr pour tout ¢, puis en prenant o = t2
et ¢1 libre que ¢,q,.; = Ca%/«o-

2. Si 'on pense au cadre de la géométrie algébrique, il faut remplacer < holomorphe > par
< rationnelle considérée hors du lieu polaire >. Ceci vaut dans toutes les constructions ci-dessous,
lorsque les objets maniés seront des objets relevant d’un point de vue < rigide >, par exemple comme

ici les fibrés holomorphes sur une variété analytique complexe.



24 1. DISTRIBUTIONS ET COURANTS

Soit jo, j1 une paire d’indices. Soit s; la coordonnée locale sur E, lorsque z € U;. On
a, si z € Uj, :
E. = {(thZO/ZjO, "'vtjm "'7tjo Zn/zj(,) ) tjo S (C}
SizeU; avec 0 < jp < ji1 <n,ona
E, = {(tjl/zjw"'7tj1Zj0/Zj17'“7tj17 ...,tjlzn/zjl) ; tj1 S (C}

Les coordonnées locales t;, et t;, sont donc reliées par

Jo — Yo
zh
On a donc
ti, =ty 2L
Ji1 7 %Jjo .
ZJo

Le cocycle est donc donné par
gj07j1([z]) = Zj /Zjo : Uj07j1 - GL(L C) =C".

pour tout couple 0 < jy < 71 < n. Ce fibré est aussi noté O(—1) car c’est le dual du
fibré dont les sections holomorphes sont les polynéomes homogenes de degré 1.

1.3.4. Opérations algébriques sur les fibrés réels ou complexes localement
triviaux

Soit K =R ou C. Si Ex — 2 est un fibré réel ou complexe localement trivial de

rang r au dessus de 2" on peut associer a Fx d’apres la sous-section 1.3.3 un cocycle
a valeurs dans GL(r, K) subordonné & un recouvrement (%), suffisamment fin de 2"
On note ce cocycle (¢, )y, = ¢ en sous-entendant ici le recouvrement de 2 &
partir duquel ce cocycle est construit.
Soient maintenant deux fibrés Fk ; I 2 et Ex 2 2y 2 localement triviaux de
rangs respectifs 1 et 7o au dessus de £ . On peut construire a partir des deux re-
couvrements (%,""7), (j = 1,2) adaptés aux cocycles cB<1 et ¢F%2 un recouvrement
plus fin de maniere & ce que les deux cocycles ¢c©%3 (j = 1,2) soient tous deux adaptés
a ce nouveau recouvrement.

La construction abstraite d’un fibré localement trivial de rang r a partir d’un recou-
vrement de 2" et d’un cocycle adapté & valeurs dans GL(r,K) va nous permettre de
conduire un certain nombre de constructions algébriques relevant de ’algebre linéaire.
1. La somme Ex; ®k Fx 2 de deux K-fibrés localement triviauz.

On suppose que Ek ; et Fi o sont deux K-fibrés localement triviaux de rang respectifs
r1 et r5. On combine les deux cocycles ¢F%1 et c¢F%2 attachés au méme recouvrement
(%,), en le cocycle (C,; .., ) o015 OU, pour toute paire d’indices (o, ¢1) :

Ex1

Cioup TE % N % — |G (2) EKOz € GL(K, 71 + r2).
0 Cuonis ()

A partir de ce cocycle (& valeurs cette fois dans GL(r; + 73, K)), on construit comme
dans la sous-section 1.3.3 le fibré K-fibré Ex 1 @k Fk,2 (localement trivial et de rang
r1 4 72).

2. Le produit tensoriel Ex 1 ®k Ex 2 de deur K-fibrés localement triviauz.
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On suppose encore que Ek ; et Fg o sont deux K-fibrés localement triviaux de rang
respectifs 1 et r3. On combine les deux cocycles cPr1 et ¢Fr2 attachés au méme
recouvrement (%,), en le cocycle (Cyy 1y ) o005 OU, pour toute paire d’indices (g, t1) :

Cipr ‘€U NU, —

€5 @ ek > (i (@) €) @ (el (2) - en) | 1<y, € Homyg (K} @ K K @ ).
17 STr2

Il s’agit ici d'un cocycle a valeurs dans GL(r172,K) auquel on associe grace a la
construction abstraite de la sous-section 1.3.3 un K-fibré localement trivial de rang
riry dit produit tensoriel Pk 1 Qx Ex 2.

3. Puissances extérieures \” Ex (1 < p <) d’un fibré localement trivial de rang r.

Soit Fkg un K-fibré localement trivial de rang r au dessus de 2 et 1 < p < r. On

associe au cocycle cP% attaché & Ex le cocycle (Cyy 1y ) g0y

Cirowr €U NU, —

p p p p
Z AJ /\ejz |—>Z)\J /\cf)]‘il(x)-ejg} EHomK</\KT,/\Kr>.
=1

Iy} ed=p} =1 7

Le K-fibré localement trivial associé a ce cocycle suivant la construction de la sous-
section 1.3.3 est un fibré localement trivial de rang (;) noté \” Ex et appelé puissance
extérieure de Fx a lordre p. Lorsque p = 7, c’est un fibré de rang 1 appelé fibré
déterminant de Fx et noté det Fk.

4. Dual d’un fibré localement trivial de rang r.

Soit Fx — 2 un K-fibré localement trivial de rang 7 et cP% un cocycle & valeurs
dans GL(r,K) adapté & Fk et au recouvrement (%,),. On appelle fibré dual de Ex le
K-fibré de méme rang r que Fx construit comme a la section 1.3.3 & partir du cocycle
(cF=)* on

Cropy @ X E d?/jo n 02’/71 — t[cboybl(gc)]_1 € GL(r, K).

5. Fibré HOIDK(E]KJ, E]Kyg) .

Il existe un isomorphisme entre K™ & (K" )* et le K-espace vectoriel Homg (K™, K"2)
car tout K-homomorphisme de K™ dans K" est représenté par sa matrice a ri-
colonnes et 79 lignes dans les bases canoniques respectives de K" et K" respective-
ment a la source et au but. Si Ex; et Ek o sont deux K-fibrés localement triviaux
de rangs respectifs 1 et rg, on note Homg (Fk 1, Pk 2) le K-fibré localement trivial
Ex 2 @k Eg ;1 ; c’est un K-fibré localement trivial de rang rqrs.

Toutes les opérations ci-dessus peuvent étre considérées entre fibrés holomorphes au-
dessus d’une variété analytique complexe. Si E; et F5 sont deux tels fibrés holo-
morphes, les cocycles associés le sont, ainsi que les cocycles permettant de construire
Ey ®¢ Ez, E1 ®c Bz, \° Ey1, E}, Home(E4, E3). Tous les fibrés construits ainsi seront
donc aux aussi holomorphes des que E; et Es le sont.
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1.3.5. Fibré tangent et cotangent, formes différentielles

Les deux exemples majeurs de fibrés réels localement triviaux et de rang n sur

une variété différentielle (2, o) de dimension n sont le fibré tangent T'(2") et le fibré
cotangent T*(2").
Le morphisme de trivialisation impliqué dans la structure de fibré tangent sur l’en-
semble (J, ¢ 5 {2} xT(2") ' s’obtient en trivialisant Upen, {2} x T (27)) ainsi : étant
donné y € %, et la classe de tangence 4 de (I,) dans T,(2Z"), on associe & (y, ) le
couple formé de ¢, (y) et de la classe de tangence de (I, ¢, 07y) en ¢,(y). On notera

] i) ] i)
G ) = B By

le repere associé a cette trivialisation dans l'ouvert U,, étant entendu qu’il faut com-
prendre ici x1,...,2, comme les fonctions coordonnées de = — ¢, () dans la base
canonique de R™ (c’est & dire les coordonnées locales). Le repeére dual est noté

{de71,...,de7n}:{dgpL71,...,dgpL7n}:{( 9 )( 9 )}

8%1 8xb,n

et constitue donc un repere pour le fibré cotangent 7'(:Z") dans l'ouvert de carte U,.
On omettra par la suite I'indice de carte ¢ dans I'expression des coordonnées locales
Ly,jy j = 1,...,TL2.

DEFINITION 1.12 (k-formes différentielles & valeurs dans R ou C). Soit (27, <)
une variété différentielle de dimension n et % un ouvert de 2. Soit k& € N. Une
k-forme différentielle réelle dans l'ouvert % est par définition une section C*° dans
% du fibré N\*T*(2) (on convient que \°T*(2) = 2 x R), tandis quune k-
forme différentielle complexe dans 'ouvert % est une section C*° dans % du fibré
( /\k ™ (% )) ®r C, que l'on peut considérer comme un fibré complexe localement
trivial de rang (2) au dessus de 2. Le R-espace vectoriel des k-formes réelles dans %
est noté C*°°(% ,R), tandis que le C-espace vectoriel des k-formes complexes dans
U est noté C*>(% ,C). On note D*(%,K) (K = R ou K = C) le K-sous-espace
vectoriel des k-formes réelles (ou complexes suivant que K = R ou C) a support
compact dans % . Plus généralement, si Fg est un K-fibré au dessus de 2, une
k-forme différentielle dans % & valeurs dans Fk est une section dans % du fibré
( /\]€ T™(Z )) ®r K) ®k Fk. Les k-formes différentielles dans % a valeurs dans Ex
et & support compact forment le K-sous-espace D¥(%, Fx) du K-espace vectoriel
CHk>®(% , Ex) des k-formes différentielles dans % & valeurs dans F.

Si{z1,...,z,} désigne un systeme de coordonnées locales pour £  dans un ouvert de
carte %, au voisinage d’un point x € 27, on peut exprimer une k-forme différentielle
& valeurs dans K (ici R ou C) dans Pouvert %, sous la forme

Z wrdx;, N+ Ndxy,,

1<i1 < <ip<n

1. Il faut aussi construire ’atlas donnant la structure de variété différentielle de dimension 2n
sur cet ensemble, ce que nous ne ferons pas ici.

2. Ici s’arréte le cours semaine 5. La suite des notes n’a pas encore été corrigée ou complétée. Ce
sera le prochain cours.
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ol les wy sont des fonctions C'*° dans %, et a valeurs dans K. On définit une applica-
tion K-linéaire de C°** (%K) dans C>**1(%/ ,K) en posant dans I'ouvert de carte
U, :

d{ Z WIdIil/\"'/\dl’ik}. Zaiwl | dxj ANdxy, Ao Ndx,.

1<i < <ig<n

Cette construction se globalise dans % si I'on invoque le lemme de partition de 1'unité
(proposition 1.1). On définit ainsi une suite de K-applications linéaires

0 — C®(% ,K) = C% K) -L ¢ (7, K) -%

(1.26) . .
4, oY K) - oo (%K) — 0,

ou l'image d’une application est chaque fois incluse dans le noyau de la suivante
puisque l'on a a tous les crans d o d = 0. Ce complexe (1.26) est dit compleze de de
Rham (ici de 'ouvert % de Z). Les groupes abéliens

{we Ch(U K); dw=0}  2%%,K)

HA( K) = d(Cok=1(% ,K)) - BYNU,K)’

k=0,..n,

(on oublie la structure de K-espace vectoriel pour ne retenir que la structure de groupe
abélien et on utilise la lettre calligraphique 2 pour < cycle >, la lettre calligraphique
% pour < bord ») sont les groupes de cohomologie de I'ouvert % (ici & valeurs dans
K); ils < quantifient > le défaut d’exactitude du complexe de de Rham (1.26). On a
toujours HO(% ,K) = K™% ot1 ng, est le nombre de composantes connexes de I’ouvert

.

Remarque 1.6 (le cas des variétés différentielles compactes). Lorsque 2 est
compacte, les groupes de cohomologie de de Rham H*(.2", R) sont les groupes additifs
sous-jacents & des R-espaces vectoriels de dimension finie. La suite des dimensions
rangg H*(2°,R), k = 0,...,n, est alors la suite des nombres de Betti de la varété
différentielle compacte 2.

Remarque 1.7 (la cohomologie de de Rham < duale » de ’homologie singuliere
différentiable). L’intégration des k-formes différentielles w sur 2~ sur une k-chaine
>, b, (Ay simplexe élémentaire fermé de RE, 9, C> différentiable d’un voisinage de

Ay dans 27, ¢, €R) :
w = 07 |w
/Z;,CLGL ZAk [ ]

induit une dualité entre le R-espace vectoriel H, (2 ,R) d’homologie singuliere diffé-
rentiable et le R-espace vectoriel H*(2",R), d’ot1 la terminologie < groupes de coho-
mologie >.

Si 2" est une variété analytique complexe de dimension n, on a, pour tout entier k
entre 0 et 2n,

/\T* jac) ©r C = (P /\T<l° /\[T@”(%)]

p+q=k
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Le fibré T (27 est ici le fibré tangent holomorphe (c’est d’ailleurs un fibré holo-
morphe de rang n) et son dual (qui est aussi un fibré holomorphe de rang n est le fibré
cotangent holomorphe. Les fibrés TV (27) et [TV (27)]* sont par contre des fibrés
anti-holomorphes, correspondant a des cocycles anti-holomorphes ; on les considerera

ici comme des C-fibrés au dessus de la variété sous-jacente de dimension 2n qu’est
%sjac'

Si0 <k < 2netsipetqsont deux entiers positifs tous les deux inférieurs ou
égaux & n et tels que p + g = k, on dit qu'une k = (p + ¢)-forme différentielle w &
valeurs complexes dans l'ouvert % de la variété différentielle sous-jacente Zgjac est
une (p, g)-forme (a valeurs dans C) si c’est une section dans % du fibré

p

AT 2 A /q\[T(07”(35”)}*~

Ceci signifie que w s’exprime en coordonnées locales (z1,y1, ..., n, Yn) dans un voisi-
nage %, d’'un point z de 2 sous la forme

w = E OJLJdZ[/\dZ],
1<ip<--<ip<n
1<j1<+<jqg<n

ou les fonctions wy,y sont des fonctions C* a valeurs complexes dans %, et

P q
dzy = /\ dz;,, dzj:= /\ dzj, (dz;, == dz;,+idy,,, dz;, = dzj,—idy;,, j =1,...,n).
=1 =1

On note C*P4(7/,C) le C-espace vectoriel des (p, g)-formes dans I'ouvert % . L’opé-
rateur de de Rham d : CF(%,C) — C*+t1(%,C) se scinde sous la forme de la

somme de deux opérateurs
d=0+0
tels que
d : C®PUY C) — CPTLa(g C)
d : CPUyY C) — CPITH (9 C)
et la relation d o d = 0 implique les trois relations :
(1.27) 000=0*=0,000=09*>=0, 30 =00 =—00 = —0 0 0.

Notons que le chapitre liminaire (chapitre 0) de I'excellent livre de P. Griffiths et J.
Harris ([GH], une référence incontournable pour toutes ces questions) compléte cette
présentation rapide.

Si E¢ est un fibré holomorphe de rang r sur la variété analytique complexe 2~ de
dimension n, 'action de 'opérateur C-linéaire

§ : CPIY,C) — PPN, C), (0 pg <)
lorsque % est un ouvert de 2" s’étend en une action

§ : CXPUY  Ee) — CPI Y Be), 0<pg<n
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et I'on dispose alors du complexe de Dolbeault :

0 —s PO, Be) 25 0Pl (% Ee) 25 ...
(1.28)

O oYy By 2 oo B) — 0, 0<p<n.
Les groupes

{we C®PIY , Ec); 0w = 0}
H?Y Y  E¢) = - 0< <mn,
(%, Ec) d[Cwa—1(%  Eg)| ) Spa4=
ou l'on oublie la structure de C-espace vectoriel pour ne retenir que la structure de
groupe abélien sont dits groupes de cohomologie de Dolbeault de % d valeurs dans le

fibré Ec.

1.4. Courants sur une variété différentielle ou analytique complexe

Nous disposons maintenant de tout le matériel nécessaire pour introduire ’objet
central de ce cours, & savoir la notion de courant sur une variété différentielle ou une
variété analytique complexe. Le support (£, &) sur lequel nous construirons de tels
objets s’élargira ensuite au fil du cours (espaces analytiques au sens complexe, variétés
algébriques singulieres, espaces analytiques au sens de Berkovich).

1.4.1. Définition et structure : le cas des variétés différentielles

DEFINITION 1.13 (courants de degré m sur un ouvert d’une variété différentielle
de dimension n et a valeurs dans un K-fibré localement trivial (K = R ou C)). Soit
(2, o) une variété différentielle de dimension n et Ex un K-fibré localement trivial
de rang r au dessus de 2. Soit m un entier entre 0 et n. On appelle courant de degré m
a valeurs dans Ex dans un ouvert % de Z ou courant de dimension n—m a valeurs
dans Ex dans un ouvert % de 2 toute forme K-linéaire T sur le K-espace vectoriel
D""(% , EY) telle que, pour toute suite (g )r>0 de D"~ ™ (%, Ef;) convergeant vers
la (n — m)-forme différentielle nulle au sens du principe de convergence des suites de
fonctions-test 1.1 (étendu au K-espace vectoriel des (n —m)-formes différentielles C*°
a support compact et a valeurs dans E}), on ait

lim (T, p) =0.

k—+oo

On notera le K-espace vectoriel des courants de degré m dans % et a valeurs dans
Ex comme '9™(% , Ex).

Remarque 1.8 (le cas particulier des courants & valeurs réelles ou complexes).
Dans le cas particulier on Fx = 2" XK, ou K = R ou C, les éléments de ' 2™ (% , Ex)
sont dits courants de degré m ou de dimension n — m a valeurs réelles dans %
lorsque K = R, courants de degré m ou de dimension n—m a valeurs complexes dans
% lorsque K = C.

Nous nous limiterons par la suite au cas des variétés différentielles orientables.

DEFINITION 1.14 (orientabilité d’une variété différentielle). Une variété différen-
tielle (27, &) de dimension n est dite orientable si et seulement si il existe une section
globale du fibré déterminant A" T*(2") qui ne s’annule en aucun point de 2". Choisir
une telle section globale s’appelle choisir une n forme volume dV' sur (2, <) : il est
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alors possible de fixer en tout point des coordonnées locales de maniere cohérente, ce
de maniere a ce que, dans chaque ouvert de carte %,

dr, i N Ndx,, = 0,(x)dViy,,

ou 0, est une fonction C*° strictement positive.

Exemple 1.9.

— Toute sous-variété différentielle de R se trouve naturellement orientable.
C’est le cas des sous-variétés différentielles de dimension N — 1 (hypersurfaces
lisses) : en un point & d’une telle hypersurface lisse, on dispose en effet de deux
orientations possibles pour la normale au R-espace tangent, induisant chacune
une orientation de l’espace tangent suivant par exemple la régle d’Ampere (une
orientation sur RY ayant été définie préalablement). On poursuit ensuite en
montrant que les hypersurfaces lisses d’'une variété différentiable orientable
sont orientables, etc.

— Toute variété différentielle de dimension 2n sous-jacente a une variété ana-
lytique complexe de dimension n est orientable : en effet, si f = (f1,..., fn)
est une application biholomorphe entre deux ouverts de C};, , le jacobien de
I’application

(z,y) — (Re f,Im f)
est égal a

o (2

2
> 0.
8z;j 1§j,k§n) ’

Pour énoncer un résultat concernant la structure des courants, nous nous plagons
dans le cas particulier ot 2" =R" et Fx = R" x K (K =R ou C). Soit U un ouvert
de R™ et m un entier entre 0 et n. On définit un crochet de dualité (c’est-a-dire une
application bilinéaire non dégénérée) entre :
— d’une part le K-espace vectoriel des (n — m)-formes différentielles & valeurs
dans K, C'*° et a support compact dans U, c’est-a-dire les objets

= Z or dxp

1<i) <<l <n

n—m—

ou drp :=dxy A A d:ci/%m et ¢ est une fonction a valeurs dans K, C'*°
et a support compact dans U ;
— d’autre part le K-espace vectoriel des objets de la forme

T = E T] dCL‘[,
1<i < <im<n

ou Ty est pour chaque multi-index I de longueur m un élément de D' (U, K).
Ce crochet de dualité est le suivant :

(1.29) < Z Trdxy ,, Z <,0]/d$1/>= Z *r.1¢ (T, 1)

#I=m #I'=n—m #I=m

ouI®={1,...,n}\I, le signe £7,7c étant imposé par dey Adxre = £, 7c dxi A~ - - Adxp,.
La définition de ce crochet de dualité est en phase avec le principe de I'intégration des
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n-formes différentielles continues dans ’adhérence d’un ouvert relativement compact
%' de %, principe suivant lequel

/ A(m)dxl/\~--/\dxn:/ A(x)dzy A -+ Ndxy, ::/ A(z) dx,
//l/ %/ %/

ol dx désigne la mesure de Lebesgue n-dimensionnelle dans R™. Ce crochet de dualité
permet d’identifier le K-espace vectoriel des m-courants dans U a valeurs dans K au
K-espace vectoriel des objets de la forme AI=m Ty dzr, ou les Tt sont des éléments
de D'(U,K).

Ce modele se transpose au cadre des variétés différentielles sur lesquelles on dispose de
la possibilité d’intégrer les fonctions continues a valeurs dans K et & support compact,
c’est-a-dire précisément les variétés différentielles orientables.

Si (2, 47) est une variété différentielle orientable de dimension n, on peut choisir
une n forme volume dV et des coordonnées locales {z1, ..., z,} de maniére cohérente
en fonction du choix de cette forme volume (dzy A -+ A dx, = 6,dV avec 6, > 0
dans chaque carte locale (%, ¢,)). Soit aussi Ex un K-fibré au dessus de 2". Soit %
un ouvert de 2" et x € % . 1l existe un voisinage %, de = dans Z ou l'on dispose
a la fois de coordonnées locales {z1,...,x,} (choisies de maniére cohérente) et d’un
repére {ey, ..., e, } pour le K-fibré Ex. Une (n — m)-forme différentielle C*°, & support
compact dans %, et a valeurs dans Ej se représente sous la forme

@ZZ( > ‘PI',Zd-TI’) ® e,

=1 1<ij<--<i!,__<n

m

oudzry = dxy A---Adzy  etles o, sont des fonctions C° & support compact dans
U,, a valeurs dans K. Si 'on utilise le principe de dualité introduit précédemment
dans le cadre 2" = R", on voit quun courant 7" de degré d dans % DO %, et a valeurs
dans Fx se représente dans %, sous la forme

T:Z( T@Z,Lgdm)@eg

=1 1<iy<--<im<n

oudxy :=dx;, N --Ndx;,,, et Ty, 1 est, pour chaque £ = 1, ..., 7, pour chaque multi-

indice (i1, ...,4m) € {1,...,n}™ avec entrées distinctes, une distribution a valeurs dans
K dans 'ouvert %,. L’action de T sur la forme-test ¢ s’exprime dans ce cas comme

r

(Ty0)=> > *r1e(Tu,1.0,0100)

=1 #I=m
ou I¢ ={1,....,n} \ I (les indices étant toujours rangés dans l'ordre croissant)
diE[ AN d(E[c = :l:I,IC d.’El VARERIAN diEn

En utilisant ensuite le partitionnement de l'unité, on peut voir ainsi un élément de
"D™(% ,Ex) comme une m-forme différentielle d valeurs dans le fibré Ex et a coef-
ficients cette fois distributions dans % . Ce sera ce point de vue que nous utiliserons
par la suite constamment.
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1.4.2. Définition et structure : le cas des variétés analytiques complexes

Dans le cadre analytique complexe, nous allons profiter du scindage du fibré
C ®@g T*(Zaq;) en le fibré cotangent holomorphe [T (27)]* et le fibré tangent
antiholomorphe [T%!(27)]* pour définir de maniere identique & ce qui a été fait a la
section précédente la notion de (p, g)-courant (0 < p,q < n). Nous n’envisagerons ici
que les courants & valeurs dans un C-fibré holomorphe E¢c = E et non dans un C-fibré
localement trivial E¢ arbitraire car nous envisagerons de faire agir 'opérateur 0 sur
un tel (p, g)-courant pour le transformer en (p, ¢+ 1)-courant (toujours a valeurs dans
le méme fibré holomorphe F).

DEFINITION 1.15 ((p, ¢)-courants sur un ouvert d’une variété analytique complexe
de dimension n et a valeurs dans un fibré holomorphe E). Soit (£, /) une variété
analytique complexe de dimension n et E un fibré holomorphe de rang r au dessus de
la variété analytique complexe Z . Soient p et g deux entiers entre 0 et n. On appelle
courant de bi-degré (p,q) & valeurs dans E ou courant de bi-dimension (n —p,n — q)
a valeurs dans E dans un ouvert % de 2 toute forme C-linéaire T' sur le C-espace
vectoriel D("~Pn=9)(7/ | E*) telle que, pour toute suite (¢, )r>0 de D"P=D (% E*)
convergeant vers la (n — p,n — ¢)-forme différentielle nulle au sens du principe de
convergence des suites de fonctions-test 1.1 (étendu au K-espace vectoriel des (n —
p,n — q)-formes différentielles C*° & support compact et & valeurs dans E*), on ait

lim (T, p) =0.

k—+oo

On notera le C-espace vectoriel des courants de bi-degré (p,q) dans % et a valeurs
dans E comme '9P9(% ,E). Lorsque E = 2 x C, le C-espace vectoriel "DP1(% ,C)
est appelé simplement C-espace vectoriel des (p, q)-courants dans louvert % de Z'.

On exploite maintenant le fait qu'une variété analytique complexe est orientable pour
définir la structure d’un (p, g)-courant dans % & valeurs dans F en termes de distri-
butions dans % .

On choisit pour cela sur la variété différentielle sous-jacente Zjq. des coordonnées
locales x1,¥1,...,Zn, Yy, de maniere cohérente, en accord avec le choix de cette 2n
forme volume dV, c’est-a-dire de maniére a ce que

dr,y ANdy,i AN Ndxy g Ndy,n = 0,dV|,

(avec 0, > 0) dans chaque ouvert de carte (%,,p,). Si z est un point de Z et %, un
voisinage de z dans % dans lequel on dispose de coordonnées locales x1, Y1, ---, Tn, Yn
et d’un repere {eq, ..., e, } constitué de sections holomorphes pour le fibré holomorphe
E. Toute (n — p,n — q)-forme C*° & support compact dans %, et a valeurs dans E*
se représente dans %, sous la forme

@:Z( Z @[nggdZ[//\di]/) ® ep.
(=1

i i
1§11<---<7."7p§n

1<4]<<jl,_,<n
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Un courant T de bidegré (p,q) dans % D %. et a valeurs dans FE se représente, lui,
dans 'ouvert %, sous la forme :

r
T:Z( Z T@Z,I7Jgd2:[/\dZJ) & eyp.
=1

1<ig<---<ip<n
1<j1<<jg<n

L’action de T sur la forme-test ¢ se trouve alors définie par

(T, ) = (Qi)nz Z +iryre,00r (T 1,0,00 Pr1e,000)
=1 #I=p,#J=q

dzr NdzZy Ndzpe NdZje = i{[,J};{IC,JC} (dzy Adz) A=+ A (d?n N dzn)
= (20)"dxy Adyy A -+ ANdxy, A dyy,.

En utilisant ensuite le partitionnement de l'unité, on peut voir ainsi un élément de
"DP9( ,E) comme une (p,q)-forme différentielle & valeurs dans le fibré E et a co-
efficients cette fois distributions dans % . Ce sera ici encore ce point de vue que nous
utiliserons par la suite constamment.

1.4.3. Complexes de de Rham et de Dolbeault et courants
Soit m € N* et
m = {é-ERm; é-j ZO,J: 1a'~~um; €1++£m S 1}

le simplexe construit & partir du repere canonique {0; eq, ..., e;, } de R™. Chacune des
(m — 1)-dimensionnelles faces (on les appelle facettes) de ce simplexe hérite d’une
orientation induite par orientation canonique de R™ de la maniére suivante : un
repere direct sur chacune de ces faces doit former lorsqu’on lui adjoint la normale
extérieure, un repere direct de R™. Le théoreme fondamental de I'analyse assure que
si w est une (m — 1)-forme différentielle dans un voisinage ouvert de A,,, on a la
formule de Stokes (version élémentaire!, pour un simplexe) :

(131) /8 L= / .

L’intégration & droite de dw = A(§) d&1 A -+ - A dE,, est définie par

/. dw—// Ae) de

1. Dans sa version plus générale, la formule de Stokes sur une variété différentielle (2, &) de di-
mension n orientable (cette clause est indispensable pour que 'intégration des n-formes différentielles
sur les ouverts relativement compacts soit définie sans ambiguité) s’énonce ainsi : si  C 2 est un
ouvert relativement compact dont la frontiere est C'' par morceaux et si w est une (n — 1)-forme de
classe C! au voisinage de %, on a

(150 /a% YT /de'

L’orientation sur le bord de % est induite par l'orientation sur £, donc sur %, par la regle du
bonhomme d’Ampeére. On utilisera pour 'instant cette formule de Stokes générale uniquement dans
le cas particulier ot w est C'°° et & support compact dans % . Cette formule de Stokes générale est
capitale en mathématiques appliquées. C’est la transposition au cadre < géométrique > du théoreme
fondamental de ’analyse.
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tandis que l'intégration de la (m — 1)-forme w sur la facette 7 paramétrée par

(7155 hm—1) € A1 — (1)

conformément son orientation est donnée (si 7¥[w] = a-(n)dni A -+ A dny,) par

/Twz/Am_lsoi[wb/A

Si (X,.A) est une variété différentielle orientable, sur laquelle on choisit une forme
volume dV, I'intégration des n formes différentielles & support compact correspond a
laction du O-courant [1]. On a

<[1]7</>>:/%s0 Yo € 2™(Z,C).

ar(m)dm A Ndip—1 = / a,(n) dn.
A1

m—1

En utilisant le partitionnement de 'unité (proposition 1.1), il résulte de la formule de
Stokes (1.31) dans le cas m = n que

(1.32) Vo e D"U2,C), (1], dw) :/ du = 0.
X
Si (X, .A) est une variété analytique complexe de dimension n, on a donc :

Vo € DL 20, 0), / ow=0

(1.33) X

Vo € DML 20, C), / Oow = 0.
X

Ces formules nous conduisent, si I'on veut respecter (comme lors de la définition
de l'action de la dérivation sur les distributions) le principe de l'intégration par
parties (lorsque les distributions-coefficients intervenant dans lexpression des cou-
rants comme formes différentielles a coefficients distributions sont des distributions-
fonctions C*°) & lintroduction de la différentiation des courants au sens suivant.

DEFINITION 1.16 (action des opérateurs d,d,d sur un courant & valeurs réelles
ou complexes). Soit % un ouvert d’une variété différentielle de dimension n et T
un courant dans "D™(%,K) (K = R ou C). On définit le courant dT" appartenant &
"D (9, K) en posant :
(1.34) Vo e D" "N %K), (dT,¢) = (-1)"THT,dp).
Si % est un ouvert d’une variété analytique complexe de dimension n, on définit les
C-homomorphismes

d . 'DPD(,.C) — "D (7, C)
d . 'DPY(7,C) — '"DPTV (7, C)
par
(0T, ) = (~1)"* YT, 0p) Ve D P=hn=9(7,C)

(1.35) _ -
(OT, ) = (-1)PTITNT,0p) V€ DInPn=a=D (7, C)
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Remarque 1.9. Si (£, ) est une variété analytique complexe de dimension n,
E un fibré holomorphe de rang r au dessus de 2" et T' un élément de "D®9 (%, E),
voici comment on définit un courant 9T appartenant & ’ D(”’q“)(% ,E). On exprime
T dans un ouvert %, C % ou l'on dispose d’un repére {ey,...,e,} pour E sous la
forme

T = ZT%Z’Z X ey
=1

ot les Ty, ¢ sont des éléments de "DP9) (%, C). Le courant T se représente dans ce
meéme ouvert %, comime

T
5T = Z ({; [T%zl] X ep
=1
(puisque les sections ey sont holomorphes). Ces représentations locales dans les divers

ouverts %, se globalisent en un courant 07 appartenant a ' D(p"”l)(% ,E).

1.4.4. Le concept de positivité

Le produit scalaire euclidien dans R™ s’exprime sous la forme

n
(@,y) =Y xjy;.
j=1

Le carré de la norme euclidienne, quantité positive qu’il est facile d’attacher a un
vecteur (z1, ..., 2,) de maniére algébrique est ainsi

n
ol = 3 a2 = (a,2).
j=1

Dans C", le produit scalaire hermitien est

n
(z,w) = Z 2 W;.
j=1

Le carré de la norme euclidienne d’un vecteur (z1, ..., z,) s’exprime cette fois sous la
forme

n
I21” = (z,2) = ) 2%
j=1

i.e. comme une forme linéaire en (z1, ..., z,) & coefficients <« antiholomorphes » (donc
en un certain sens < indépendants » des z;) Z1,..., Z,. Il sera par la suite impor-
tant d’exploiter cette particularité de C™ et la possibilité de disposer dans ce cadre
de variables < fantémes > pour former des expressions positives telles ||z]|?> & par-
tir d’objets algébriques (par exemple un jeu de fonctions polynomiales des variables
< holomorphes » z1, ..., z,). C’est ici un atout de taille pour le cadre complexe C™ par
rapport au cadre réel R (outre le fait que C soit algébriquement clos au contraire de
R).

On introduit pour cela des concepts de positivité pour les (p, p)-formes.
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DEFINITION 1.17 ((p, p)-formes fortement positives ou simplement positives dans
un ouvert d’une variété analytique complexe). Soit 2~ une variété analytique com-
plexe de dimension n et % un ouvert de Z". Une (p, p)-forme (1 < p < n) w a valeurs
complexes ! est dite fortement positive dans % si et seulement si elle s’exprime en
coordonnées locales au voisinage de tout point z de % sous la forme d’une somme de

forme différentielles
p

0, \(idt, ;A dl, ;)

ou chaque /, ; est une forme linéaire a coefficients complexes des dz; et w, est une
fonction positive ou nulle. Elle est dite positive dans % si, pour tout z € %, pour
toute forme linéaire ¢ & coefficients complexes des (dz;).,

wz)A N\ @dl; Adly) =0 (dz1)s A (dyr)s A A (deg) . A (dyy).

<.

j=1

avec ;0 > 0.

Exemple 1.10 (quelques exemples).
— La forme

wnp = ((i/2) (90 9) [[12]12) dej Ady)? (L<p<n)

est une (p,p)-forme positive dans C™. Notons que (wy,1)""/n! est la forme
volume usuelle dzy Ady; A -+ Adzy, Adyy, sur C" ~ R?".
— Si w est une (1, 1)-forme s’exprimant en coordonnées locales sous la forme

iizh z)dzj N dzy,

j=1k=1

dire que w est positive dans % C 2 revient a dire que I'application bilinéaire

n

(Sa(2). Sa(2)) — S micrs

j=1k=1
définit en chaque point z de  (la dépendance en z étant C'*°) une métrique

hermitienne semi-positive sur la fibre 74" (Z") du fibré tangent holomorphe
a Z au point z. On dit alors que l'on a ainsi associé a une telle (1, 1)-forme
positive w une métrique hermitienne semi-positive dans 'ouvert % .

— Dans P*(C), la (1, 1)-forme

7 _
(1.36) WFs = %(603)[log(|zo|2+...\zn|2)]
jouera un roéle trés important. Notons ici que la fonction

[20 ¢ .ot 2n] —> 1og(|20]® + - - + |2a]?)

1. C’est-d-dire une section dans % du fibré (AP[T10) (2)]* A AP[TOD(2)]*) @ C.
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n’est pas une fonction convenablement définie globalement dans P*(C) : il
convient de ’exprimer dans chaque ouvert %; ~ C", j = 0,...,n, en coor-
données affines dans cet ouvert, par exemple dans I'ouvert

Uo=A{l20:-- 120|520 #0} =CF o (G =2/20, j=1,..,n)
par

(s Ga) €C" v (5= ) (900) log(1 + G124+ +1Gal):
Comme

(909) log| f*] = (8 © ) [log(f [)]
si f est une fonction holomorphe et ne s’annulant pas dans un ouvert U de
C™, les diverses définitions de la (1, 1)-forme différentielle (1.36) se recollent
de carte en carte pour donner une (1, 1)-forme globalement définie sur P™(C).
Cette (1,1)-forme est une forme positive dans P*(C) et la métrique hermi-
tienne qui lui correspond est une métrique hermitienne positive sur P"(C)
dite métrique de Fubini-Study. La forme (wps)™ est une forme volume sur

P™(C) et on a la formule
RS
"(C)

Ceci explique la présence de la constante transcendante m dans 1’expression
de wrs. On notera d¢ (pour d°°™"8"¢) I'opérateur

c_ 1 5 5
(1.37) dc = 4i7r(8 9),
sachant que
d=0+0,

d’ou la formule plus « compacte >
wrg = dd®log(|z0* + - + |2n|?) ([z0 : ... : 2n) € P™(C)).

On définit par dualité les notions de (p, p)-courant positifet de (p, p)-courant fortement
positif.

DEFINITION 1.18. Soit 2" une variété analytique complexe de dimension n et %
un ouvert de 2. Un courant T € '"DPP)(% ,C) est dit positif dans % si (T,p) >0
pour toute (n — p,n — p)-forme test ¢ € D=P=P)(7/ C) telle que ¢ soit fortement
positive dans % . Un tel courant T est dit fortement positif si et seulement (T, p) > 0
pour toute (n — p,n — p)-forme test ¢ € D"~P7=P) (% C) telle que ¢ soit positive
dans % .

On a la propriété trés importante suivante :

PROPOSITION 1.5 (les courants positifs sont & coefficients-mesures). Si T est un
(p, p)-courant positif dans un ouvert % d’une variété analytique complexe, T' s’exprime
en coordonnées locales au voisinage de tout point z de % sous la forme

(1.38) T = Z Tr.ydzr Adzy,

1<ip < <ip<n
1<j1<<gp<n
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les coefficients distributions Ty, ; sont en fait des distributions-mesures. Plus préci-
sément :
— pour chaque multi-indice L de longueur p avec entrée dans {1,...,n}, iPQTL_,L
est une mesure de Radon positive uy, ;
— les mesures de Radon complexes Ty ; et T;1 sont des mesures conjuguées;
— les mesures pu;, < contrélent > les mesures Ty j au sens suivant : st Ay, ..., Ap
sont des réels positifs ou nuls et si A\p désigne le produit des \; pour j € L
lorsque L est un sous-ensemble de cardinal p de {1,...,n} :

(1.39) AT e <2077 N A pp ()
INJCLCIUJ

pour tout compact K de ouvert de carte dans lequel T se représente sous la

forme (1.38).

DEMONSTRATION. On raisonne dans un ouvert de carte % ol les fonctions notées
Z1 = X1 + WY1,y Zn = Ty + 1Y, sont des coordonnées complexes locales. Vérifions
d’abord par exemple que si L = {1,....,p}, T = i”zuL, ou uy, est une mesure de
Radon positive (en ré-indexant les variables locales, on peut toujours se ramener &
ce cas). En testant 7' sur une (n — p)-forme 6 A\, _V(idzpix A dZpys) (o1t 0 est une
fonction positive appartenant dans D(%,R)), on doit par hypotheses trouver

n—p
<T7 @) :<TL,L dZL A d2L7 0 /\ (id2p+k A d2p+k> =

k=1
, P n—p
= (" Tun N\ (idz 7 d2), 0 N (dzpin A dzpar) =
j=1 k=1
2
= <Zp TL,L>€($17:U17 7x'nayn)> 2 0

Comme 0 < ||0||oc 0., o0t 0 € D(%,[0,1]) est une fonction positive identiquement
égale & 1 au voisinage du support compact £ de @ (il existe de telles fonctions d’apres

(1.40)

la proposition 1.1), la positivité de la distribution ir” Tr.1 (le test de cette distribution
sur une fonction positive fournit un nombre positif) assure que pour tout compact
JH CC %, il existe une constante C > 0 telle que

(i Ty, 1,0)| < Cor 6]l VO € Do (%, C).

Ceci implique que T, j, est d’ordre 0 et est donc une distribution-mesure (voir la
section 1.1.2). La positivité implique que cette mesure (a priori mesure de Radon
complexe) est en fait une mesure de Radon réelle positive.

Le fait que toutes les distributions Ty ; soient des distributions-mesures (complexes
cette fois, mais toujours de Radon) résulte du fait que si 'on note

dV =dxi Ndyy N -+ Ndx, A dyy,
la forme volume dans l'ouvert de carte %, on peut écrire

(1.41) T dv = > €T A Ve
w=(w1,...,Wn—p)E(L/AL)"—P
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avec, pour tout w € (Z/4Z)" P,

n—p .
VA evs — -TT =
ve = [\ (Gl +i7dzp) A (dzg —0dzy))
=1
otton anoté I°:={1,...,n} \ I ={if,...,ip_,}, JO:={1,...,n}\J ={j], ., jn_p}-

On déduit du développement (1.41) que pour toute fonction test § € D(%,C) on a
I'inégalité :

(T1,5,0)] < )<T A n/_\p (idzic N dzie +idzjee N dZje) 9>’

=1
<2 3 [ ldus.
4

LD>InJ

(1.42)

Il suffit en effet pour aboutir a la derniere inégalité de développer le produit extérieur
des n — p-formes qui apparait multiplié par 7' au membre de droite de la premiére
ligne sous forme d’une somme d’au plus 2" P termes du type i(”*p)deLc ANdZpe avec
#L=n—pet L¢ CI°UJ (donc L D INJ en prenant les complémentaires). Pour
en déduire les inégalités (1.39) impliquant les A; > 0, on effectue le changement de
coordonnées locales (21, ..., 2p) > (A121, ..., An2pn) lorsque les A; sont tous strictement
positifs, puis on passe & la limite pour assurer la validité des inégalités lorsque les A;
sont positifs ou nuls en mettant & 0 les Ay tels que £ € T U J.

Qu’enfin les mesures de Radon complexes 17 j et T soient conjuguées vient du fait
que (T, ¢) > 0 (donc réel) si @ est une forme positive ; en conjuguant, on obtient bien

Tr,5 =Ty lorsque I et J sont des multi-indices de longueur p extraits tous deux de
{1,...,n}. O

1.5. Exemples de courants en relation avec géométrie ou algebre
1.5.1. Le cadre des ouverts de C

Notre premier exemple sera un exemple en relation avec le cadre < rigide > de
I’algebre. Les fonctions polynomiales ou rationnelles d’une variable complexe dans
un ouvert de C constituent en effet des exemples de fonctions holomorphes ou méro-
morphes.

Soit U un ouvert connexe de C; si f : U — C est une fonction méromorphe dans U,
c’est-a-dire continue de U dans P!(C) et en méme temps holomorphe dans ouvert
FHPYC)\{[0 : 1]}), 1a fonction log | f|? est définit une fonction localement intégrable
dans U, donc une distribution dans U, ou encore un courant de bi-degré (0,0) dans
cet ouvert :

(1.43) [log|f|?] : ¢ =1 dz Adz € DIV(U,C) — / zl}dZ/\dz:%/ Y(2) dady
U U

D’autre part, ’application

peDU,C)r— > papla)— > vap(h)

acf-1(0) BEf~1(c0)
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(fto désignant la multiplicité de o comme zéro de f, vg Pordre de § comme péle de
f) peut étre considérée comme l’action d’un (1, 1)-courant, a savoir le courant

[div(f)] == ( Z talda] = Z vg [55]> dx N dy

acf—1(0) BEf~1(0)

(X b= Y walsl) S

a€f~1(0) BeEf~1(c0)

(1.44)

Une conséquence de la formule de Stokes dans C est la proposition suivante, reliant
les deux courants (1.43) et (1.44).

PROPOSITION 1.6 (formule de Lelong-Poincaré dans un domaine de C). Soit U
un ouvert connexe de C (on dit aussi un domaine) et f : U — PY(C) une fonction
méromorphe dans U. On a, au sens des courants dans U,

(1.45) dd°[~log | f|*] + [div(f)] = 0,

ot !

dd® = =90 8.
2w
DEMONSTRATION. On observe tout d’abord que si U’ est un ouvert de U dans

lequel f n’a ni zéro ni pole, la fonction log |f|? est une fonction C* dans U’ et I'on
a, dans U’, au sens des formes différentielles? :
d[dlog|f[’] = d[dlog(ff)] = d[0f/f] = 0.

Pour vérifier la formule (1.45), il suffit donc de sse placer dans un disque ouvert
D = D(a,n) ou D = D(8,n) ne contenant que « (respectivement () comme seul zéro
(respectivement pole) de f. On peut méme supposer, en utilisant le développement en
série de Taylor (respectivement de Laurent) de f au voisinage de « (respectivement
de ) que f(z) = zMe (respectivement f(z) = z7"#) dans D. Prouver la formule se
ramene donc a prouver

—dd“[log ||*] + [o] dz A dy = 0

au sens des courants dans C. On écrit alors, si ¢ € D(C,C)

T, 5
(log |+[2, dd°p) = — 1im (/{| i }1og|z\28[a<p])

27 e—0+

g 2 5 dz 5
= 62%(/% log || 3@(2)+/{|Z|>6} - /\acp(z))

1 dz =
__ 5 il
2T e—lgl‘*' (/{|226} z A 830(2))

1. On rappelle qu'il faut interpréter la notation dd® comme do d°°iug ¢ : en effet si d = &+, on
pose par convention d® = (—i)(47)(8 — ) (voir (1.37)), soit dd® = (—i/(4w)) x 2008 = (i/(2m)) Do d.

2. Ce < scindage > |f|? = f x f exploité ici est intrinséquement 1ié & la structure complexe.
Lorsque nous aurons plus tard affaire & des expressions impliquant |f|12), ou f sera cette fois une
section d’un K-fibré en droites (K étant un corps commutatif équipé d’une valeur absolue | | non
archimédienne) au dessus d’un K-espace analytique de Berkovich (ce fibré étant équipé d’une valeur
absolue v prolongeant la valeur absolue | | sur K), il nous sera impossible de disposer d’un pareil
scindage, ce qui nous contraindra, on le verra, & introduire de nouveaux objets < courantiels > afin
de parer a pareille difficulté.
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sive :te€[0,1] = e*7™ (on utilise ici la formule de Stokes dans R? ainsi que le
fait que lim,_,g+ €loge = 0). En appliquant une seconde fois la formule de Stokes, on
observe que, pour tout € > 0, on a

/ @ - /{zze} % A Be(2)

€

(log |z|?, dd°p) = lim ( ! /y #(2) dz) = (0).

On a donc

e—0+ \2i7 z

La formule (1.45) est ainsi établie. (]

Supposons que f soit maintenant une fonction holomorphe et non identiquement nulle
dans le domaine U. Les zéros de cette fonction sont donc des points isolés «, chacun
d’eux étant affecté d’une multiplicité p,. Nous allons associer a f un (0, 1) courant de
la maniere suivante. Soit A un parametre complexe supposé pour l'instant de partie
réelle strictement supérieure a 1/2. La fonction

12

zelUr— —

f

est une fonction localement bornée dans U, donc définissant une distribution T} (c’est-
a~dire un (0, 0)-courant) dans U par :

b Y(z) dedy.

TIX = [|fP/f] - o = wdz Adz — (TT, ) = 22'/ f
U

On a la proposition suivante :

PROPOSITION 1.7 (courant valeur principale et courant résiduel). Soit f une fonc-
tion holomorphe non identiquement nulle dans un ouvert de C. Pour toute fonction
forme test ¢ € DUV(U,C), Vapplication

(1.46) A€ {X;Red > 1/2} — (TFA o) = (| f*}/f, 0)

se prolonge en une fonction méromorphe dans C dont I’ensemble des péles éventuels
est contenu dans Q- = QN] —00,0[. De plus, le développement de Taylor du prolon-
gement méromorphe de lapplication (1.46) au voisinage de lorigine s’exprime sous
la forme

(1.47) (TH2 o) =3 an(f;0,0) X = (T o) A,
k=0 k=0

ot TOf,Tlf, ... sont des courants de degré (0,0) dans U. Le courant 750 vérifie
fTe =],

ot [1] désigne le courant de bi-degré (0,0) défini par la fonction constante égale a 1.
Le courant 0T /(2ir) est un courant de bi-degré (0,1), noté d(1/f), possédant les
deux propriétés suivantes :

— on dispose de la < factorisation > suivante (au sens des courants) :

(1.48) div(f)] = A(L/f) A df ;
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— pour toute fonction h holomorphe dans U, il y équivalence entre le fait que
h appartienne a l'idéal principal (f) de Uanneauw H(U) des fonctions holo-
morphes dans U et la relation < courantielle > :

(1.49) ho(1/f) =0

(au sens des courants dans U ).
Le courant TF0 est appelé courant valeur principale [1/ f] dans U, tandis que le courant
O(1/f) est appelé courant résiduel associé a la fonction holomorphe f dans U.

DEMONSTRATION. En utilisant le lemme de partition de I'unité (proposition 1.1),
on peut se ramener & supposer que
— soit f ne s’annule pas dans U (premier cas) :
— soit U est un disque ouvert D(a,n) de centre un zéro « de f et de rayon assez
petit pour que dans ce disque on puisse représenter f sous la forme

f(Z) = Ua(Z) zﬂa’
ol uq est une fonction holomorphe inversible dans H(U) (c’est-a-dire ne s’an-
nulant pas dans U) et p, désigne la multiplicité de a comme zéro de f
(deuxiéme cas).

Dans le premier cas, la fonction de A

IA |f|2A |f|2A
Ae{X;ReA>1/2} — (T ) =2i z) dzdy

:Qi/Uexp()\log\fF) f((z dx dy—zzZ(/ g|fI?) ((i acdy)%l!c

se prolonge en une fonction entiére (dont le développement de Taylor a l'origine est
donné ci-dessus). Le courant 770 = [1/f] vérifie bien fT7/0 = [1] dans U et 'on a
bien str 9770 = 0 =[] = [div(f)] (au sens des courants dans U) dans ce cas. Les
deux propriétés exigées de d(1/f) = 0 = [div(f)] sont donc bien satisfaites dans ce
premier cas car 'idéal engendré par f dans H(U) est 'anneau H(U) tout entier (f
est supposée ici ne pas s’annuler dans U).

Dans le second cas, on exploite les relations formelles

GN+ha N N+tpa
W[Z““ + +Ma] = ( H ([,La>\+ k)) ZHC‘ N = 0,1,2,
k=1

et I'on utilise la formule d’intégration par parties (c’est-a-dire le théoréeme de Stokes)
pour exprimer :
1o Jo

e o P(2) dudy
(1.50) _ ()N dpan 2 THe Nl [Py
_Nﬁm( \ k)/ |z o 82N+“u{ o ](z)dxdy.
HaA +
k=1

En choisissant N arbitrairement grand et en invoquant le théoreme relatif aux inté-
grales dépendant holomorphiquement d’un parametre complexe, on voit que ’appli-
cation (1.46) se prolonge en une fonction méromorphe dans C, & poles (éventuels)
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inclus dans
{—k/pas ke N}
Par exemple, ce prolongement s’exprime dans {Re A > —1/pu4} comme

( 1)N+;La . aNﬂm |Ua‘2)‘1/1
(T >,QZN+M—/| |21 (5 /)P azN+ua{ - | (2) dudy

[T (paX+k)
k=1

(il suffit en effet dans ce cas d’utiliser la relation (1.50) avec N = 0). L’action de la
distribution T/ sur la forme ¢ = ¥dz A dz s’exprime donc dans ce second cas :

(=N H#e 1 QNtiay)
(@10,0) =2 [ e s G ) dod.

Les autres coefficients de Taylor ai(f;¥;0) (k = 1,2,...) impliqués dans le dévelop-
pement (1.47) au voisinage de I'origine de la fonction A +— (T2 ¢) (qui est holo-
morphe dans le demi-plan {A; Re A > —1/u,}) ont des expressions plus complexes,
mais s’expriment chacun comme ’action d’une certaine distribution T,{ sur la (1,1)-
forme-test . La construction de 77 montre que f7/° = [1]. En prenant I’action
de l'opérateur O sur les deux membres de cette relation, on trouve f 9770 = 0. Il en
résulte bien (toujours dans ce second cas) :

Vhe HU), hd(1/f) =0

au sens des courants dans U, ce qui correspond a l'implication directe dans la se-
conde propriété exigée du courant 9(1/f). D’autre part, pour toute forme-test dans
DOV, C),

@0/1).0) = 5= [ 1120 5]

(la notation [ ], _, ci-dessus signifie que I'on suit le prolongement méromorphe en
et que l'on prend ensuite la valeur en A = 0 de ce prolongement qui se trouve étre
holomorphe dans le demi-plan {A; Re A > —1/u,}). Si ¢ = ¥ df, il vient donc

- T A of df B
@asnaary =[5 [ Zag] =

=[]~ ] = e

d’apres la proposition 1.6. Ceci prouve encore dans ce second cas la formule (1.48) (au
sens des courants dans U). Il reste & prouver 'implication réciproque dans la seconde
propriété exigée de 9(1/f), & savoir que si h € H(U) vérifie h9(1/f) = 0 au sens des
courants dans U, alors h appartient a 'idéal principal engendré par f, ce qui revient
a dire ici que v4(h) (la valuation de h dans ’anneau local O,,) est supérieure ou égale
& L. Pour cela, voici comment on procede : on peut associer a toute fonction 1 de
classe C* dans U la partie < holomorphe > de son développement de Taylor (exprimé
en termes de z — et Z — @) en « :

3" au(i0) (X —a)f € CX —all
k=0
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il s’agit ici d’une série formelle en X — « car il n’y a aucune raison pour que le
rayon de convergence soit strictement positif puisque 1 est seulement C'>° et non
nécessairement analytique comme fonction de deux variables réelles au voisinage de
(Rea,Ima). On a

1 9%y 1 o
akW;OZ):E@(a):}%(% ) Y(a+re?)e kad&);

la seconde interprétation ci-dessus (relevant de interprétation en termes d’analyse
de Fourier) cache ici® la < division > par k! dans I'expression naturelle de a(1); a)
comme coefficient de Taylor. On observe que 1’on a

(D(1/f), ¥ dz) = Resq, [ch [¥]

ou f, € C[[X —«]] désigne la série (formelle) de Taylor de f en a, le quotient Ty, [¢)]/ fu
étant considéré dans le corps des fractions de C[[X —a]], c’est-a-dire le corps des séries
de Laurent formelles en z — . Si h € H(U), dire que hd(1/f) = 0 dans U implique
donc que tous les coefficients de Laurent ay(h/f;«) abec k < 0 sont nuls, donc que
he(f). O

(X — a)]

Remarque 1.10. On retiendra la formule globale (< analytico-algébrique ») dans
U :

(1.51) G/ oy = Y Resa[

{a€U; f(a)=0}

TalY]

[e3

(X — a)}

(f étant une fonction holomorphe non identiquement nulle dans le domaine U de
C). Le membre de gauche de cette formule est un objet analytique, tandis que le
membre de droite est un objet algébrique. Ceci est a rapprocher de la formule de
Lelong-Poincaré (1.6) ot le membre de gauche implique encore un objet analytique
(le courant [log | f|?]) tandis que le membre de gauche ([div(f)]) est un objet cette fois
géométrique.

1.5.2. Le cadre des ouverts de C"

Dans cette section, U désignera un domaine (i.e. ouvert connexe) de C" et f
une fonction méromorphe dans U. Les fonctions holomorphes dans U constituent
un anneau intégre H(U), le corps des fractions étant le corps M(U) des fonctions
méromorphes dans U.

Dans le cas n = 1, un important théoréeme de Weierstrafl assure que le corps des
fonctions méromorphes dans un ouvert de U est exactement I’ensemble des fonctions
de U dans P'(C) s’exprimant dans U sous la forme foum/ fpol, O foum €t fpo sont
des fonctions holomorphes dans U. Ceci est faux lorsque n > 1 pour un domaine
U quelconque de C™. On ne peut dire dans ce cadre multi-variables que la chose
suivante : les fonctions méromorphes dans U sont les fonctions qui s’expriment au
voisinage de tout point z de U comme le quotient de deux fonctions holomorphes dans
ce voisinage, le dénominateur local n’y étant jamais identiquement nul.

1. Ce qui se révélera important pour la transcription ultérieure en algébre ou théorie des nombres,
en particulier si I’on travaille en caractéristique positive.
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Dans cette section, nous allons associer un courant [divf] de bi-degré (1,1) & une
fonction méromorphe dans un ouvert U de C”. Pour définir ce courant, nous utiliserons
dans un premier temps le fait que la fonction log | f|? est localement intégrable dans
U (cela résultera du lemme 1.1 ci-dessous, que ’on admet pour I'instant). On définit
donc un (1, 1)-courant dans U en posant

T = dd°log |f|*.
Au voisinage d’un point ou f est holomorphe et ne s’annule pas, on a T = 0 car
- i _O0f
dd®1 2 =dd°1 =—0[=]=0
og|f| o ff =5 [f]

dans un tel voisinage. Il suffit donc, pour calculer I’action du courant 7" sur une forme-
test appartenant & D"~ (,C), de se placer au voisinage d’un point zy de dans
lequel f = foum/fpol avec soit faum(20) = 0, soit fpo1(20) = 0, les deux fonctions foum
et fpo1 étant toutes deux holomorphes dans un voisinage V., de zy. On remarque que,
dans V,,

log |1 = tim, ([log (| fuml? + )] = 8| fyor P +¢))

(au sens des courants dans V) d’apres le théoréme de convergence monotone en
théorie de 'intégration de Lebesgue. On a donc, toujours dans V,, la limite étant a
prendre au sens des courants,

dd°log|f[* = Jim, ([dd*([log(| faum|* + €)]) — dd°([log(| fpall* + €)]))-
Or, un calcul algébrique facile montre que :

5 _num 0 num
4 (108 (| frum > + €)]) = —— L M}

- 2im
L [6 afpol A afpol:|
2im U (|fpoll* + €)2 1

Les deux courants dd°log|foum|? et dd®log|fpe|® ont ainsi la particularité d’étre
des courants positifs, donc des formes-différentielles a coefficients-mesures d’apres la
proposition 1.5, comme l'est donc dd° log | f|?.

Voici maintenant un lemme capital relatif & la description locale des sous-ensembles
définis comme lieux des zéros d’une fonction holomorphe de n variables dans un ou-
vert de C". Ce lemme se substitue dans le cadre multi-variables au célebre principe
des zéros isolés, principe qui est en défaut dans le champ de I'analyse complexe en
plusieurs variables. On peut voir le lemme suivant comme une maniére de contour-
ner les difficultés que 'absence de ce principe entraine. Il s’agit d’un lemme capital,
qui nous permettra ultérieurement de décrire localement (ou globalement dans le
cas algébrique) les sous-ensembles fermés d’un ouvert de C™ définis comme le lieux
des zéros d’un nombre fini de fonctions holomorphes (ou polynomiales dans le cadre
algébrique).

(1.52)
dd®([log(| fpar|* + €)]) =

LEMME 1.1 (lemme de préparation de Weierstra$3). Soit f € Ocn o\ {0} un germe
non nul de fonction holomorphe a Uorigine tel que f(0,...,0) =0,

F1y e zn) = A(fs (D)) (21, 2) + D A(fik) (21,0 20)

k=vo(f)+1
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ot A(f; k) est un polynéme homogéne de degré k (la composante homogéne de degré
k dans le développement de Taylor en z1,...,z, a lorigine') et vo(f) € N* désigne
la multiplicité d’annulation de f en (0,...,0). Si G € GL(n,C) est une matrice a
coefficients génériques, on peut exprimer la fonction w — f(G - w) holomorphe? au
voisinage de l'origine dans C™ sous la forme :

M vjo(f) s
(1.53) f(G-w) = u(wy, ..., wy) H (wzj*‘)(f) + Z gj.e; (w1, ..,wn_l)wzj*‘)(f)_ej) ’
Jj=1 ;=1

ol :
u est une fonction holomorphe et ne s’annulant pas au voisinage de l’origine ;
les entiers strictement positifs v;o(f) et m; (pour j =1,...,M) sont tels que
la somme E;‘il m;v;o(f) est égale a vo(f);
les fonctions gje, (7 = 1,..., M, l; = 1,...,v;0(f)) sont des fonctions holo-
morphes au voisinage de (0,...,0) dans C"~' avec vo(gje,) > £; pour tout
j=1,...,M, pour tout £; =1,...,v,0(f);
pour chaque j =1, ..., M, le discriminant® du polynéme

vjo(f)

Pi(X) = X" 4 N~ g;, X105 € Ogui o[X]
szl

est un germe (Wi, ...,Wp—1) — d;(w1,...,wn—1) de fonction holomorphe non
identiquement nulle au voisinage de l’origine.
La fonction u et les fonctions g;j ¢, dépendent de la transformation linéaire générique
G, mais par contre ni M ni les entiers vjo(f) et m; pour j =1,..., M n'en dépendent.

DEMONSTRATION. Les arguments sur lesquels se base la preuve de ce théoréeme
reposent sur 1’algébre commutative d’une part 4, sur I’analyse compleze en une variable
(voir par exemple [YanC]) d’autre part.

Commencgons par ce qui releve de 'algebre commutative. Un germe Y d’hypersurface
analytique® a lorigine de C" est par définition le germe en (0, ..., 0) du sous-ensemble

1. C’est-a-dire

P

ok f L 2"
. -—_ f— R
A(f7 k)(z17~"7zn) i § Bzfl 82’2" (07"'70) | | K/j! - E Dz [f](ovvo) P
K1,...,kp ENT =1 KENT
kit trn=k |k|=k

(en abrégé).

2. Cela revient juste & effectuer ici le changement linéaire de variables z = G - w.

3. Clest-a-dire le résultant de Sylvester (comme polynémes en X & coefficients dans anneau
Oc¢n—1 o[X]) des deux polynémes P; et dP;/dX.

4. Pour un rappel des bases essentielles d’algebre commutative dans des anneaux ncethériens
comme K[X1, ..., Xn] (K corps commutatif en général algébriquement clos) ou, comme ici, ’anneau
local O¢n g, vous pouvez consulter les notes du cours de M2 dispensé a Brazzaville, voir le chapitre
1 de [YBraz]. Le livre de base reste & mon avis le livre de David Eisenbud [Eis]. Certains pourront
lui préférer [CLO1], d’approche plus directe et plus < algorithmique >, ce qui facilite la lecture.

5. Plus généralement, un germe (4 l'origine de C™) d’ensemble analytique irréductible est le lieu
des zéros communs & un nombre fini d’éléments de Ocn o. On dispose aussi de la notion de germe de
sous-ensemble analytique irréductible (méme définition que pour les germes d’hypersurfaces). Le fait
que I'anneau Ocn o soit noethérien implique encore que tout germe Y de sous-ensemble analytique
irréductible est union d’au plus un nombre fini de germes de sous-ensembles analytiques irréductibles.
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fermé défini au voisinage de (0,...,0) comme le lieu des zéros d’un élément f de
Panneau Ocn g ; un tel germe Y est dit irréductible si et seulement il ne peut s’écrire
comme union Y = Y7 UY, de deux germes d’hypersurfaces analytiques Y7 et Ys tels
que 'un des deux au moins soit strictement inclus dans Y. Le fait que Ocn ¢ soit une
anneau local neethérien implique que tout germe d’hypersurface analytique a ’origine
s’écrit comme union finie de germes d’hypersurfaces analytiques irréductibles. Ici on
a donc {f =0} =Y, U---UY ol les germes d’hypersurface Y; sont irréductibles.
Dire que Yj est 1rreduct1ble équivaut a dire que l'idéal I(Y;) = {h € Ocno; h =
0 sur Y;} est un idéal premier principal de 'anneau Ocn g, engendre par un élément
fi irréductible dans Ocn o. D’apres le théoréme des zéros de Hilbert, dire que h est
un élément de Ocn o ayant exactement pour ensemble de zéros Y = {f = 0} équivaut
a dire qu’il existe un élément inversible up o de Ocn g et des entiers mp 1,..., My

tels que h = upof; ™" ... fy"™ . En particulier, il existe un élément ug inversible de
Ocn o et des entiers strictement positifs mq, ..., mas tels que f=wfi™ ... fi™.

Pour définir le changement de base générique G, on considére une matrice inversible
dont la derniére colonne est constituée d’un vecteur (¢1, ...,t,) tel que

A(f,vo(f))(t1, sty H fwyo f]))(tl,-n,tn)]% £0.

(les nombres complexes t1, ..., t, peuvent étre choisis génériques, ainsi bien sir que les

coordonnées des n— 1 premiers vecteurs-colonnes de la matrice G). On posera & partir
. s re M .

de maintenant f;(w) = f;(G - w) et f(w) = f(G-w) = uo(G - w) [[;2, ffJ(G -w).

On note alors que, pour tout j = 1,..., M, on a au voisinage de w, = 0 dans C

fj( L0, wy,) = w”O(fJ)n (wyn) avec n;(0) # 0.
Il existe donc, pour chaque j = 1,..., M, un nombre r; > 0 tel que 0 soit le seul
zéro de ( — f;(0,...,0,¢) dans le disque fermé de centre 0 et de rayon r;. D’apres le
théoréme de Rouché (voir par exemple [YanC], section 3.2.51), il existe aussi, pour
chaque j = 1,..., M, un nombre p; > 0 tel que, pour tout j =1, ..., M,

||(U.)1, "-awn—l)” < Pj — #[D(O,T]) N {C € (C, fj(wla "'5wn—17€) = 0}] = VO(fj)a

les zéros étant ici comptés avec leurs multiplicités ; de plus ¢ — fj(wl, veey Wp—1,C) nE
s’annule pas sur le cercle {|(| = p;}. Grace & la formule des résidus, on constate que
les sommes de Newton Sj1,...,5;.,(y,) des vo(f;) zéros de ¢ fj(wl,...,wn,hg)
dans D(0,r;) sont des fonctions holomorphes de (w1, ..., w,—1) dans la boule ouverte
{l (w1, ..., wn—1]| < pj} de C"~1. On a effet, pour tout indice j = 1,..., M, pour tout
entier £ =1, ...,v9(f;),

1 0 d
Sj,l(wlwnvwnfl) - 7/ Cz fJ (wlw",wnfva) ~ C )
um Vrj fj(wl7"'7wn—17<)
Dire que Yj est irrédutible équivaut & dire que Iidéal I(Y;) = {h € O¢n o; h = 0 surY;} est un idéal
premier de 'anneau O¢n .

1. Tout ce qui suit reprend en fait le raisonnement fait dans l’exercice 3.26 de [YanC] dans le
cas n = 2. Vous pouvez vous reporter cet exercice et consulter son corrigé détaillé dans la section
3.5 du méme ouvrage. Les cas n = 2 ou n > 2 ne sont en effet pas de ce point de vue essentiellement
différents.
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ol v, :t € [0,1] — r;e*™. Les fonctions symétriques oj, (¢ = 1,...,10(f;))
de ces mémes zéros sont donc, d’apres les formules de Newton reliant les fonctions
symétriques élémentaires aux sommes de Newton, elles aussi des fonctions holo-
morphes de wy, ..., w,—1 dans la boule {||(w1,...,wn—1)|] < p;}. Il reste a vérifier
que la fonction

(11, ) )
I (e 475 (1), (=)
=1 Wn Pt} 034,6;\W15 -y Wn—1)Wn )
J= i=

(qui par construction ne s’annule pas au voisinage de origine dans C™) est une
fonction séparément holomorphe en chacune des variables wy,...,w, et de plus bornée
en module comme fonction de toutes ces variables prises ensemble. Le fait qu’il s’agisse
d’une fonction séparément holomorphe en wq,...,w,_1 est acquis par construction.
Grace au principe du maximum !, on voit que cette fonction est bornée en module
au voisinage de (0, ...,0). Grace enfin au théoréme de Riemann qui assure que toute
fonction holomorphe d’une variable définie et bornée dans un ouvert privé d’un point
se prolonge en une fonction holomorphe dans tout I'ouvert (en particulier au point
litigieux), on montre que la fonction considérée est aussi séparément holomorphe en
wy,. Cette fonction est donc bien une fonction holomorphe en les variables (wq, ..., wy, ),
qui de plus ne s’annule pas au voisinage de ’origine ; on la notera comme dans 1’énoncé
du lemme (wy, ..., wy) = u(w, ..., wy). On obtient bien ainsi la représentation (1.53).
La derniere assertion concernant la non nullité des déterminants ¢; provient du fait
que les polynémes Pj, j = 1,..., M, sont irréductibles comme polynémes a coefficients
dans le corps des fractions de 'anneau Og¢n-1 (en effet les idéaux principaux ( f]),
Jj=1,..., M, sont, comme le sont les idéaux (f;) dans Ocn o, premiers dans Ocr o). [

Le lemme de préparation de Weierstraf3 1.1 justifie, étant donnée une fonction méro-
morphe f non identiquement nulle dans un domaine U de C", la construction d’'un
courant appelé a jouer un réle important, le courant d’intégration avec multiplicité
[div(f)]. Il s’agit d’un (1, 1)-courant dans U, que l'on peut définir au voisinage d’'un
point zy de U (ceci suffit puisque l'on dispose du lemme de partition de l'unité, a
savoir la proposition 1.1) au terme des cing observations suivantes.

(1) On exprime le germe de f en zg € U sous la forme f = fium/fden, OU foum €t
fden sont des éléments de Oc- ., différents de 0.

(2) Quitte a faire un changement affine z — zp = G - (w — %g) de coordonnées, on
peut supposer que f~num = fnum(G : w) et fden = fden(G . w) sont de la forme
(1.53) (on met le produit foum(G - w)faen(G - w) sous cette forme et les deux
facteurs le sont alors).

(3) On observe que les applications
T Faume0} © W (w1, ., Wp_1), T Faonm0} W (w1, .y Wp—1)

sont des applications propres dans un voisinage V, de zy dans U.

1. Pour plus de détails, consultez le corrigé de 1’exercice 3.26 dans [YanC].
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(4) On note enfin que si ILU ={w € V,; SnumOden = 0} (ou Snum désigne le
produit des 0; correspondant & fuum, dden celui des d; correspondant & fqen),
alors les ensembles

‘/;O\E[ZO)7 ‘/20\17{20>

-1 -1
LTy a— ™ aen=03
sont des sous-variétés analytiques de C™ de dimension (complexe) n—1 consti-
tuées chacune respectivement de v, (foum) 0U V2, (fden) feuillets (composantes
connexes disjointes) !.
(5) On définit enfin laction du courant [div(f)] dans V,, par
Muum

<[diV(f)],(p> = Z Mnpum,j

j=1
(1.54) Maen
- Z Mden,j
j=1
Vo e DLV, C)

les deux intégrales que I'on soustrait ci sont en effet bien convergentes car les
images réciproques respectivement par T Fram=0} €0 T|{fron=0} de H,, sont
Jnum — en—

/ - 20+ G - (w - z0)
(VZQ \Hzo)m{fnum‘jzo}

/ ) i o(z0+ G- (w— 2p))
(Vzo\Hzo)m{fden,j=0}

des sous-ensembles respectivement de { fnum =0} et {fden = 0} de mesure de
Lebesgue 2(n — 1)-dimensionnelle nulle.

On peut alors énoncer le théoreme majeur suivant :

THEOREME 1.2 (formule de Lelong-Poincaré dans un domaine de C"). Soit f
une fonction méromorphe non identiquement nulle dans un domaine de C". On a, au
sens des courants dans U, la relation
(1.55) dd°[ —log |f[?] + [div(f)] = 0.

Cette relation relie un objet analytique (le courant [—log|f|?], dit aussi courant de
Green associé au diviseur principal div(f)) & un objet géométrique (le diviseur prin-
cipal div(f) lui-méme).

DEMONSTRATION. Les deux courants [dd® log | f|?] et [div(f)] sont deux courants
de bi-degré (p,p) a coefficients-mesures dans l'ouvert U, ce qui signifie qu’ils s’ex-

priment tous les deux au voisinage d'un point zyp € U comme des (p,p)-formes
différentielles a coefficients-mesures de Radon complexes.

De plus, le courant dd°[log | f|?] est un courant d-fermé (donc 0-fermé ainsi que O-fermé
puisqu'’il est de bi-degré pur (p,p)) car, dans un voisinage ouvert U,, d’un point zg
de U dans lequel f se représente sous la forme f = foum/faen),

<([ddc 1Og<‘fnum‘2 + 6)] - ddc[logﬂfden‘z + 6)] ) 8tp>
- <[ddc 10g(|fnum|2 + 6)] - ddc[log(|fden|2 + 6)]751@ =0
pour tout ¢ € DM=P=Ln=p)({7_  C), pour tout ¢y € DP=Pn=P+ ([, C) et pour

tout € > 0 d’apres la formule de Stokes; en faisant tendre ¢ > 0 vers 0, on obtient

1. On dit aussi que ces applications réalisent des revétements respectivement a v, (foum) et
V2o (fden) feuillets au dessus de V, \ Hz,.
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bien que le courant < limite > dd[log|f|?] est un courant d et O-fermé. Pour voir
que le courant [div(f)] est aussi un courant 9 et d-fermé, on raisonne (toujours dans
le voisinage ouvert U,, de zp) séparément avec fuum €t fden. On peut se limiter a
supposer que les germes de frum €t fqen sont irréductibles. Raisonnons par exemple
avec foum. Si p € D—P=Ln=P)([7, 'C), on a

([div(f)],¢) = lim dp

1704 J{ Frum=031{|Snum|>n}

De méme, si ¢ € D=P»=P=1)(U,C), on a

([div(f)l, @) = lim o

1704 S { faram =030 {|60um > 2n}
Ces deux faits résultent du théoreme de convergence dominée de Lebesgue. On observe
que {z € Uy ; foum = 0, |0num|? > 0} est une variété analytique complexe 2>, de
dimension (complexe) n—1 (donc réelle p = 2(n— 1)) et qu'il existe une suite (7g)k>0
telle que 7 ne soit pas valeur critique de la restriction de |6pum|? & cette variété . En
utilisant alors la formule de Stokes, on obtient

(v ()} o) =~ lim oo
n—04 {f““m:()}m{lénumP:T]}

et
([div(f)], ) = = lim ¥ =0.
104 S faum =00 |Snum| 2=n}
L’orientation de {|duum|> = n} est ici celle induite par la normale pointant dans

la direction {|6pum|> > 71}. Les deux égalités ci-dessus résultent de la formule de
Stokes sur la variété différentiable réelle sous-jacente & 2. La mesure (2(n —1) —1)-
dimensionnelle des ensembles

supp(®) N { faum = 0} N {|5num|2 =n},  supp(¥) N {foum =0} N {|6num|2 =n}
tend en effet vers 0 lorsque 7 tend vers 0.

Le courant T = [—dd¢log |f|?] + [div(f)] est donc un courant d-fermé a coefficients
mesures. Ce courant est identiquement nul au voisinage d’un point zy de U ou la
fonction méromorphe f ne présente ni zéro ni pole. Au voisinage d’un point zg ol soit
foum, SOit fden (numérateur et dénominateur locaux de f) s’annulent, on vérifie que
le courant T est nul dans un voisinage de zg privé des germes d’ensembles analytiques
{6num = 0}, {ddgen = 0} ; au voisinage z d’un tel point, ne passe en effet qu’au plus 'un
des deux ensembles { fpum = 0} ou { fgen = 0} pourvu que 'expression f = foum/ fden
de f au voisinage de zy soit supposée réduite, ce que nous supposerons; quitte a
faire un changement de coordonnées, on peut supposer que le seul facteur irréductible
foum,j OU fden,; s’annulant en z s’exprime en coordonnées locales comme w;. Le fait
que T soit nul au voisinage de z résulte alors de la formule de Lelong-Poincaré dans le

1. Cela résulte d’un important résultat de géométrie différentielle, le lemme de Sard : ’ensemble
des waleurs critiques d’une application C* d’un ouvert de RP, & valeurs dans R™ (c’est-a dire les
valeurs des points critiques, i.e. des points ou le rang de la matrice jacobienne est strictement inférieur
a p) est de mesure de Lebesgue n-dimensionnelle nulle; ici p = 2(n — 1) et n = 1; il est donc aisé
d’«< éviter > ces valeurs critiques, ce que 'on fait ici avec la suite (1x)k>0 de nombres strictement
positifs approchant 0.
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cas n = 1 (proposition 1.6), couplée avec le théoréme de Fubini. Le courant T est donc
supporté par un sous-ensemble analytique (ici défini comme lieu des zéros des deux
germes des deux fonctions holormorphes fhum fden €t Onumdden au voisinage de zg) dont
la dimension est au plus n — 2. Hors du sous-ensemble fermé de ses points singuliers,
un tel ensemble se présente comme une union Y. de variétés différentielles complexes
deux-a-deux disjointes de dimension n— 2 ; au voisinage d’un point z de ¥, il est défini
comme le lieu des zéros de deux fonctions g, 1 et g, o telles que dg. 1 A dg. 2 # 0 sur
{921 = gz,2 = 0}. Notons que dg. x AT = d[g; 1 T| — g: xkdT = d[g.xT] pour k = 1,2
puisque T est & coefficients mesures (de support dans {g, 1 = g».2 = 0}). Complétons
dg,1,dg,2 en un repeére {dg,1,dg.2,d9, 3, -...,dg, n} du fibré cotangent holomorphe
au voisinage du point z. Exprimée dans ce repere, toute (n — 1,n — 1)-forme-test
C* a support compact ¢ au voisinage de z s’exprime nécessairement sous la forme
p=dg,1 ANws1+dg,2ANw; 2, 0U w, 1 et w,, sont des (n — 2,n — 1)-formes-test C™ a
support compact. Comme dg; . AT =0et dgs, AT =0, il vient p AT =T Ap =0.
On conclut ainsi que 'action du courant T' coincide avec 'action du courant nul au
voisinage de tout point de X. Le support de T est donc inclus dans ’ensemble des
points singuliers de I'’ensemble défini comme le lieu des zéros communs de frum fden
et Opumdden au voisinage de zo (cet ensemble est de dimension complexe n — 3). On
poursuit ainsi, montrant que le support de T est nécessairement inclus dans le lieu
des points singuliers de cet ensemble, c’est-a dire dans un sous-ensemble analytique
de dimension n — 4. En continuant de la sorte, on vérifie bien qu’en fait T'= 0, ce qui
correspond & la formulation de la formule de Lelong-Poincaré (1.55). O

1.6. La formule de Lelong-Poincaré dans le contexte géométrique

1.6.1. Connexion sur un C-fibré au dessus d’une variété analytique com-
plexe

Dans toute cette sous-section, 2~ désignera une variété analytique complexe, mais
nous n’utiliserons en fait pas encore ici cette structure complexe. Toute ce qui y est
fait pour l'instant se transpose sans difficulté au cas des K-fibrés sur une variété
différentielle (K = R ou C). Nous n’exploiterons vraiment la structure complexe que
dans la sous-section suivante.

Si B — Z est un C-fibré localement trivial et de rang m, il faut s’octroyer une
possibilité de < différentier > les sections de E pour pouvoir introduire les complexes
de de Rham ou de Dolbeault C**(%,E) ou D*(% ,E), C°***(%,E) ou’'D**(%,E)
(% ouvert de Z7), & valeurs cette fois dans le fibré E et non plus seulement dans le
fibré trivial C = 2" x C (voir la section 1.4.3). Conformément a la regle de Leibniz,
nous introduirons pour cela une application C-linéaire D

D :C®%%Z E)— C®>YZ,E).

Cette regle conditionnera ensuite une < promenade > dans la gamme des C-espaces
vectoriels C°*(% , E) ou '"DF (%, E) (% étant un ouvert de 2, k variant de 0 & 2n)
suivant les régles suivantes (en cascade).

— Tout d’abord, si f est une fonction C*° de % dans C ou T une distribution sur
% & valeurs dans C (cette fonction ou cette distribution peuvent étre localisées
par partition de I'unité dans un ouvert v au dessus duquel existe un repere pour
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E et dans lequel on dispose de coordonnées locales réelle 1, y1, ..., Tn, Yn), il
convient, si 'on souhaite respecter la regle de Leibniz, de définir ’action de
D = Dy au cran 0 en respectant la regle

Dif ®el =df ® e+ f Dle], DT ®e]=dT ® e+ T Dle]
pour toute section e de E au dessus de 'ouvert % .
— Si laction de
D=D_; :C®* Y% E)ou'D*" Y %,E) — C®*%,E) ou'D*(%,E)
(pour k € N*) a été définie, on définit I'action de
D =Dy, :C®%%,E) ou'D"(%,E) — C* Y% ,E) ou D"\ (% ,E)
en posant :
Dyw A wg—1] =dw Awg—1 —w A Dg_1[wg—_1]
pour tout élément wy_; de C°**~1(% E) (respectivement de "D*~1 (%, F)),
pour tout élément w de C°*1(%,C) (respectivement de "D (%, C)).
On a donc au final les regles calculatoires suivantes :
(1.56)
Vwe C®N%,C), VsecC®Fu, E)
DlwAs] = DyyplwAs] =dwAs+ (=1) wA Dyls] = dwA s+ (=1) wA Dls|
et
(1.57)
YT e'DY(%,C), Vsec'D¥%,E)
DT As| =Dy ip[TAs]=dT As+ (=1)*T A Dy[s] = dT A s+ (=1)*T A Ds].

pour tout choix des entiers k, £ tels que k + £ < n.

Si lon se fixe un repere (eq, ..., €,) au dessus d’un ouvert u et que l'on introduit la
matrice A de la connexion dans ce repere, soit la matrice de 1-formes a;j dans u
telles que

m
(1.58) Dlex) :Zaj,k®ej, k=1,..,m,
j=1
on note donc que, toujours dans w :
m m m
D{Zwk ®€k:| = Z (dwk —i—Zak’j /\wj) X eg
k=1 k=1 j=1
siwy, ..., wp, sont des formes différentielles ou des courants dans u, a valeurs complexes,

tous de méme degré.

Du fait que dod = 0, on observe que 'action de D? sur une k-forme différentielle w ou
un courant T de degré k (dans un ouvert %), tous deux a valeurs dans E s’exprime
sous la forme

D?w]=0Aw, D)T)=OAT
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ot © est une section globale (dans 2°) du fibré ( \>T*(2)) ® Home(E, E). Cette
matrice © s’exprime dans un repeére (eq,...,e,) au dessus de louvert u comme la
matrice

(1.59) ©=dA+ANA

ol la matrice A = [a; k]1<jk<m est définie par (1.58). On appelle

© e (\T*(2)) © Homc(E, E)

le tenseur de courbure de la connexion D ; 'expression matricielle (1.59) du tenseur
de courbure au dessus d’un repere donné est dite matrice de courbure de la connexion
D lorsque le fibré est rapporté a ce repere.

1.6.2. Connexion de Chern; formes et classe de Chern (d’un fibré holo-
morphe hermitien)

Exploitons maintenant la structure complexe sur .2 . Toute connexion D se scinde
sous la forme de la somme de deux connexions D9 et D%! o, pour tout couple
(p, q) d’entiers entre 0 et n,

DO AP E) — AP E)

p:1) AP Y E) — Ap’qul(%,E)
Lorsque E est un fibré hermitien, on dit que D est compatible avec la structure com-
pleze si et seulement si D(®1) = 9 (cette connexion est bien définie car le fibré F

est holomorphe, c’est ce qui nous avait d’ailleurs permis d’introduire le complexe de
Dolbeault, voir la section 1.4.3).

A nouveau, ce qui suit vaut dans le cadre réel des variétés différentielles. On se donne
maintenant une métrique hermitienne | | sur un fibré complexe (localement trivial)
de rang m au dessus de 2. Le produit scalaire

z€ X — (),
induit, pour chaque k, ¢ entre 0 et 2n tels que k 4+ ¢ < 2n, pour chaque ouvert % de
Z, une application sesquilinéaire :
() 1 C®* U, E) x CYU,E) —s C* (9 E).

On pose pour cela, dans un ouvert u au dessus duquel on dispose d’un repere pour F
et dans lequel vivent aussi des coordonnées réelles x1, Y1, ---, Tn, Yn :

(1.60) <ZwJ ®eJ,Zwk®ek> iZ(ej,ek>wj A Q.

DEFINITION 1.19 (compatibilité d’une connexion sur un C-fibré avec le choix
d’une métrique). Une connexion D sur un C-fibré hermitien £ — 2" (le produit
scalaire associé & la métrique sur la fibre E, étant noté (-, -)) est dite compatible avec
la métrique hilbertienne | | si et seulement si la connexion préserve le produit scalaire,
c’est-a-dire

(1.61) d[{wy,w2)] = (Dwr],wa) + (=1)9°8“ (wi, Dlwa)).
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Ceci signifie que la matrice A de I'action de la connexion sur un repére orthonormé
arbitraire (pour la métrique en jeu) au dessus d’un ouvert u, telle qu’elle est définie
dans (1.58) vérifie A* = —A (A désignant la transconjuguée de A).

On se remet a partir de maintenant a exploiter la structure complexe sur 2. En
décomposant les entrées de la matrice A de la connexion en (1,0) et (0, 1)-formes,
on réalise la décomposition D = D9 4 DO 8i D(1.0) est imposée (ce qui est le
cas lorsque le fibré E est holomorphe et que D1 est < figée > comme la connexion
OF, imposer de plus la compatibilité de la connexion avec une métrique hermitienne
fixée a priori sur le fibré achéve de fixer complétement la connection D9 du fait
des relations A* = —A pour la matrice de connexion dans les reperes orthonormé.
Cela nous conduit a la définition majeure suivante :

DEFINITION 1.20 (connexion de Chern). Soit £ un fibré holomorphe localement
trivial et de rang m au dessus d’une variété analytique complexe 2 ; si le fibré est
équipé d’une métrique hermitienne !, il existe une unique connexion sur F qui soit
a la fois compatible avec la structure de fibré holomorphe (D1 = Jg) et avec la
métrique (conditions (1.61)). Cette connexion est dite connexion de Chern du fibré
holomorphe hermitien (E,| |). Le tenseur de courbure de la connexion de Chern de
(E,| |) est dans ce cas particulier une section globale du fibré

([T ATV (2)]7) ©c Home(E, E)
c¢’est-a-dire un élément
© € ¢~ (2, Home(E, E))
lorsque la métrique est lisse ou bien un élément
© € 'DV (2, Home (E, E))

lorsque la métrique est éventuellement singuliere.

On sait en algebre linéaire que le polyndme caractéristique d’une matrice carrée a
entrées dans un corps commutatif K encode ’application linéaire que cette matrice
représente lorsque le K-espace vectoriel dans lequel on travaille est rapporté a sa base
canonique. Il est donc naturel de former (m = rang(E)) lorsque la métrique | | est

C .
det (220 + XTdg) = X7+ 50 (E,] ) X™*.
(27T E) ]; k

Pour chaque k = 1,...,m, la forme ¢ (E,| |) est une (k, k)-forme différentielle dans
2. On ac(E,|]) =0des que k > n.

DEFINITION 1.21 (formes de Chern d’un fibré holomorphe hermitien avec métrique
lisse). Soit £ — 2 un fibré holomorphe de rang m au dessus d’une variété analytique
complexe 2" de dimension n. Si le fibré E est équipé d’une métrique lisse, la liste des
formes cx(E,| |), k = 1,...,min(m,n) (¢, étant une forme de bidegré (k,k)) est la

1. En principe C'°°, mais on peut la supposer seulement continue, voire singuliére, en considérant
laction de 'opérateur de de Rham au membre de gauche de (1.61) au sens des courants.
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liste des formes de Chern! du fibré hermitien (E, | |). Dans le cas ott m = 1 et ot la
métrique est éventuellement singuliere, le (1, 1) courant

(1.62) ci(L,| |) = —dd®log |e|*

(ot e désigne un repere holomorphe arbitraire, la définition étant indépendante du
repere) est le courant de Chern ¢1 (L, | |) du fibré en droite équipé de cette métrique;
ce courant est appelé forme de Chern ¢;(L, | |) lorsque la métrique est C'°.

En fait, la forme de Chern est 0 et 9 fermée. La classe de cohomologie de de Rham
de la forme de Chern C(E, | |) (dans le cas ol la métrique est lisse) ne dépend pas de
la métrique. On admettra ici ces résultats (voir la proposition 1.3 de [YNiam]). La
classe de cohomologie C(FE) ainsi définie ne dépend donc que du fibré holomorphe et

non de la métrique dont on I’équipe. On l'appelle classe de Chern du fibré holomorphe
E.

Remarque 1.11. Ici réside pour une grande part 'intérét des courants en géo-
métrie complexe : ils permettent 'incarnation, par le biais de représentants, de classes
de cohomologie telles la classe de Chern se présentant comme des objets formels. Lors-
qu’il devient indispensable de s’extraire du formalisme pour « mesurer > (en intro-
duisant des métriques sur les fibrés) ou « calculer > (comme par exemple en théorie
de l'intersection géométrique ou arithmétique), il s’avere souvent & la fois commode
et efficace de pouvoir travailler avec de tels représentants courantiels < explicites >.

1.6.3. Formule de Lelong-Poincaré ; version géométrique

Nous transposons pour clére ce chapitre la formule de Lelong-Poincaré (1.55)
(théoreme 1.2) & un cadre géométrique.

THEOREME 1.3 (version géométrique de la formule de Lelong-Poincaré). Soit 2
une variété analytique complexe, L — Z~ un fibré holomorphe de rang 1 au dessus de
Z, équipé d’une métrique régulicre (c’est-a-dire C™) ou singuli¢re® z v | |,. Soit s
une section méromorphe de L au dessus d’un ouwvert % de Z . On a

(1.63) dd®| —log |s(2)|?| + [div(s)] = ci(L, | |).

Ici ci(L,]| |) désigne la premiére forme de Chern de (L,| |) ou le premier courant de
Chern suivant que la métrique | | est réguliére ou singuliére.

DEMONSTRATION. Il suffit de se placer dans un repere (z,e(2)) pour L au dessus
d’un ouvert u, d’exprimer s(z) = f(z) e(z) avec f méromorphe a valeurs dans C cette
fois. On a dans u :

dd* | ~log|s(2)2| = dd| ~log |f(2)*] —dd®log |e(=) 2 = dd* [ ~1og | (=) 2| +er(L, | |).

On utilise enfin pour transformer ddc[ —log|f (z)|2} la formule de Lelong-Poincaré
(1.55) du théoreme (1.2). O

1. La forme différentielle 1 4 Zrkn:l(m’n) ci(E,| |) (somme de formes différentielles de divers
bi-degrés) est appelée forme de Chern C(E,| |) du fibré holomorphe hermitien (E,| |).

2. Par exemple juste continue, voire juste localement intégrable, ce qui signifie que les entrées
de la matrice Hermitienne H, correspondant au produit scalaire associé a la métrique sur la fibre
E, sont continues, voire juste localement intégrables lorsqu’on exprime cette application z — H, au

dessus d’un repere local quelconque pour E.
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Remarque 1.12 (une formule <« cecuménique »). Le premier terme figurant au
membre de gauche de la formule (1.63) est un objet relevant de 'analyse (& savoir un
courant de Green, ici en fait une fonction de Green, dans le cadre de la théorie du
potentiel pluricomplexe). Le second terme (courant d’intégration attaché au cycle di-
viseur d’une section méromorphe d’un fibré en droites) peut étre assimilé au cycle lui-
méme ; ¢’est donc un objet relevant de la géométrie algébrique. Quant au membre de
droite de cette formule, a savoir la forme ou le courant de Chern du fibré holomorphe L
équipé de la métrique ici choisie | |, ¢’est un étre relevant de la géométrie hermitienne.
Cette formule de Lelong-Poincaré version géométrique sera aussi appelée a jouer un
role majeur en géométrie arithmétique (théorie de I'intersection, expression de la hau-
teur logarithmique arithmétique d’un cycle défini sur Q ou sur un corps de nombres).
Analyse, géométrie algébrique, géométrie hermitienne et arithmétique se trouvent
ainsi < fédérées > par le biais d’une telle formule.




CHAPITRE 2

Convexité, plurisousharmonicité et positivité

2.1. Du cadre R" au cadre C"

Les deux univers que sont R™ et C™ sont reliés entre eux de bien des manieres;

on se contente ici d’en suggérer deux.
— On peut envisager au dessus de R}
R’I’L

g .
L1yeeyTm +ZR'£/1;*-~7yn ?

- le < tube > complexe
L

ceci correspond a la représentation cartésienne des n-uplets de nombres com-
plexes z = x +iy = Re z+iIm z. La projection x + iy — = de C™ dans R" est
ouverte et continue, mais elle n’est pas topologiquement propre.

— On peut également envisager application surjective (cette fois continue et
topologiquement propre) :

(2.1) Log : (21,...,2n) € (C*)" — (log|21], ..., log |z, |) € R"

(correspondant & la représentation polaire (z1,...,2,) = ¥+ eZntifn)
des n-uplets de nombres complexes non nuls). On peut prolonger cette ap-
plication & C", mais a condition cette fois de la considérer & valeurs dans
(RU {—00})™; ce prolongement réalise toujours une application continue to-
pologiquement propre. L’ensemble (RU{—o00})™ sera alors, on le verra, I’espace
affine tropical Trop™ : < tropical ! > signifie que les deux opérations envisagées
sur R U {—oo} respectivement en place de I'addition et de la multiplication
sont ’addition tropicale et la multiplication tropicale :

aBb=max(a,b), aX¥b=a+b.

2.2. Convexité, sousharmonicité et plurisousharmonicité
2.2.1. Le cadre réel et la notion de convexité

On peut présenter ainsi la notion de convexité pour les fonctions réelles dans les
ouverts de R"™.

DEFINITION 2.1 (fonction convexe dans un ouvert de R™). Soit U un ouvert de
R™. Une fonction convexe ¢ dans U est une fonction continue de U dans R dont la

1. La terminologie repose ici sur le fait que ce calcul dit aussi < max-plus > a été popularisé
par les informaticiens (et notamment le mathématicien brésilien Imre Simon, d’ou le qualificatif
< tropical >) avant d’étre redécouvert plus récemment (depuis les années 1990) par la communauté
mathématique, avec en particulier les travaux de I. Gelfand et de son école [GKZ].

57
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restriction o5 a chaque droite réelle ¢ intersectant U vérifie en tout point = € U N d
la propriété de sous-moyenne :

o) + oY) .
T

(version < surfacique ») ou encore, ce qui revient au méme :

(2.2) Vi, y| cUNGS,  o((x+1y)/2) <

(2.3) Viry) CUNG  o((z+y)/2) < / o+t —y)) dt

(version < volumique ).

2.2.2. Le contexte particulier convexe régulier C?

Dans le cas ot la fonction ¢ : U C R® — R est de classe C?, dire que ¢ est
convexe dans U revient a dire que la matrice Hessienne

0% . ]
O0x;0xy, 1<j,k<n

Hess[p](z) := [
est une matrice symétrique positive en tout point x de U. Notons dans ce cas

0 0 "
Vo :2€UCR"+— (TZ(Z),, %(z)) € (R™)

lapplication gradient. Si a et x sont deux points de U tels que [a,z] C U, la formule
de Taylor avec reste intégral assure alors

(2.4)
1
p(x) = p(a) + (Vp(a),z —a) + / (1 —t)(z—a)" - Hess[pl(a +t(z —a)) - (z —a)dt
0
> ¢(a) +(Ve(a),z — a),
ou encore
(2.5) Va,z t.q. [a,2] CU, ¢(x) = (Ve(a),z) > ¢(a) — (Ve(a),a).
Ainsi, pour tout ouvert convexe V inclus dans U, pour tout a € V,
(2.6) Ve(a) € {€ € (R™")"; ¢ — (&) réalise son minimum absolu dans V en a}.

Un lemme d’Aleksandrov (dont on trouvera la preuve! dans [RT], théoreme 2.5),
Pensemble des éléments £ € (R™)* tels que £ est réalisé de deux manieres différentes
comme V(a) avec a € V est de mesure nulle dans (R™)*. Il en résulte que, hors d’un
ensemble de mesure nulle £, dans (R")*, on peut affirmer qu'un élément ¢ de (R™)*
s’écrit d’une unique maniére sous la forme £ = Vp(a) avec a € U. Si l'on invoque

1. Cette preuve repose sur le fait suivant : si 'on introduit la fonction convexe conguguée (au
sens de Legendre) :

@ £ E€R™ — sup ((§ z) — p(x)),
zeV

on montre que si & = Vp(ag) = Vp(a1) avec ag # a1 et ag,a1 € V, la fonction convexe ¢ n’est pas
différentiable en &.
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la formule de changement de variables dans la théorie de l'intégration Lebesgue, on
constate donc que, pour tout sous-ensemble mesurable A de U :

vol(gny- (Vip(A)) = / ¢y .. .dé,

V(AN ((®m)\E)

(2.7)
= /Adet [Hess[y] ()] dz1 . .. dxy

(en effet, le jacobien de lapplication gradient en un point € U est exactement le
déterminant de la matrice hessienne Hess[p](x)). De plus, pour tout ouvert V' convexe
inclus dans U, on constate, du fait de (2.7), de (2.6) et du lemme d’Aleksandrov
rappelé plus haut que, pour tout sous-ensemble mesurable A de U, pour tout ouvert
convexe V C U,

(2.8)
/ det [Hess[p](z)] dy ... dy,
AnV
= vol,{¢ € (R")*; ¢ — (&, ) réalise son minimum absolu dans V ena € ANV }.

La mesure de densité det [Hess[go]] ainsi introduite est appelée mesure de Monge-
Ampeére réelle associée a la fonction conveze ¢ (ici de classe C?); on note cette me-
sure MAg(¢, ...,, ®), cette notation se trouvant justifiée par le caractére multilinéaire
alterné de la forme déterminant impliquée dans det [Hess[w]]. On montrera plus loin
comment s’affranchir de 'hypotheése C? et étendre la notion de mesure de Monge-
Ampere réelle aux fonctions convexes seulement continues (le second membre de (2.8)
conservera en fait un sens méme en I’absence de régularité C? pour la fonction ¢).

2.2.3. Le cadre complexe et la notion de plurisousharmonicité

Passons maintenant du cadre réel au cadre complexe. Le pendant naturel de la
notion de convexité dans un ouvert de R™ est celui de plurisousharmonicité dans un
ouvert U de C™.

On rappelle d’abord la définition de la notion de fonction sous-harmonique dans un
ouvert du plan complexe.

DEFINITION 2.2 (fonction sous-harmonique dans un ouvert de C). Soit 2 est un
ouvert du plan complexe C. Une fonction ¢ :  — RU{—o0} est dite sous-harmonique
dans Q si et seulement si :

— elle est semi-continue supérieurement (ce qui signifie que ¥ ~1(] — oo, a) est

ouvert ou encore que ¥~ ([a, +00[) est fermé, ce pour tout o € RN {—oc}1);

— elle vérifie en tout point de Q la propriété de sous-moyenne sur les disques

ou les cercles, c’est-a-dire :

27

(2.9) WD) €O fz0) < — [ Flzo +ret®) do
27 Jy

1. Cette clause assure en particulier que 1) est bornée sur tout compact.
2. On choisit ici le disque comme figure de base dans le plan du fait de sa propriété d’isotropie;
ce choix ne privilégie en effet aucune direction dans I’espace dual (R2)*.
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(version < surfacique ») ou encore, ce qui revient au méme

f(z,y)dr A dy

(2.10) ¥D(z0,7) CQ, f(20) < #/

D(zo,7)

(version < volumique ).

La propriété de sous-harmonicité d’une fonction ¢ : Q@ C C — R U {—o0} se traduit,
lorsque cette fonction n’est identiquement égale & —oo dans aucune des composantes
connexes de §2, en termes de positivité d’une certaine distribution ou, ce qui revient au
méme en dimension 1, de positivité d’un certain (1,1)-courant. En effet, une fonction
P Q C C— RU{—o0}, plurisousharmonique dans € et qui n’est identiquement
égale & —oo dans aucune composante connexe de {2 est nécessairement localement
intégrable dans Q (voir le corollaire 4.1 de [YanC]). On a de plus la proposition
suivante :

PROPOSITION 2.1 (notion de positivité attachée & la notion de sousharmonicité
dans un ouvert de C). Soit Q un ouvert de C et ¢p : Q — RU {—o0} une fonction
non identiqguement égale 4 —oo dans aucune composante connexe de §2.

— si ¢ est sous-harmonique dans €2, ¥ est une fonction localement intégrable

dans Q, qui définit donc une distribution [¢] dans Q, et le courant dd°[)] est
un (1,1)-courant positif fermé, ce qui revient & dire que la distribution A[y]
est une mesure positive puisque dd°T = AT (dz A dy)/(47));

— réciproquement, sip : Q — RU{—o00} est une fonction localement intégrable,

semi-continue supérieurement et telle que dd°[] soit un (1,1)-courant positif
fermé dans lVouvert ), alors ¥ est une fonction sous-harmonique dans Q.

DEMONSTRATION. On trouvera la preuve de cette proposition dans [YanC] (thé-
oréme 4.1) ; on pourra aussi se reporter a [AM] (théoreme 12.7.4 et corollaire 12.7.6).
On en retiendra surtout de la preuve le fait suivant : on peut régulariser une fonction
sous-harmonique 1 par la suite décroissante de fonctions ¢ * pe,, ol (pe, )k>1 est
une approximation de la masse de Dirac dans C construite a partir d’une fonction
p : R™ — [0,+00[, de classe C*, radiale, de support dans D(0,1) et d’intégrale 1
(voir la proposition 4.4 dans [YanC] ou la section 12.6 de [AM]). O

Le pendant complexe de la définition 2.1 est donc la définition suivante :

DEFINITION 2.3 (fonction plurisousharmonique (ou < psh =) dans un ouvert de
C™). Soit U un ouvert de C™. Une fonction plurisousharmonique (en abrégé < psh >)
¥ U C C" - RU{—o0} est une fonction semi-continue supérieurement de U dans
R U {—o00} dont la restriction 1/)| 5 & chaque droite complexe § intersectant U vérifie la

propriété de sous-moyenne sur les disques dans l'ouvert U Né de la droite complexe
6 ~C.

Dans la droite ligne de la proposition 2.2, on a le résultat suivant :

PROPOSITION 2.2 (notion de positivité attachée a la notion de plurisousharmoni-
cité dans un ouvert de C™). Soit U un ouvert de C" ety : U — RU{—o0} a la fois
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localement intégrable® et semi-continue supérieurement dans U. La fonction 1 est
plurisousharmonique dans U si et seulement si le courant dd°[y)] est un (1,1)-courant
positif fermé.

DEMONSTRATION. La preuve repose ici encore sur la possibilité, comme c’était
le cas pour les fonctions sousharmoniques (preuve de la proposition 2.1), d’approcher
une fonction psh v localement intégrable par une suite décroissante (¢ * pe, )r>1
de fonctions plurisousharmoniques de classe C'°°, ce a partir d’'une approximation
(Pe,, Je>1 de la masse de Dirac construite sur la base d’une fonction p : C* — [0, +o0],
de classe C°, radiale et de support dans B,(0,1). On trouvera une preuve de la
proposition 2.2 dans le livre de J.P. Demailly [De0] (théoréme 5.8, section 1.5). On
pourra aussi se reporter aux calculs effectués dans la sous-section suivante (dans le
cas ou ¢ est une fonction psh de classe C'°°, cas auquel on se ramene précisément par
régularisation). O

2.2.4. Le contexte plurisousharmonique régulier (C?)

Comme dans le cas convexe, il existe un critere simple pour vérifier qu'une fonction
de classe C? dans un ouvert U de C" et & valeurs dans R est plurisousharmonique.
En effet, dans ce cas, on a

ddcd)::4£19(§§:fzg(z)d5k>

2w et 0z
i n o n aQw )
=5 Z Z 92,05 () dzj A dzg.
J=1k=1

La (1, 1)-forme ainsi construite doit étre une forme positive lorsque 1 est psh dans U
(c’est d’ailleurs équivalent lorsque 9 est de classe C?), ce qui équivaut a dire que 1'on
définit une métrique hermitienne sur le fibré tangent holomorphe 709 (T7) par

<;§j(8azj)z’ ;@(ai)z) %2; %(zmsk.

La forme hermitienne ainsi définie est dite forme de Lévi et le fait que la fonction 1
soit plurisousharmonique dans U équivaut & ce que les valeurs propres de la matrice
hermitienne correspondant a la forme de Lévi restent positives ou nulles dans U. On
peut associer a ¢ dans ce cas une forme volume, & savoir la (n,n)-forme continue
positive (dd“y)"". Cette (n,n)-forme (qui peut s’annuler, mais est positive) s’appelle
courant de Monge-Ampére complexe attaché a la fonction plurisousharmonique v et
on remarque que

. nl
(MWA:%M%WMMMm@mnme@m

1. Une condition nécessaire et suffisante pour qu’une fonction plurisousharmonique 1 dans un
ouvert U de C™ soit localement intégrable est que 1 ne soit identiquement égale & —co sur aucune
des composantes connexes de 'ouvert U ; on retrouve ici le méme résultat que celui formulé pour
les fonctions sous-harmoniques (voir le corollaire 4.1 de [YanC]), avec d’ailleurs essentiellement la
méme preuve.
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ot MA¢[v, ..., 9] figure la mesure positive & densité le déterminant de la forme de Lévi
(par rapport & la mesure de Lebesgue dans R?" ~ C"). Cette mesure MAc[t), ..., 9] est
dite mesure de Monge-Ampére complexe attachée a la fonction plurisousharmonique
(ici de classe C2) ¢ : U — R. On apprendra ici encore plus loin & s’affranchir de
I’hypothese C2.

2.2.5. Convexité et plurisousharmonicité

Dans cette section, nous allons relier les deux notions de convexité de plurisoushar-
monicité de deux manieres, en exploitant soit I’approche cartésienne, soit I’approche
polaire (telles qu’elles sont présentées dans la section 2.1) pour passer du cadre réel
au cadre complexe.

PROPOSITION 2.3 (convexité versus plurisousharmonicité suivant ’approche carté-
sienne). Soit U un ouvert de R™ et U = U + iR" Uouvert tubulaire construit dans
Chyiy au dessus de U C Ry Il est équivalent de dire qu’une fonction ¢ : U — R est
conveze dans U et de dire que la fonction

¢ x4iyelU — oz

est psh continue dans U. De plus, si @ est de classe C2%, on a
2 ~

'
8zj62k

(x +iy)

1
=-H
ng,kgn T Hess[i](x)

Vo +iyeU, [
et, par conséquent, au sens des courants (ou des formes différentielles continues
puisque les fonctions o et @ en jeu sont de classe C?) :

(2.11) (dd°@)"" = % det [Hess[p] ()] dwy Adyy A -+ A day A dyn,.

DEMONSTRATION. On se contente ici d’une preuve en dimension 2 (il s’agit ici de
la question 1 de I'exercice 4.5 de [YanC] et 'on a simplement ici adapté les notations
en accord avec celles utilisées dans ce cours?!). On utilise la caractérisation de la
convexité par la propriété de la sous-moyenne volumique (2.3). Si ¢ est convexe dans
U, la fonction ¢ est, puisque ¢ I’est dans U, une fonction continue dans le tube U. Si
(0.1,702) €U, (yo.1,Y0,2) € R?, (ug,u1) € C*\ {(0,0)} et que I'on note Oo-+iyo,[uoiui]
la droite complexe de C? passant par xq + iyo et de pente [ug : u1] € P1(C), 'image
par z + iy — x du cercle de Un Smoﬂym[wul] paramétré par

0

6 € [0,27] — ($0,1 + iyo.1 + rug € w00 + iyo.o + ruy ew) (r>0)

(pourvu que r soit tel que le disque fermé borné limité par ce cercle soit entierement
inclus dans le tube U) est un segment de U de milieu le point (g1, %0,2). Dire par
conséquent que, pour tout [ug : u;] € PL(C), la restriction de ¢ & la composante
connexe de U N 5m0+¢y0,[u0:u1] contenant g + iy vérifie (dans cette composante con-
nexe) la propriété de la sous-moyenne rapportée au point g + iyo équivaut a dire
(puisque @(x + iy) = p(x)) que @ vérifie la propriété de la sous-moyenne volumique

1. On pourra d’ailleurs faire aussi en exercice la question 2 de cet exercice 4.5 de [YanC] (corrigé
dans I'ouvrage) pour bien s’imprégner de la proposition 2.2.



2.2. CONVEXITE, SOUSHARMONICITE ET PLURISOUSHARMONICITE 63

relativement au point xg : pour tout segment [x,y] de longueur 2¢ > 0 inclus dans U
et de milieu xg, on a

p(wo) < %/g o(z+ s(y — x)) ds.

Dire que ¢ est plurisousharmonique dans U équivaut donc a dire que, pour toute droite

affine § de R?, la restriction de ¢ & toute composante connexe de § N U (considéré

comme un intervalle ouvert de R) vérifie la propriété de sous-moyenne volumique, ce

qui équivaut a dire que ¢ est convexe dans U.

La seconde partie de la proposition (dans le cadre régulier) résulte d’un calcul immédiat.
O

Examinons maintenant ce qui se passe suivant l’approche polaire en reprenant un
calcul proposé par A. Rashkovski ([Rash], section 3).

PROPOSITION 2.4 (convexité versus plurisousharmonicité suivant ’approche po-
laire). Soit U un ouvert de R™ et o une fonction de classe C? dans U. On note ¢ la
fonction C= dans Log™*(U) C (C*)™ définie par

$(z) = p(Log(2)),
ot Log est lapplication introduite en (2.1) dans la section 2.1. Il est équivalent de

dire que ¢ est convexre dans U ou que (;NS est plurisousharmonique dans Logfl(U). De
plus, si tel est le cas, on a

(2.12) Vz€Log ' (U), (dd°9)"" (2) = n! det [Hess[g]] (Log(2)) \ (da; A %)
j=1

DEMONSTRATION. On remarque (c’est un calcul facile) que pour toute paire d’in-
dices 1 < j,k <n,on a

(2.13)

92¢ 11 0%

8Zj82k 2= ZZjZk |:a$j8$k:|z:Log(z).

Il résulte alors des calculs effectués dans la sous-section 2.2.4 que dire que ¢ est convexe
dans U équivaut a dire que dd°¢ est un (1,1)-courant positif fermé dans Log™*(U),
donc que ¢ est psh dans Log_l(U) d’apres la proposition 2.2. De plus, on a, en termes
de courants dans 'ouvert Log ™' (U) (ou de formes différentielles continues puisque les

fonctions en jeu ¢ et ¢ sont ici supposées C2) :

(dd=g) = I[det [882“0}%] /n\(idzj/\déj)
75

= n.on 2 .
4 |2y . 2y ;0 o—Log(s) J=1
ot N rid[e®i 0] A d[e®i—]
=n! | det
(2.14) " [ ¢ [&Ujaxk}j,k} /\( 4me3®; )
z=Log(z) j=1
0%p \ do;
=n! '
" ldet [8xj8xk}j,k] ! (dl‘] 4 2w )
x=Log(z) j=1

C’est bien la formule (2.12) voulue. O
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La formule (2.15) peut ici s’interpréter de manieére différente : si A C U est un sous-
ensemble mesurable de U, on a

(215) MAR (S, - @)(4) = 2 (MAC(,8) , Xrog-1(a)):

le second membre ayant un sens ici puisque le courant de Monge-Ampere complexe
MAc(¢, ..., ¢) est un courant & coefficients mesures.

2.2.6. Un calcul efficace dans le cadre complexe : le < calcul > de Bedford
et Taylor

Soient ¥1, ..., ¢, (m < n) m fonctions psh continues dans un ouvert U de C™.

Pour chaque j =1, ...,m, dd®y; est un courant de bidegré (1, 1) positif fermé d’apres
la proposition 2.2.
Il n’existe pas de maniére naturelle de < multiplier > les distributions (ou les courants
si 'on introduit le produit extérieur), ni méme les mesures (ou les courants & coeffi-
cients mesures). Cependant E. Bedford et B.A. Taylor ont introduit dans [BT1, BT2]
un < calcul » fondé sur l'intégration par parties autorisant la multiplication des cou-
rants positifs fermés dd“y,, A --- A dd°iy; sous certaines hypotheses.

Nous nous placerons ici pour décrire cette approche dans le cas ou les fonctions psh
P1, ..v, Yy sont localement bornées.

Le processus est récursif.
— Comme dd°; est un courant & coefficients mesures (car positif fermé, voir la
proposition 2.2, puis la proposition 1.5), la multiplication de dd®y; par ¢9 est
licite, ce qui permet de définir un courant que 1’on note ¥y dd“1);.
— On introduit maintenant le courant

dd“py A dd“y = dd[1) dde1],

dont on vérifie qu’il s’agit d’un (2,2)-courant positif fermé. La seule chose
non évidente concernant ce courant est la positivité. Pour s’en assurer, on
régularise les fonctions psh localement intégrables ¢, et ¥s comme limites
décroissantes

P = kEI—&r-loo U1 * Pey, P2 = kgffoo P2 * pe,

(voir le résultat rappelé dans la preuve de la proposition 2.2). On vérifie que,
au sens de la convergence des courants :

ddyy A ddyy = lim dd®[ibs * pe] A dd°ir.
k—4oc0

Le courant dd®i; est (faiblement) positif, tandis que toutes les (1,1)-formes
dd®[1a*pe, ] (k > 1) sont (fortement) positives (ou simplement positives car ce
sont des (1, 1)-formes, donc c’est pareil). Chaque courant dd®[y)q * pc, | A dd“yn
est donc positif, donc le courant dd®ps A dd®iy Dest.

— On poursuit en introduisant le courant s (dd®®q A dd“i1) (ce qui est licite
car dd“q A dd1; est a coefficients mesures), puis on pose

dd®hs A dda A dd®ipy == dd® [1p3 (dd®he A dd )]

Et ainsi de suite ...
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Cette construction nous conduit & la définition :

DEFINITION 2.4 (courant de Monge-Ampere complexe attaché & une fonction
psh localement bornée). Si ¢ : U — RU {—o0} est une fonction psh localement
bornée dans un ouvert U de C™, on définit son courant de Monge-Ampére compleze
MAc(%, ..., ) par

MAc[, ..., ¢] = (ddy)"".

La mesure positive associée est dite mesure de Monge-Ampére complexe.

2.2.7. Mesure de Monge-Ampere réelle attachée a une fonction convexe

N

La notion de mesure de Monge-Ampere réelle attachée a une fonction convexe
¢ : U — R dans un ouvert de R™ est autrement plus délicate a introduire. Comme
dans [RT], on peut se référer & (2.8) et définir la mesure de Monge-Ampere réelle
attachée & ¢ localement en posant, pour tout sous-ensemble mesurable A de U, pour
tout ouvert convexe V C U :

(2.16)
MARg[p, ..., 9] :=

= vol,{¢ € (R")*; ¢ — (&, ) réalise son minimum absolu dans V ena € ANV }.

La proposition 2.4 et la relation (2.15) conduisent, apres régularisation de la fonction
psh continue ¢ = ¢ o Log dans Pouvert Log™ ' (U) & la relation

(217) MAR[p, - @](4) = - (MACd, - 8, Xpos- 1)

entre mesure de Monge-Ampere réelle attachée a ¢ et courant de Monge-Ampere
complexe attaché a 1/; On voit que 'approche complexe, fondée sur le calcul itératif
introduit par Bedford et Taylor, est autrement plus directe et explicite que ne 'est
I’approche réelle.

2.2.8. Une digression vers la calcul tropical et un calcul de mesure de
Monge-Ampere

Comme on l’a rappelé dans la section introductive 2.1, le calcul tropical dans
Trop := RU{—0c0} (donc ensuite multivarié dans (RU{—o00})™) est un calcul ol I’ad-
dition H correspond & la prise de max et la multiplication X a I'addition. I’élément
—o0 est alors élément neutre et le fait que tout élément soit idempotent aBHa = a
prive un tel calcul de la possibilité de < soustraction > (ainsi que de donner un sens
raisonnable par exemple & expression <« = » () puisqu’il n’y a pas de soustration et
que ’élément neutre pour 'addition est précisément —oo).

Une des raisons de U'intrusion de ce calcul dans le paysage de la théorie des nombres
moderne est le développement de la géométrie algébrique sur les variétés définies sur
un corps algébriquement clos K équipé d’une valeur absolue ultramétrique, c’est-a-dire
satisfaisant I'inégalité triangulaire ultramétrique

(2.18) |a £ b] < max(|al, |b])
plutét qu’a la double inégalité archimédienne

(2.19) lla| = 1bl] <'la £ b] < |af + [b]
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(vérifiée, elle aussi, bien siir, mais en cessant de demeurer une inégalité intéressante
car celle ci n’est plus alors < sharp »). Substituer la prise de maximum a l’addi-
tion est ainsi opération naturelle & effectuer sur [0, +oo[ (donc sur RU {—oco} apres
application du logarithme) pour passer d’un univers < mesuré > avec une valeur ab-
solue archimédienne a un univers < mesuré avec une valeur absolue ultramétrique >.
On trouvera dans [Gub]' une présentation compléte et surtout allant & l'essentiel
de I'< analytification > (au sens de Berkovich) 272" 2 d'une variété algébrique 2~ de
dimension n définie sur un corps algébriquement clos équipé d’une valeur absolue ul-
tramétrique. On y verra le role majeur tenu précisément dans ce cadre par ’opération
de < tropicalisation ». Sur cette analyfication 2 " sont introduits (voir par exemple
[CLD, Gub]) des faisceaux de (p,q)-formes (0 < p,q < n) et, suivant le principe
de dualité et parce que 'on dispose d’un lemme de partitionnement de 'unité, de
(n — p,n — q)-courants, rendant possibles certains raisonnements calqués, autant que
faire se peu, sur des méthodes jusque la performantes seulement dans le cadre de la
géométrie complexe.

Parmi les exemples majeurs de valeurs absolues ultramétriques, on retiendra bien str
les valeurs absolues p-adiques sur Q :

la/b|, == p~Va@F® (5 > 2 premier)

ol vy, (p) désigne (lorque m est un entier strictement positif) Pexposant de p dans la
déomposition de m en facteurs premiers. Le théoreme fondamental de I'arithmétique
s’encode alors comme la formule du produit

Va/beQ, ] la/blyx la/blec =1 (la/blo :=|a/b]).

p premier

Si A est un sous-ensemble fini de R™, on définit une fonction convexe dans R™ en
posant :

2.20 T) = max (c a,T

(2.20) () = max (ca + (0,2)),

les nombres réels ¢, étant des nombres réels non nuls. Dans le cas particulier ou
A C Z", on peut, au lieu cette fonction convexe (considérée alors comme fonction
polynomiale®) considérer le polynome

P=H, ca®X™" € Trop[X;, .., X F].

On dit que P est un polynome de Laurent tropical.

Toutce qui suit est inspiré de [PaR0, PaR], voir aussi [Ytrop]|, chapitre 3.

1. Ce texte a contribué a orienter la présentation de ce cours et a certainement beaucoup
contribué a linspirer.

2. On ne pourra faute de temps expliquer ici le principe de ’analytification de 2~ en 22" mais
on renvoie pour avoir un premier apergu de la construction & [Gub] (section 4) ou & [BPS].

3. Attention : disposer de la connaissance de la fonction polynomiale n’assure pas que ’on puisse
expliciter le polynome.
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Etant donnée une fonction quelconque ¢ : R™ — R U {—00, +00} (en particulier la
fonction convexe tres particuliere envisagée en (2.20)), on peut lui associer sa trans-
forée de Legendre :

p (e (R — max ((§,2) — p()).

Cette fonction ¢ est toujours une fonction convexe. Lorsque ¢ est semi-continue
inférieurement sans jamais prendre la valeur —oo ou est identiquement —oo, on a
¢ = ¢ (en particulier lorsque ¢ est, comme ici, convexe, donc continue). Si I'on note
A le polyédre de Newton de P dans (R™)*, ¢’est-a-dire I’enveloppe convexe fermée de
Supp(P) := A dans (R™)*, on dispose d’une application convexe :

H :(2,8) e R" x Ar— () + ¢(&) — (&, ).
Pour tout z fixé dans R, ’ensemble
K;={{€A; H(z,§) =0}

est un polyedre convexe compact de A de sommets dans Z™ ; on a de plus une partition
de A comme
A= K
zER™
Cette partition induit ce que I'on appelle une décomposition polytopale de A, au sens
suivant :
— si K} N K}, est non vide, il existe z” € R" tel que K}, = K; N K} ;
— si z et 2’ sont deux points de R™ tels que K C K, alors le polytope convexe
compact K est une face de K, ;
— siz € R, toute face 7* de K} est un polytope convexe compact K, pour un
certain x’ dans R"™.
De méme, pour tout & € A, ’ensemble

K¢ :={zx e R"; H(z,£) =0}

est un polytope convexe fermé de R™ compact ou non; cette fois les sommets sont
a coordonnées réelles, mais ce ne sont plus des points a coordonnées rationnelles;
cependant, le sous-espace vectoriel sous-jacent au sous-espace affine engendré par le
polytope K¢ est, lui, défini sur Q. On a

(2.21) U K =Rr".
£eEA

De la méme maniere que les K définissaient une décomposition polytopale de A, les
K¢ définissent une décomposition polytopale de R™, ce qui veut dire, outre (2.21) :
— si KEN K¢ est non vide, il existe £’ € A tel que K¢ = K¢ N K¢ ;
— si € et ¢ sont deux points de R™ tels que K¢ C K¢, alors le polytope convexe
K¢ est une face de K¢ ;
— si € € A, toute face 7 de K¢ est un polytope convexe K¢ pour un certain &’
dans A.

Les deux décompositions polytopales (I'une de A, Pautre de R™) ainsi construites
s’interpretent géométriquement ainsi :
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(1) T'union des cellules K¢ engendrant un sous-espace affine de dimension n — 1
(c’est-a-dire I'union des facettes ! des cellules de dimension maximale n de C
constitue le support singulier de la distribution-fonction [¢], ¢’est-a-dire le lieu
des points au dessus desquels le graphe de ¢ présente des < coins >.

(2) l'union des arétes de C* (cellules K} engendrant une droite affine de (R™)*)
constitue la projection par © : (£,t) = A x R +— ¢ de union des arétes du
polyedre convexe tubulaire :

conv( U {(a,ea —1t); t € [0,—1—00[}).

a€Supp(P)

Les deux décompositions polytopales C et C* sont en bijection au sens suivant :

o : cellulede C — o* = ﬂ K} : cellule de C*

reo

oc* : cellulede C* — 0 = ﬂ K¢ : cellule de C.
E€o™

Cette bijection renverse 'ordre < étre une face de >. De plus, si 0 € C et 7 € C est
une face de o (¢* étant alors une face de 7*), les deux cones

{tlx—y);z €0, yer, t>0}, {th—&;ner", £€o”, t >0}
sont polaires? I'un de P'autre.

Si {a} est une cellule de dimension 0 de C, on a

{a} = ﬂ K.

ge{a}
Ceci implique a € K¢ dés que ¢ € {a}*, ou encore que
(2.22) {a} c {€ € A; KSn{a} #0}.

Mais, par définition de la mesure de Monge-Ampere de ¢, on a
MA[p, . ¢l ({a}) = vol({€ € As K€ {a} # 0},

On a donc, du fait de l'inclusion (2.22) :

(2.23) MARg[p, ..., 0](A) > vol, ({a}").

Mais d’autre part, I’ensemble des £ € (R™)* ot z — ¢(x) — (£, z) reste bornée
inférieurement est égal & A = (J,p» K ; pour tout £ € A, il existe donc au moins
un z € R™ ot ¢ — (&, -) réalise son minimum absolu dans R™. On a ainsi prouvé

(2.24) MARg[p, ..., o] (R™) = vol, (A).

Du fait que les cellules {a}* sont d’intérieurs deux-a-deux disjoints et d’union A, la
seule possibilité conciliant (2.24) avec les inégalités (2.23) (pour toute cellule {a} de

1. Les facettes d’un polytope o de R™ engendrant un sous-espace vectoriel affine de dimension k&
(1 <k < n) sont les faces propres engendrant un sous-espace vectoriel de dimension maximale (donc
k—1)deo.

2. Le cone polaire d’un céne I' de R™ est le cone de (R™)* défini comme {{; (§,z) < 0Vax €'},
tandis que le cone dual est {&; (§,z) > 0 Va € T'}, c’est-a-dire 'opposé du précédent.
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dimension 0 de C) est que la mesure de Monge-Ampere ne charge que les cellules {a}
de dimension 0 (on dit aussi les neuds) du complexe polytopal C et donc que

(2.25) MAR[p, ..., ] = > vol, ({a}*) 8,.

{a}ecC
dim (vec({a})) =0

Remarque 2.1. Tout ce que nous avons dit ici (excepté bien siir le fait que la
décomposition polytopale C* de A est une décomposition dont toutes les cellules sont
des polyedres compacts a sommets dans Z™ et que les sous-espaces vectoriels engendrés
par les cellules de C sont définis sur Q) vaut lorsque A est un sous-ensemble fini de
R™. Nous venons donc de calculer la mesure de Monge-Ampere réelle du maximum
d’un nombre fini de fonctions affines.

Cette digression vers les aspects tropicaux suggere la construction de < (p, ¢)-super-
formes >, puis (par dualité) de < (n — p,n — q)-super-courants > (0 < p,q < n) dans
les ouverts de R™.

DEFINITION 2.5 ((p, q)-super-formes et (n—p, n—q)-super-courants dans un ouvert
de R" [Lagl, CLD, Gub]). Une (p, q)-super-forme réelle w (0 < p,q < n) dans un
ouvert Q de R™ est par définition une (p, q)-forme dans Pouvert Log™' () c (C*)"
s’exprimant dans cet ouvert sous la forme

w = > wr(Log(2))

1<ig < <ip<n
1<j1<<jg<n

dz dz
e
21 Zj

avec, par convention

— V4 q —
dzg A dzy . dz;, A dz;,

— - — 3
21 ZJ =1 Fle o,y Fie

ol les wy,y sont des fonctions C*° dans Q. Un (n — p,n — q)-super-courant réel dans
Q est un courant de bidimension (p, ¢) dans Log™*(Q) s’exprimant sous la forme

dzy dzZ
T = Ty (L
> 1,10 (Log(2)) i
lgi/1<‘~<i/n7p§n
1<) <<l <n
ot les Ty j sont des distributions réelles dans 2 et
1 .
(226) <TI’,J’ (LOg(Z)), g0> = <T1/7J/(33)7 To\r / @(8m+20) d01 ‘e d9T>
(2m) [0,27]"

On profite ici de cette définition pour rappeler quelques principes relatifs au pull-
back (image réciproque) des formes différentielles et, par dualité, lorsque toutefois cela
s’avere possible, au pushforward (image directe) des courants d’une variété différentielle
(ou analytique complexe) %" dans une autre 2 .

Supposons que 2 et # soient deux variétés différentielles (respectivement analytiques
complexes) de dimensions réelles (respectivement complexes) ng et ng et que 7

% — 4 soit un morphisme de classe C*° (respectivement holomorphe). Si w est une
k-forme différentielle (respectivement une (p, ¢)-forme différentielle) dans un ouvert U
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de 27, on sait toujours définir une k (respectivement (p, q))-forme différentielle 7*[w]

dans I'ouvert 7= (U) en exprimant les coordonnées locales z1, ..., Z,, - (respectivement

21, ..., Zn, ) dans une carte locale de la variété but en fonction des coordonnées locales

Y1 .o, Yng (respectivement wy, ..., wp, ) dans une carte locale de la variété source :
xg =me(y) (resp. zg = m(w)), ,L=1,..,ng.

En coordonnées locales :
k
o[ Y wi@yde] = Y wrm@), s @) A dim, 0),
#I1=k #I=k (=1

respectivement 7" [ Z wr,j(2)dzr A dZJ] =
#T=p,#J=q

Y wra(mw), e my, (W) N dlmg, (W) AN dlng, (w)).

#I=p,#J=q =1 (=1

On appelle cette forme 7*[w] le pullback via © de la forme w.

Pour ce qui est du transport des courants, il s’opere dans l'autre sens cette (un cou-
rant dans 'ouvert 7= 1(U) C % peut étre transporté en un courant dans U C &,
mais a condition toutefois que le morphisme 7 soit topologiquement propre (I'image
réciproque d’un compact de % doit étre un compact de 2Z7). Si T est un courant de
dimension n — k (respectivement de bidimension (n —p,n—¢q)) dans 7=(U) & valeurs
par exemples complexes, on définit un courant 7.[T"] (que l'on appelle image directe
de T wia 7 (ou aussi pushforward de T wvia ) suivant le principe de dualité :

(m[T), @) = (T,ponm) YeeD"FU,C)) (resp. Vp € D" P"9(U,C)).

Ce n’est toutefois pas ce principe que nous avons utilisé ici pour définir la notion de
super-courant puisque nous avons défini un courant dans Log ™ (U) a partir d’une liste
de coeflicients distributions Ty ; dans U. Nous avons cependant exploité la propreté
de lapplication Log, mais sous une forme différente (en « moyennisant » comme dans
(2.26) les fonctions-test dans 7~ 1(U) pour les transformer en fonctions-test dans U).

Ce sont précisément les (p, g)-superformes réelles que 1'on reléve par image réciproque
en des objets sur 'analytification 2 " d’une variété algébrique de dimension n définie
sur un corps équipé d’une valeur absolue ultramétrique. Les (n — p,n — ¢)-super-
courants sur 2" sont alors construits par dualité. Le relevement des (p, q)-super-
formes réelles depuis les ouverts de RY (N € N*) s’opere via des < cartes locales > qui
sont cette fois des applications moment correspondant a des morphismes de tropica-
lisation [CLD, Gub)].

2.3. Nombres de Lelong et théoréme de Siu

2.3.1. Nombre de Lelong d’un (p,p) courant positif fermé en un point de
son support

Soit T un (p,p)-courant positif fermé sur une variété analytique complexe de
dimension n > p et z un point du support de 7. Soit ¢ une fonction psh continue
dans un voisinage U, du point z telle qu’il existe R > 0 de maniere a ce que I’ensemble
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SuppT N {¢ € U,;¢(¢) < R} soit relativement compact dans U, ; On peut définir
dans U, le courant positif T'A (dd“¢)"" " et observer que, du fait que ce courant est
un courant positif, la fonction

r €] — oo, Rj—s / T A (ddp)N
{p<r}

est une fonction croissante de r. Comme cette fonction est aussi positive, donc minorée
par 0, elle admet une limite lorsque r tend vers —oo, limite que l'on note v(T'; z; @).
En composant la fonction psh ¢ avec une fonction affine strictement croissante x
t— at+ 5 (a > 0), on note que

/ T A (dd[xo g " = am? / T A (ddep)""".
{p<r} {p<r}

Si x est une fonction convexe strictement croissante (donc une enveloppe convexe
supérieure de telles fonctions affines strictement croissantes), il vient par passage a la
limite croissante que

n—p

/ T A (dd°[x o))" " = (X’_(T))n_p/ T A (dd°p)" .
{¢<r} {g<r}
Ceci vaut en particulier pour la fonction exponentielle et ’on a
/ T A (ddfe?))N" " = ernp) / T A (dd°p)™ .
{o<r} {o<r}

La fonction psh ¢, : ¢+ log||¢ — z||* n’est certes pas continue en z. Cependant, on
montre en la régularisant que le nombre de Lelong attaché & la fonction ¢ = log ||¢—2||?
est aussi atteint comme (dans une carte locale)

|:<Ta XBn(z,m) (ddCHC - Z||2)/\n7p>:|

v(T;z) =v(T;z;¢,) = lim

n—0+ 772(”_?)
2.27 e ""’
(227) / T A = (dd°]l¢ - 2[*)"
— 1im B,L(Z,T]) (n — p)
n—0+ V012(n—p) (anp(07 77))

Remarque 2.2 (a propos du choix de la fonction psh ¢). On peut conditionner
la définition d’un nombre de Lelong v(T’; z;¢) pour un courant positif fermé T en
un point z de son support au choix d’une fonction psh réelle ¢ dans un voisinage U,
de z dans 2" telle que lensemble SuppT N {¢ € U, ; ¢(¢) < R} soit relativement
compact dans U,. Le nombre de Lelong < ordinaire » correspond au choix particulier
de ¢ = ¢, : ¢+ log]|¢ —2||? (dans une carte locale) ; c’est celui que nous ferons dans
ce cours, la notation étant dans ce cas simplement (T ).

Exemple 2.1 (le cas des courants d’intégration). Si A est un sous-ensemble
analytique fermé de 2 défini localement (au voisinage d’un point zy de 2°) par
une équation {f,, = 0} (ou f., est sans facteurs carrés dans sa factorisation comme
élément de Oy ), le nombre de Lelong v, ([A]) du courant d’intégration (multipli-
cités non prises en compte) sur le sous-ensemble analytique fermé A en zj est égal a
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la multiplicité 1o(f, © pz') en 0 de
ho (fowz W)= Y Pu(h)

t=po(f2,00%))

(on @,, figure une carte locale centrée en zo, i.e. telle que ., (z9) = (0,...,0) € C",
et Py est la partie homogene de degré ¢ dans le développement de Taylor au voisinage
de Torigine. Dans le cas plus général o A est un sous-ensemble analytique fermé
quelconque de 2" de dimension pure n — p défini au voisinage de zy comme le lieu
des zéros communs des germes [ 1, ..., fzo.m, 1€ nombre de Lelong v, ([4]) est égal
au nombre de feuillets du revétement ramifié A — C7, 7P lorsque 2o + z = Aw figure
un changement générique de coordonnées locales au voisinage de zg. Ce résultat est
une conséquence de I'expression du nombre de Lelong comme (2.27) ; ¢’est un résultat
connu comme lemme de Thie. Par exemple, si A = {22 — w® = 0} désigne la courbe
singuliere dite cusp dans C?, le nombre de Lelong du courant [2% —w?® = 0] vaut 1 en
tout point de A différent de (0,0) tandis qu’il vaut 2 en (0, 0).

2.3.2. Théoréme de Siu

Un résultat profond (et difficile) concernant les courants positifs est le théoréme
de stratification de Y. T. Siu ([Siu], voir aussi [Del] pour une premiere approche).

THEOREME 2.1 (théoréme de stratification de Y. T. Siu). Tout courant posi-
tif fermé T de type (p,p) sur une variété analytique compleze 2 de dimension
n se décompose de maniére unique sous la forme de la somme de deux courants
(p,p) positifs fermés St (partie significative ou encore < atomique >) et Np (par-
tie < négligeable > ou encore < diffuse ») qu’il est possible de décrire ainsi :

— le courant St se représente comme la limite

N ——+oco

N
Sr= lim > Me[A],
k=0

ot les nombres A sont des nombres réels positifs et les [Ax] des courants
d’intégration sur des sous-ensembles analytiques fermés irréductibles de Z~
de dimension n — p; de plus, pour chaque compact K de &, seul un nombre
fini de sous-ensembles analytiques fermés Ay (k € N) interceptent K ;

— le courant Ny est < de masse diffuse > au sens swivant : pour tout € > 0,
l’ensemble

{Z € %; Vz(NT) > 6}

est un sous-ensemble analytique fermé de 2 ' de codimension strictement
supérieure a p.

1. C’est 1a le point difficile (et essentiel) du théoréme de Siu : si © est un (p, p)-courant positif
fermé et si € est un nombre strictement positif, le sur-ensemble de niveau

{z€2;v:(0) > ¢}

est un sous-ensemble analytique fermé de 2" de codimension au moins égale a p.
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