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RESUME. Ce cours se veut un cours de premiére initiation & la géométrie com-
plexe; il vise & mettre I’accent sur un certain nombre de concepts inhérents au
cadre complexe (notamment celui de positivité) et que le cadre réel n’offre pas.
On mettra certains de ces concepts en situation dans des questions de géométrie
algébrique effective ou de théorie des nombres ol ils s’averent (souvent d’ailleurs
exploités conjointement a des outils relevant de I'analyse réelle, par exemple de la
théorie du potentiel), conjointement & la boite & outils qu’ils engendrent, souvent
d’une grande utilité.
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COURS 1

Variétés analytiques complexes

1.1. Le cadre réel versus le cadre complexe

L’Ecole Mathématique Africaine de Ziguinchor dans le cadre de laquelle a été
dispensé ce cours étant dédiée tant a la géométrie réelle qu’a la géométrie complexe,
il semble important de souligner pour commencer les articulations entre ces deux
thématiques et pour se faire de pointer tout d’abord ce qui différencie les univers R™
et C™ et ce que le second nous apporte par rapport au premier.

Ces deux univers sont reliés entre eux de bien des manieres; on se contente ici d’en

suggérer deux.
— On peut envisager au dessus de R}

ooy
RY
L1yeeeyd

. le « tube » complexe

n + iRle-»vyn )
ceci correspond a la représentation cartésienne des n-uplets de nombres com-
plexes z = x +iy = Re z+iIm z. La projection x + iy — = de C™ dans R" est
ouverte et continue, mais elle n’est pas topologiquement propre.

— On peut également envisager application surjective (cette fois continue et
topologiquement propre)

(215 .oy 2n) € (C*)" +— (log|z1], ..., log |zn]) € R"

(correspondant & la représentation polaire (21, ...,2,) = et eTntiln)
des n-uplets de nombres complexes non nuls).

La premiére distinction entre R™ et C™ consiste en ce que le corps C, corps de base pour
la géométrie complexe, se trouve étre algébriquement clos (c’est d’ailleurs la cloture
algébrique de R) alors que R ne l'est pas; 14 se trouve une des raisons majeures
qui ont présidé a ’apparition du calcul complexe. Le théoréme des zéros de Hilbert
assure, pour chaque n € N*  une correspondance bijective entre les idéaux radicaux
de l’algebre polynomiale K[X7, ..., X,;], c’est-a-dire les idéaux I tels que

I=V1:={ael;3q, eN*, a% eI}

et les sous-ensembles algébriques de C™, c’est-a-dire les sous-ensembles fermés de C™
définis comme le lieu des zéros communs d’un nombre fini d’équations algébriques
p=0,oupe C[Xy,..,X,]: &un idéal radical I, on associe 'ensemble

VI)={2z€C";p(z) =0 Vzel}

tandis qu’au sous-ensemble algébrique V' de C™, on associe 1'idéal radical Iy, constitué
des polynémes p € C[X7,..., X,,] tels que la fonction polynomiale correspondante p
soit identiquement nulle sur V. Pareille correspondance bijective n’existe pas dans le
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2 1. VARIETES ANALYTIQUES COMPLEXES

cadre réel : les idéaux principaux (et radicaux) de R[ X, X5] engendrés respectivement
par X; et X1(X? + X2 + 1) ont méme ensemble de zéros (I'axe des z3) mais sont
différents.

La seconde distinction est plus subtile : on dispose dans C™ d’une notion commode
de positivité, ce dont on ne dispose pas sous une forme aussi simple dans R". On
dispose dans C* ~ R2" de 2n degrés de liberté, ce que l’on matérialisera, plutot
que de considérer les 2n variables x1,y1,...2n,yn OU 2; = x; +iy; pour j = 1,...,n,
en couplant aux n variables (z1,...,z,) (dites fonctions coordonnées complexes) les
n variables « fantomes > que sont Zi, ..., Z,. Bien sur on ne saurait pourtant parler
d’« d’indépendance > entre z; et Z; car I'une est la conjuguée de l'autre; et pour-
tant tout se comporte au niveau calculatoire comme s’il en était ainsi. Pourquoi
alors ce qualificatif de variables < fantomes > pour désigner les variables antiholo-
morphes z; 7 Tout simplement par ce que si I’on introduit les opérateurs différentiels
< algébriques > (ou encore < holomorphes >)

0 l(i_ii), j=1..,n

872?]' = 5 833j 8yj
(prendre garde au signe car pourtant Z2j =Ty + iyj), on a
0z,

— =0 Vjik=1,..n
8,2] s 9 n

Autrement dit les coordonnées antiholomorphes Zx, k = 1,...,n, sont reconnues et
traitées comme le seraient des constantes z; par les opérateurs différentiels algébriques
6/8zj, j = 1, ey T
Ainsi la forme hermitienne canonique
n
27 = %z

j=1
peut étre assimilée lors de calculs algébriques impliquant des ces opérateurs différentiels
0/0z; (j =1,...,n) & une forme linéaire en z1, ..., 2, & coefficients constants; pareille
forme hermitienne permet pourtant de retrouver la positivité car

VzeCr, |z|2 > 0.

Dans R™ au contraire, la forme quadratique positive canonique

o = a2

demeure une vraie fonction polynomiale du second degré en les n variables réelles
Llyeeey Ty
De méme, la forme différentielle
n .
A [%dzj A dzj} — dzy Adyy A -~ Adan A dyn
j=1
est une forme positive, & savoir la forme volume sur C" ~ R?" une fois que I'on a
convenu d’orienter C™ de maniere & ce que pour toute fonction continue ¢ : C" — C
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a support compact

/ wdry ANdyr A - ANdxy, Adyy, ::/ pdridy; .. . dx, dyy,
C R2n

ol dz dy figure ici la mesure de Lebesgue 2n-dimensionnelle dans R?".

On verra plus loin un autre avatar de cet intéressant concept de positivité dans C™
avec le fait que si f = (f1, ..., fn) est une application holomorphe dans un ouvert 2

de C” et que l'on considére dans ouvert correspondant Q de Rff‘y la fonction

F = (F17...7F2n) = (Refl,lmfl, ,Refn,lmfn)
que

2
> 0.

det O[F1, F, ..., F] } _ ’det {%

011, Y1, -+ Tns Yn) 8zk] 1<j,k<n

1.2. Variétés analytiques complexes, exemples
1.2.1. Notion de variété analytique complexe

Se donner une variété analytique complexe X de dimension n, c’est se donner
dans un premier temps un espace topologique séparé X' (que l'on peut exhauster de la
maniere suivante : X' = U;io K, ou (Kj) en désigne une suite de compacts emboités
les uns dans les autres : Ky C K7 C ---); on dit aussi qu’un tel espace est dénombrable
a linfini.

Il convient ensuite de se donner un atlas A, c’est-a-dire une collection de paires
(U.,¢.), ot les U, sont des ouverts de & dont I'union |J, U, est égale a X et, pour
chaque indice ¢, un homéomorphisme ¢, entre U, et un ouvert ¢,(U,) de C"; les n
applications coordonnées de ¢,, toutes a valeurs complexes, sont dites coordonnées

locales complexes dans l'ouvert de carte U,, la carte elle-méme étant la donnée du
couple (U,,p, : U, — C™).

Il reste le plus important : assurer la compatibilité des cartes entre elles et, ce faisant,
le caractere < analytique complexe > ou encore < holomorphe > de la structure ainsi
réalisée. On exige pour cela que, pour toute paire d’indices (¢o,¢1) telle que 'ouvert
U,NnU, =U,,, soit un ouvert non vide de X', 'application

(pLo,u : C € @LU(ULU,U) — <pL1 © (pijl(C) € <)0L1 (ULO7L1)

(qui se trouve étre une bijection) soit holomorphe et d’inverse holomorphe. Reste a
définir le qualificatif < holomorphe >, ce que nous ferons ici de la maniere a priori la
moins < contraignante > possible : une application holomorphe dans un ouvert 2 de
C™ et a valeurs dans C™ est une application f = (fi, ..., fn) dont les applications co-
ordonnées sont continues dans  (considéré ici comme un ouvert de R?" | les variables
réelles étant, dans cet ordre, x1,y1, T2, Y2, .., Tn, Yn (OU 2¢ = xp+iye pour £ = 1,...,1n
et telles que les distributions-fonctions [f;] correspondantes vérifient de plus, au sens
des distributions, le systeme d’équations de Cauchy-Riemann :

0 .
8724(%]) =0, j=1,..n, £=1,..,n,
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ou l'on note

o 1,0 .0 _ .

P 7<5’733£ —|—18—m) (ze =z +iye).

Cela équivaut en fait a dire que la fonction f est de classe C'*° dans € et vérifie, tant
que A(zg,7(20)) := D(z0,1,71(%0)) X - -+ X Dy n,mn(20)) C Q, la formule de Cauchy
en plusieurs variables dans ce polydisque, soit

(1.1)
V2z € int (A(z0,7(20)) (ol 20 = (20,1, - 20,n))

f(z) = — n/(Sl)nf(ZOI+T1(ZO)<1a-~-f(ZOn+T7L(ZO n) /\

j=1
1 G
= (2im)" /Yzo,r,lx"'x'yzo,r,n f(C) G — 21 A A o — 7

Ici S' désigne le cercle unité réel et I’orientation imposée sur chaque facteur S' est
celle consistant (pour (;) a parcourir le cercle unité réel du plan complexe

{Cj = 20,5 +iTj(Zo) ew, 0 ¢ [0,27’(]}

dans le sens trigonométrique ; le n-cycle défini comme v, r1 X -+ X V2o rn (00 Vg,
désigne le chemin v,,,.; : 0 € [0,1] — 2o, + 7;(20) €™) est appelé frontiére
de Shilov (parfois aussi squelette mais on préferera ici < frontiere de Shilov » car
< squelette > peut signifier beaucoup d’autres choses) du polydisque A(zg,r(z0)); on
note que ce n’est en aucun cas la < frontiere > (orientée en accord avec ’orientation de
Q, donc de C™) du polydisque A(zg,r(29)), puisque cette frontiere doit étre un cycle
de dimension réelle 2n — 1 et non (comme c’est le cas pour la frontiere de Shilov) un
cycle de dimension réelle n.

dg;
20,5 +1(20)C — 2;

En fait, on aurait pu alléger encore les hypotheses et juste supposer que f était une
distribution dans U. L’opérateur

d:TeD(Q |—>Zazjdzj

est en effet un opérateur hypoelliptique, au sens ou le support singulier de 7" est inclus
dans le support singulier de 9T ; auquel cas, des que 9T = 0, le support singulier de T
est vide, ce qui signifie que T est une distribution-fonction C'*°, donc (si ’on enchaine
avec ce qui précede) que T est en fait une distribution-fonction holomorphe dans €.

Une premiere observation (en relation précisément avec le concept de positivité) est
que si f = (f1,..-, fn) = Re f 4+ iIm f est une fonction holomorphe dans un ouvert 2
de C™ et si

0 1,0 of

— =l —iz= C=1,...n (2 =+ iye),

82[ ((r“)fL'g (r“)yg) ( ¢ ¢ yé)

alors on a dans ) (pensé ci comme un ouvert de R?") I'identité (que I'on pourra
vérifier en exercice) que 1’on a déja mentionné & la section 1.1 :

(1.2) /n\ d[Re f;] A d[Im f;] = ‘det [%} ’2 duy Adyy A+ A day, A dy,.
2k

Jj=1
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Ainsi, lorsque I’on décide de choisir I'orientation sur C* = R?" de maniére & ce que
la 2n-forme différentielle dx1 A dyy A -+ A dx, A dy, corresponde a la forme volume
euclidien dans R?", c’est-a-dire

(1.3) / p(z,y)dxy ANdyy A -+ ANdzy, A dyy, = / o(z,y) dedy,
R27 R2n

ou dxdy figure la mesure de Lebesgue 2n-dimensionnelle et ¢ désigne une fonction
continue de C™ dans C & support compact (il y a deux orientations possibles pour
C™, celle que I'on propose ici et celle pour laquelle les deux expressions dans (1.3)
sont opposées), on est assuré que les matrices jacobiennes de toutes les applications
de changement de cartes, considérées comme des bijections C*> et d’inverse C'*™ entre
deux ouverts de Rif‘y, sont de déterminant strictement positif en tout point. Ceci
assure une cohérence au niveau des orientations des cartes. On dit qu’une variété
analytique complexe de dimension n est orientable.

Si X est une variété analytique complexe de dimension n dont la structure est donnée
par un atlas (U,,¢,),, on peut considérer chaque application ¢, comme un homéo-
morphisme entre U, et un ouvert ¢, (U,) de R?" et ne retenir du fait que les morphismes
de changement de cartes ¢,, o %_01 sont biholomorphes que le fait qu’ils s’agisse de
difféomorphismes de classe C* entre deux ouverts de R?". La structure géométrique
(réelle cette fois) obtenue en suivant ce point de vue est ditevariété différentielle
sous-jacente a la variété analytique complexe (X , (Ub,gab)b). Il s’agit d’une variété
différentielle de dimension (cette fois entendue comme réelle) 2n.

1.2.2. Quelques exemples

Nous donnons ici quelques exemples importants de variétés analytiques com-
plexes. Plusieurs de ces exemples sont des exemples de variétés analytiques complexes
compactes.

Exemple 1.1 (I'espace affine C"). L’espace C™ équipé de sa métrique hermi-
tienne usuelle
n n
Zde ®dz; :(&n) €eC— ijfj
j=1 j=1
est une variété différentielle de dimension n ; I'atlas est ici un atlas & une carte (C™,1d).
La variété différentielle sous-jacente est la variété différentielle réelle R2".

Exemple 1.2 ('espace projectif P*(C)). L’espace quotient

_ CA{(0,..,0)}

= o

(deux éléments (zg, ..., 2n) et (wo, ..., w,) sont dans la méme classe dés qu’il existe
t € C* tel que z = tw), équipé de la métrique

(1.4) P"(C) :

- : _ llzAw]
d([zo: ... i zn), [wo i .. wy]) TN
(le produit extérieur de deux éléments de C™*! étant un élément du C-espace vectoriel
de dimension (""QH), C™*t1 A C™ 1, que l'on équipe de la norme hermitienne) hérite
aussi d’une structure de variété analytique (ici compacte) de dimension n. L’atlas est
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ici constitué des n + 1 ouverts U; := {[z0 : ... : 2,]; z; # 0}, I'application ¢; étant
I’application

0; 2o i z2n] €Uj — (2j41/%), s 2025, 20/ 25, s 2j—1/2;) € C™.

On constate que les applications ¢, ,, de changement de cartes ne sont pas seulement
biholomorphes, mais sont aussi des applications monoidales, en particulier ration-
nelles; on dit que P™(C) est une variété algébrique complexe lisse de dimension n. Il y
a de plus une action du tore complexe T¢ = (C*)" sur P*(C) :siz = [z :...: 2,] € U;
et (t1,...,tn) € TE, on fait agir (¢1,...,t,) sur z en posant

(t1s o tn) @ 2 = 07 ((E1(05(2))1, -oor tn (05 (2))n)-

Pour cette action, on constate que 'ouvert de Uy constitué des [1:¢1 : ... : t,] avec
t; € C* est une orbite dense T’ dans P"(C), orbite que d’ailleurs on peut naturellement
identifier & T" par [1 : t1 : ... : t,] ¢ (f1, ..., tn) ; une telle variété algébrique complexe
lisse X de dimension n, contenant une copie T' du tore T¢ comme ouvert dense et
telle que Tg agisse sur X' et que cette action correspond a la multiplication terme-a-
terme sur T, est dite variété torique lisse de dimension n. On peut en fait identifier
Uy & C™ wvia la correspondance [1 : (1 : ... : (] < (Ciy.--,Cn) et considérer ainsi
ensemblistement P (C) comme 1'union disjointe

P(C) =C U{[0: 21 ... ¢ 2] 5 (21,0 2n) € C"\ {(0,...,0)}} ~ C* LUP"(C).

On peut ainsi considérer P*(C) comme I’ hyperplan a 'infini de P"T1(C) en pointant la
régle géométrique suivante : si (2g, ..., 2, ) est un point de C* ™1\ {(0, ..., 0)}, 'adhérence
dans P"*1(C) de 'orbite du point (z, ..., 2z, ) sous I'action de la multiplication par un
élément de C* (action définissant justement P™(C) comme le quotient géométrique
(1.4)) < perce > I'hyperplan & I'infini de P"*1(C) (que précisément on identifie ici &
P™(C)) en un unique point, & savoir justement la classe d’équivalence [zg : ... : zy]
de (29, ..., 2zn) dans le quotient (1.4); c’est sur cette régle que se fonde le principe
de la perspective (ici dans le cadre complexe) que l'on doit aux artistes italiens de
la Renaissance avant que ne le formalisent plus tard en termes d’espace projectif les
mathématiciens tels Girard Desargues. Lorsque n = 1, la variété différentielle sous-
jacente (c’est ici une variété différentiable orientable de dimension 2, ¢’est-a-dire une
surface orientable) est ici la sphére de Riemann S? (sphere unité de I'espace affine R3)
avec deux cartes données respectivement par la projection stéréographique depuis le
pole nord N dans S?\ {N} et la projection stéréographique depuis le pole sud S (dans
S?\ {5}, composée avec la symétrie par rapport a I'axe z'Ox.

Exemple 1.3 (surfaces de Riemann). Ce sont les variétés analytiques complexes
de dimension 1 : par exemple P*(C) (de surface sous-jacente la sphere de Riemann
Sz) ou bien les courbes elliptiques C/A oll A = w1 Z+wsZ avec w; et wo deux nombres
complexes non nuls tels que Im(wy/wy) # 0 (de surface sous-jacente un tore plongé
dans R?), les courbes hyperelliptiques de surfaces sous-jacentes les tores & g trous (g
est appelé alors genre de la courbe), etc. Notons que P?(R) s’identifie & une sphere
décalottée auquel un ruban de Moebius a été collé bord a bord et n’est donc pas
orientable ; cette surface (le plan projectif réel) ne saurait donc porter de structure
de surface de Riemann.
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1.3. Convexité, pluri-sousharmonicité, opérateurs Hessien et dd°

On rappelle qu'une fonction conveze a valeurs réelles dans un ouvert u de R™ est
une fonction de u dans R telle que dés que z et y sont deux points de u avec [z,y] C U
et que A, i sont deux nombres positifs ou nuls de somme 1,

oAz + py) < Ap(z) + pe(y).

Toute fonction convexe dans un ouvert u de R™ est automatiquement continue dans
cet ouvert.

La convezité véhicule une notion de positivité dans R™ : si ¢ est une fonction C*° a
valeurs réelles dans un ouvert v de R™, dire que ¢ est convexe dans u équivaut en effet
a dire qu’en tout point de l'ouvert u, la matrice Hessienne Hess(u) (définie comme
la matrice jacobienne du gradient Vo : u — R™ de ¢) est une matrice symétrique
positive (c’est-a-~dire induisant une forme quadratique positive sur R™ x R™). Nous
montrerons plus loin comment attacher a toute fonction convexe dans un ouvert u de
R™ une mesure positive dans U, dite de Monge-Ampére; lorsque ¢ est C? et convexe,
cette mesure de Monge-Ampere sera la mesure det(Hess[¢](z)) dx; ... dz, (& densité
par rapport a la mesure de Lebesgue dans R™ le hessien, c’est-a-dire le déterminant
de la matrice Hessienne de la fonction convexe ¢).

Sin =1 et que ¢ est une fonction a valeurs réelles dans un ouvert u de R, dire que ¢
est convexe dans u équivaut aussi a dire que ¢ vérifie le propriété de la sous-moyenne
dans u, c’est-a-dire que pour tout segment [z, y] de R inclus dans U, on a

p(z) +o(y)

o((z+y)/2) < 5

En dimension réelle égale cette fois a 2, il faut penser différemment le fait qu’une
fonction a valeurs réelle vérifie la propriété de sous-moyenne en tout point de U. Il
faut cette fois remplacer les segments [z, y]| par des disques fermés D(zg,r) (on choisit
le disque du fait que c’est la seule forme isotrope). Dire alors qu’une fonction ¢ a
valeurs dans R U {—oco} est sous-harmonique dans U C C ~ R? revient & dire que
¢ est semi-continue supérieurement dans U (ce qui signifie que I'image réciproque
© 1 ({] — 00, a[}) est un ouvert de u, ce pour tout a € R, ou encore que ¢~ ([a, +00])
est un fermé de U) et que de plus pour tout disque D(zg,7(z0)) inclus dans une telle
composante connexe,

2
o) < [ ot wdortu) = o [ flan -+ r(aa) ) db.
S 2 0
Dans un ouvert U de C™ une fonction ¢ & valeurs dans RU {—o0} est dite pluri-sous-
harmonique dans U si
— ¢ est semi-continue supérieurement dans U ;
— pour toute droite D de C”, la restriction de ¢ & l'ouvert U N D est une
fonction sous-harmonique dans U N D (considéré comme un ouvert de C apres
paramétrisation affine de D).

Les fonctions a valeurs réelles harmoniques dans U C C (f est continue et vérifie la
propriété de la moyenne en tout point) sont nécessairement de classe C* et telles que
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Af =0, ou
o 0 0? 0?

A=4—0—=——+—.
0z 0z 022 0y
Un opérateur agissant sur les distributions pour les transformer en (1, 1)-courants,
en Poccurrence dd® := (i/(2m)d o 0 (d° pour < d-conjugué ») est intimement lié &
la notion de pluri-sous-harmonicité. Si T est une distribution dans U, dd°[T] est le
courant (forme différentielle a coefficients distributions)

: n S g
dd°T = (i) 8(j_1 S7T d@) = (i) ; afk;;j dzi A dZ;.

J

Sin =1, on a en particulier

i AT dx N dy
dd°T = — x — x (=2idx Ndy) = A[T] ———=.

2w 4 (=2idw A dy) 7l 4
La raison de la présence de i tient au fait que on souhaite (par exemple lorsque T est
la distribution T = [¢] associée & une fonction sous-harmonique localement intégrable,

auquel cas AT est une mesure positive) assurer la positivité de dd°T.

La raison de la normalisation par la constante transcendante 1/(27) est tout autre;
elle est simplement de nature algébrique. Elle est juste la pour assurer que la (n,n)-
forme

(ddlog(J2of + -+ [=af*)"
(qui est bien définie dans P"(C) car les expressions de carte en carte se recollent pour
dd®llog(|zo|* 4 - -+ |2n|?)] alors que [zq : ... : 2z,] — log(]z0]? + - - - +|2n|?) ne définit
pas une fonction globalement sur P (C)) soit telle que

/ (dd°log(lzof* + - + |za[)"" = 1.
P'n((C)

Ceci s’interprete comme le fait que le degré de la variété algébrique compacte P™*(C)
soit égal a 1.

Remarque 1.1 (le noyau de Bochner-Martinelli). La 2n-forme volume convena-
blement normalisée

Wpn(C) = (aldc log(1 4 |21/20* +--- + |zn/zo|2))/\

dans P"(C) induit une forme trés importante dans C**1\ {(0,...0)} si 'on reprend le
point de vue de la perspective introduit dans ’exemple 1.2, ot P*(C) apparait comme
I’hyperplan & l'infini de P*+1(C), point de vue selon lequel 'adhérence dans P"+1(C)
de Porbite de (29,21, ..., 2,) € C**1\ {(0,...,0)} sous Paction du groupe multiplicatif
C* < perce » I'hyperplan a I'infini P"(C) justement au point [zg : ... : z,]. On observe
que

(ddelog(1 + |21/ 20> + -+ + |2n/20[%) " N
(1.5) n! 20

1
* (227’(’)" BMn+1(ZO7 ) zn) ANdzg N+ A dzn,
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ou

> (=1)F 2 [dz],
1. BM, oy ) 1=l
(1.6) +1(20, -+ 2n) (202 + - + |zn|2)" T

avec, pour tout k =0, ..., n,

n
[dz]k = /\ dzy.
£=0
C#k
La (n,n + 1)-forme différentielle BM,, ;1 est appellée noyau de Bochner-Martinelli en
(n+1) variables. On la retrouve dans les représentations intégrales ainsi : si f est une

fonction holomorphe au voisinage de l’origine dans C"**', on peut grace & la formule
de Cauchy affirmer que si 7q, ..., , sont n+ 1 nombres strictement positifs assez petits

o A Gk
(1.7) f(O,.-.,O) = W /1“(7,2) f(407,<n) k/\ CT»

=0

ot I'(n?) est la frontiere de Shilov du polydisque de centre I'origine et de multi-rayon
(ng, ...,n%). En moyennisant les formules (1.7) lorsque (nZ, ...,n2) parcourt le simplexe

Yo (€%) = {(ury ey un);m; >0 Vji=0,..,n, Zuj =€}
j=0

lorsque € > 0 est assez petit, on obtient la représentation
(1.8)

n (_1)71(n+1)/2

f(0,...,0) = ————

(2im)nt1 /ICIZ—e F(Coy 5 Cn) BMuyy1(Coy s Gn) A dCo A -+ - A .

En effet, une forme volume sur ¥,,(¢2) est donnée par

n

> (=1)*ux dulk]
k=0

= Wnpl\U
u0+...+un n()

puisque
wr(u) A (dlug + -+ -+ upl) = dug A+ A duy,.

La mesure de Lebesgue normalisée sur ¥, (e?) correspond a la n-forme w,, (u)n!/e?".
On a donc

! d d¢, (11012, ..y 1]
f(O):/ ( ’”RH/ ﬁ/\m/\i)/\w (|70l = |77|).
(170125l [2) €S (e2) (2T Sz n2) €

En effectuant les calculs, on trouve bien la formule de représentation intégrale (1.8).

On montrera que le fait qu’une fonction ¢ localement intégrable dans U C C™ et a
valeurs dans R U {—o0} soit pluri-sous-harmonique dans U équivaut a ce que dd°[y]
soit un (1, 1)-courant positif, ce qui traduira une fois encore la richesse du concept de
positivité dans C™.
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Pour revenir & R™, signalons qu’il est équivalent de dire qu'une fonction ¢ (néces-
sairement continue dans u car u est ouvert) d’un ouvert v de R™ et a valeurs dans R
est convexe et que son prolongement
x4 iy € u®iR" — p(x)

est pluri-sous-harmonique dans le tube u + i{R™. Les notions de convezxité dans le
cadre réel de R”™ et de pluri-sous-harmonicité dans le cadre complexe de C™ sont ainsi
liées. Dans le cadre réel, on traduira la convexité d’une fonction ¢ a valeurs réelles
dans un ouvert u C R”™ par le fait que I'on sache associer a ¢ une certaine mesure
positive, dite de Monge-Ampére réelle. Dans le cadre complexe, on traduira la pluri-
sous-harmonicité d’une fonction réelle localement intégrable dans un ouvert U de C™
par le fait que 'on sache lui associer (par le biais de l'action de l'opérateur dd¢) un
(1,1) courant positif fermé (cette notion étant & définir).

1.4. Exercices

Exercice 1.1 (convexité versus plurisous-harmonicité).

(1) Montrer que si U est un ouvert de R? et f : U — R est une fonction continue,
il est équivalent de dire que f est convexe dans U ou que la fonction définie
par f : (z+ &y + in) — f(z,y) est plurisous-harmonique dans le tube

U=U®&iR*de C?, (z=2+i& w=y+in) au dessus de U.

(2) Soit f : U — R une fonction de classe C?. Montrer qu’il est aussi équivalent
de dire que f est convexe dans U et que la fonction f : U — R vérifie
que, pour toute 1-forme Y constante dans (Ciw, pour toute fonction continue

¢ : U — [0, +00[ de classe C*°,
i [ FG®) AT Add(g ) 20
U

Exercice 1.2 (pluri-sousharmonicité).

(1) Soit Q un ouvert de C et f : Q —]0, +oo[ une fonction de classe C2. Montrer
que log f est sous-harmonique dans 2 si et seulement si pour tout (\, u) € R?
la fonction z = z + iy € U +— f(2)e’* ¥ est sous-harmonique dans Q.

(2) En exploitant le principe de la régularisation par convolution montrer que
lassertion établie & la premiére question subsiste lorsque f : Q — [0, +o0[ (la
valeur 0 est cette fois tolérée pour f) est seulement supposée semi-continue
supérieurement dans U.

(3) Montrer que si Fy, ..., Fiy sont M fonctions holomorphes dans un ouvert U de
C", la fonction log |F|?, ot
louvert U.

M . :
F|? := 37" |Fj|? est pluri-sous-harmonique dans




COURS 2

L’algebre linéaire < en famille > sur une variété
complexe

2.1. Fibrés complexes localement triviaux

Soit (X, .A) une variété analytique complexe de dimension (complexe) n avec son
atlas A consistant en une famille de cartes locales (U,, ¢,), comme au Cours 1 (sous-
section 1.2.1). Si m est un entier strictement positif, X x C™ hérite d’une structure
de variété analytique complexe de dimension n + m.

On peut représenter ensemblistement cet ensemble produit X x C™ comme

xxCm=J{pxCcm = J B. (B.={z}xC™).
zeX zeX
Se donner une fonction f : X — C™ revient a se donner, au dessus de chaque point
z € X, un point e = (z,¢) de la < fibre » {z} x C™.

Pour pouvoir faire de 'algebre linéaire < en famille > sur une variété analytique com-
plexe, nous allons introduire la notion de fibré complexe localement trivial de rang m
au dessus de X'. Cela signifie basiquement que nous allons nous affranchir du fait que la
fibre E, se trouvait dans le cas précédent étre la fibre tres particuliere E, = {z} x C™
(tout en préservant cependant ce modele localement quitte & < redresser > la situation
par un C* difféormorphime pour précisément s’y ramener).

Ultérieurement dans le cours, la < base > X (support d’indexation des fibres) pourra
étre un espace analytique complexe (c’est-d-dire une variété analytique complexe ou
’on tolere la présence de singularités, comme le cusp 2> —w? = 0 paramétré par z = t2,
w = t3), voire méme un objet hors du champ de la géométrie complexe, par exemple
un espace analytique au sens de Berkovich sur un corps valué K, la valeur absolue
définie comme 'exponentielle de I'opposée de valuation étant non archimédienne (par
exemple | |, dans Q,). Les fibres E, pourront étre alors des K-espaces vectoriels, avec
des choix de K autres que celui fait ici de C (par exemple K = Q,, avec sa valeur ab-
solue ultramétrique p-adique | |, ou la cléture intégrale de ce corps, le corps des séries
de Puiseux en une variable a coefficients complexes ou dans un corps de nombres,
etc.). Mais par contre toute la structure de variété analytique définie sur K ou d’es-
pace analytique défini sur K devra étre entiérement repensée dés le départ (définition
ensembliste, notion d’atlas, de carte locale, etc. Il faudra dans ce cas remplacer les
notions de fonction C*° ou de fonction holomorphe avec lesquelles on travaille ici avec
celle de fonction réguliere (au sens section du faisceau structurant® de I'espace de base
X au dessus duquel on prétend travailler).

1. Voir la section 3.2 plus loin.

11
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Pour < mesurer > les objets, il sera aussi important par la suite d’équiper chaque
fibre E, d’une métrique (ici hermitienne car les fibres sont des C-espaces vectoriels),
la métrique sur E, dépendant de maniere cohérente (C'™ ou continue) du point de
base z.

DEFINITION 2.1 (fibré complexe localement trivial de rang m au dessus d’une
variété analytique complexe X de dimension n). Du point de vue ensembliste, se
donner un fibré complexe localement trivial de rang m au dessus d’une variété analy-
tique complexe de dimension n revient a se donner, pour chaque z € X', un C-espace
vectoriel E, de dimension m de maniere a ce que :

— d’une part, I’ensemble

E:=|J{z} xE.)
zeX
porte une structure de variété différentielle réelle de dimension réelle 2(n+m),
la projection 7 : (z,€) — 2z étant naturellement continue ;
— d’autre part, pour tout z € X, il existe un voisinage ouvert U, de z ainsi
quun difféomorphisme C° de trivialisation 0, : 71 (U,) C E +— U, x C™
de maniere a ce que

Vee m UL), mao(w)(€) = projx (0. (e))

N

ol
projy (2 v) =2 V' e ¥, YveC™”
et, pour chaque 2’ € Uz, (0.)|./}xg,, réalise un C-isomorphisme entre la fibre
{z'} x B, et {2/} x C™.
On dit alors que E 5 X est un fibré complexe localement trivial de rang m au dessus
de la variété analytique complexe X.

Etant donné un tel fibré E — X de rang m au dessus de X, on appelle section C'*
de E dans un ouvert U de X toute application s de classe C*° de U dans E (E étant
équipé ici de sa structure différentielle réelle de dimension réelle 2(n + m)) telle que,
pour tout z € U, s(z) € E,. On note C>®°(U, E) le C-espace vectoriel des sections
C* de FE dans louvert U et D(U, E) le C-sous-espace de C*° (U, E) dont les éléments
sont les sections de E qui sont C*° et a support compact dans 'ouvert U. On peut
introduire plus généralement le C-espace vectoriel C*(U, E) des sections de U dans
E qui sont de classe C* (k=0,1,...).

Si 0, désigne le morphisme de trivialisation de F au dessus d’un voisinage U, d’un
point z (voir la définition 2.1), les applications

ZeU, =071 e) (G=1,...,m)

(ou {ey,...,en} désigne la base canonique de C") forment ce que l'on appelle un
repére! pour le fibré E au dessus de U,. Dans ce repere, toute section s de classe O
du fibré E dans un ouvert U contenant U, s’exprime dans U, sous la forme

ZSUZJ ) ®e;(z Z N®e;(z),

Jj=1 Jj=1

1. Le terme anglo-saxon est frame.
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ou les fonctions 2’ +— sy, j(2') (7 = 1,...,m) sont des fonctions C* de U, (considéré
comme ouvert de la variété analytique complexe X) a valeurs dans le corps C.

Si le fibré est supposé équipé d’une métrique hermitienne, on peut exprimer la forme
sesquilinéaire polarisant cette métrique hermitienne sous la forme

m m
S 3 ) ) @ e,

j=1k=1
ou (ef,...,e;) désigne le repere dual de (eq, ..., en,) et ol la matrice [hj k]i1<jr<m est
une matrice hermitienne [m,m] définie positive dont les entrées varient de maniére
C* (si la métrique est < lisse ») ou simplement continue en fonction de 2z’ € U, ;
il est également possible d’orthonormaliser le repeére (ey,...,e,) par le procédé de
Gram-Schmidt et de disposer ainsi d’un repére orthonormé dans U,.

2.1.1. Fibrés localement triviaux holomorphes

Comme (X,.A) est une variété analytique complexe de dimension n et que Ion
dispose donc d’une structure complexe que nous n’avons pas encore exploité, on peut
également introduire, dans la classe des C-fibrés localement triviaux de rang m au
dessus de X une sous-classe d’« étres rigides > qui nous sera bien utile, celle des fibrés
holomorphes de rang m. Cette fois, nous allons exploiter la structure complexe de X,
ce que nous n’avions pas encore fait jusque la.

DEFINITION 2.2 (fibré holomorphe de rang m au dessus d’une variété analytique
complexe). Du point de vue ensembliste, se donner un fibré holomorphe de rang m au
dessus d’une variété analytique compleze (X, A) de dimension n revient a se donner,
pour chaque z € X, un C-espace vectoriel E, de dimension m de maniére a ce que :

— d’une part, I’ensemble

E:=|J{z} xE.)

zeX

porte une structure de variété analytique complexe de dimension n + r, la
projection 7 : (z,£) + z étant cette fois une application holomorphe*;

— d’autre part, pour tout z € X, il existe un voisinage ouvert U, de z ainsi qu'un
morphisme biholomorphe? de trivialisation 0, : 7~ Y(U,) C E +— U, x C™
de manieére a ce que

Ve e n ' (Us), ma-1.)(e) = projx(0:(e))

projy(2',v) =2 V' eU,, VveC™

1. Ceci signifie qu’en composant 7 avec l'inverse d’une carte locale ®, pour E a droite, puis
avec une carte locale ¢,/ (pour £ cette fois) & gauche, on obtient une collection d’applications
holomorphes.

2. Méme remarque que précédemment : ceci signifie holomorphe aprés composition a gauche et a
droite avec les cartes locales ou leurs inverses. Il faut aussi noter que si on se limite au contexte de la
géométrie algébrique, les seules applications biholomorphes qui entrent en jeu ici sont les applications
rationnelles considérées hors de leur lieu polaire, d’inverse une fraction rationnelle considérée hors
de son lieu polaire.
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et, pour chaque 2’ € U, (0.)|{zyx 5., réalise un C-isomorphisme entre la fibre
{z'} x B, et {Z/} x C™.
On dit alors que Ec = X est un fibré holomorphe de rang m au dessus de la variété
analytique complere X.

Si E =5 X est un fibré holomorphe de rang m au dessus de X, il existe, pour chaque
z € X un voisinage U, de z dans lequel on dispose d’un repere

{Z = e(2), ... s = en(z)}

constitué de sections holomorphes du fibré holomorphe E dans 'ouvert U,. Si E est
de plus équipé d’une métrique hermitienne C* ou continue, il est bien sir possible
d’orthonormaliser (pour cette métrique) un tel repere holomorphe (e, ..., €,,) dans
U, mais le prix a payer est que ’on perd bien str la propriété d’holomorphie pour le
repere ainsi modifié de maniere a étre rendu orthonormé (sauf si 'application définie
par 2’ — [h; (2)]1<jk<m correspondant & la métrique (fonction de 2’) exprimée dans
le repere orthonormé (e, ..., e,,) se trouve rester constante lorsque 2’ € U,.

2.1.2. Construction de fibrés complexes localement triviaux de rang m a
partir de cocycles

Se donner un fibré complexe localement trivial de rang m au dessus d’une variété
analytique complexe (X, A) de dimension n revient & se donner un recouvrement *
X =J,U, de X et, pour chaque paire d’indices (0, ¢1), une application de classe C*

Gior - (7LO N (~fL1 — GL(m, C)
de maniere & ce que soit vérifiée la condition de cocycle? :
(2'1) Vg, i1, 2, [gb(hLl o gblA,LZ](x) = YGio,t2 (SIJ) Vo e ﬁbo N [7“ N ﬁw'

Une fois en effet que 'on dispose de ce cocycle a valeurs dans GL(m, C), on construit
le fibré £ — X au dessus de X qui lui correspond en considérant dans un premier
temps 'union disjointe

| |(@. xcm)

L
puis en quotientant ensuite cette union disjointe par la relation d’équivalence qui
consiste & identifier les couples (z,v) et (2, g,,,., (*).v) pour toute paire d’indices (¢o, ¢1)
et tout point z de U,, N U,,.

Lorsque le fibré E 5 X est un fibré holomorphe au dessus de la variété analytique
complexe X' de dimension n, la donnée de F est équivalente a celle d’un cocycle

(ﬁL)Lv (gLOle)LO#/l

1. Ce recouvrement n’a rien & voir a priori avec le recouvrement par les ouverts de carte donné
par Patlas A ; ce dernier est en relation avec la variété X’ tandis que le recouvrement (l~JL)L est attaché
au fibré; d’ou la différence de notations (ﬁL au lieu de U,).

2. On observera (en prenant o = ¢t1 = t2) que g,,, = Idcm pour tout ¢, puis en prenant (o = t2
et v1 libre que g,4,.; = gflho.



2.1. FIBRES COMPLEXES LOCALEMENT TRIVIAUX 15

ol les applications g,, ., ne sont plus seulement C'* mais cette fois, pour chaque paire

d’indices (tg,¢1), holomorphes® de (ZO N (Zl dans Pouvert de C™* correspondant au
groupe linéaire GL(C, m) des matrices inversibles de taille [m, m].

Exemple 2.1 (le fibré tautologique sur P"(C)). Nous présenterons dans la sec-
tion suivante les exemples classiques des fibrés tangent et cotangent au dessus d’une
variété analytique complexe, puis des fibrés tangents holomorphe et anti-holomorphe,
cotangent holomorphe et anti-holomorphe. Donnons pour I'instant ici ’exemple d’un
fibré holomorphe de rang 1 (on dit aussi un < fibré en droites ») au dessus de
P"(C), celui du fibré tautologique. On rappelle que la variété analytique complexe
P™(C) est une variété analytique complexe de dimension n définie comme le quo-
tient géométrique de l'ouvert affine C"*!\ {(0,...0)} par le groupe C*, la relation
d’équivalence traduisant la co-linéarité des vecteurs (voir l’exemple 1.2). Au point
z=1z0:...: 2] de coordonnées homogenes (zo, ..., z,), on attache la C-droite vec-
torielle E, = C- (20, ..., 2n) = {(Az0, ..., Azp); A € C}. On équipe Uzeﬂm(@){z} x E,
d’une structure de fibré. Ce fibré s’obtient en se basant sur la construction abstraite
précédente & partir du recouvrement par les ouverts U; = {[z0 : ... : 2,]; 2; # 0} : on

prend pour dfinir le cocycle les fonctions holomorphes (ici rationnelles) :
Girga 1200 ...tz €Uj NU;, — 25, /25, € C* = GL(1,C).

Ce fibré est aussi noté O(—1) car c’est le dual du fibré dont les sections holomorphes
sont les polynomes homogenes de degré 1.

2.1.3. Opérations algébriques sur les C-fibrés localement triviaux

Si E =5 X est un fibré complexe localement trivial de rang m au dessus de X
on peut associer & E d’apres la sous-section 2.1.2 un cocycle a valeurs dans GL(m, C)
subordonné a un recouvrement (ﬁL)L suffisamment fin de X. On note ce cocycle
(9 o = g¥ en sous-entendant ici le recouvrement de X’ & partir duquel ce cocycle
est construit.

Soient maintenant deux fibrés E; —» X et EFy —2 X localement triviaux de rangs
respectifs m; et mo au dessus de X. On peut construire a partir des deux recouvre-
ments (U), (j = 1,2) adaptés aux cocycles g&* et gF2 un recouvrement plus fin
de maniere & ce que les deux cocycles g¥ (j = 1,2) soient tous deux adaptés & ce
nouveau recouvrement.

La construction abstraite d’un fibré localement trivial de rang m a partir d’un recou-
vrement de X et d’un cocycle adapté & valeurs dans GL(m, C) va nous permettre de
conduire un certain nombre de constructions algébriques relevant de 1’algebre linéaire.

1. La somme Fy ®&¢ Es de deux C-fibrés localement triviauz.

On suppose que E; et Fs sont deux C-fibrés localement triviaux de rangs respectifs
my et my. On combine les deux cocycles g¥t et g¥2 attachés au méme recouvrement

1. Si 'on pense au cadre de la géométrie algébrique, il faut remplacer < holomorphe > par
< rationnelle considérée hors du lieu polaire >. Ceci vaut dans toutes les constructions ci-dessous,
lorsque les objets maniés seront des objets relevant d’un point de vue < rigide >, par exemple comme
ici les fibrés holomorphes sur une variété analytique complexe.
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(U,), en le cocycle (G,g .11 )ig.01, O, pour toute paire d’indices (o, ¢1) :

B,
A 9ol (2) 0
s 2 €000, F L0

G € GL(C,mq + mo).

A partir de ce cocycle (& valeurs cette fois dans GL(my +my, C)), on construit comme
dans la sous-section 2.1.2 le fibré C-fibré E; @¢ E2 (localement trivial et de rang
mi + mg).

2. Le produit tensoriel F1 ®c Fo de deux C-fibrés localement triviauz.

On suppose encore que F; et Fs sont deux C-fibrés localement triviaux de rang
respectifs m; et mo. On combine les deux cocycles g©' et g2 attachés au méme

recouvrement (U,), en le cocycle (G, ., ).0..., OU, pour toute paire d’indices (io,¢1) :

Gy 12€U0,NU, —

e @ ex = (0071, (2) ) ® (652, (2) )] azy<y € Home(C™ @ C72,C™ @ C™)
1§k§m2

Il s’agit ici d’un cocycle & valeurs dans GL(my x mq, C) auquel on associe grace a la

construction abstraite de la sous-section 2.1.2 un C-fibré localement trivial de rang

mq X me dit produit tensoriel E1 Qc Fo.

3. Puissances extérieures N\ E (1 < p < m) d’un C-fibré localement trivial de rang
m.

Soit E un C-fibré localement trivial de rang m au dessus de X et 1 < p < m. On
associe au cocycle g attaché a E le cocycle (Gog.1y )iy

Gy, 12€U,NU, —

2 2 o 2

S A N 300 N\ 9E L (=) e, ] € Home( AT ).
{JC{1,....om}; #J=p} =1 J (=1

Le C-fibré localement trivial associé a ce cocycle suivant la construction de la sous-

section 2.1.2 est un fibré localement trivial de rang (7;) noté A\” E et appelé puissance

extérieure de E a l'ordre p. Lorsque p = m, c’est un fibré de rang 1 appelé fibré

déterminant de E et noté det E.

4. Dual d’un C-fibré localement trivial de rang m.

Soit F -+ X un C-fibré localement trivial de rang m et g¥ un cocycle & valeurs dans
GL(m,C) adapté & E et au recouvrement (U, ),. On appelle fibré dual de E le C-fibré
de méme rang m que E construit comme & la section 2.1.2 & partir du cocycle (g¥)*
ou N N

g, P 2€U,NU, — t[gLO’Ll(z)]_l € GL(m,C).
5. Fibré HOHl(c(E(c,l, E(QQ).
11 existe un isomorphisme entre C"™2®(C™1)* et le C-espace vectoriel Hom¢ (C™1, C™2)
car tout C-homomorphisme de C™* dans C™2 est représenté par sa matrice a my co-
lonnes et my lignes dans les bases canoniques respectives de C™* et C™2 respective-
ment a la source et au but. Si F et Es sont deux C-fibrés localement triviaux de rangs
respectifs my et mgy, on note Home (Eq, E2) le C-fibré localement trivial Es ®¢ Ef ;
c’est un C-fibré localement trivial de rang my X mo.
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Toutes les opérations ci-dessus peuvent étre considérées entre fibrés holomorphes au-
dessus d’une variété analytique complexe. Si E; et E5 sont deux tels fibrés holo-
morphes, les cocycles associés le sont, ainsi que les cocycles permettant de construire
E1 ®¢ Es2, By ®c B2, \” E1, Ef, Homc(E1, Es). Tous les fibrés construits ainsi seront
donc eux aussi holomorphes des que Ey et Es le sont.

2.1.4. L’opérateur dp = D/, sur un fibré holomorphe

Soit X une variété analytique complexe de dimension n et E 5 X un fibré
holomorphe de rang m au dessus de X. Au voisinage de chaque point z de X, on
dispose d’un repere holomorphe (eq,...,e,). Sis : U C X — E est une section C*°
du fibré E au dessus d'un ouvert U, on peut exprimer s dans un voisinage U, d'un
point arbitraire de U dans un repere holomorphe local (e, 1, ..., €, ,) dans U, par

s(2') = Z s.;(Z)®e,;(2) VZeU,NU,
=1

ou les fonctions C'*° coordonnées s, j, 7 = 1,...,m, sont a valeurs complexes. On
observe que, du fait que les e, ; soient holomorphes, on peut définir une (0, 1)-forme
C® a valeurs dans F globalement dans U en posant, dans 'ouvert U, :

0s(2') = Zész,j(z’) ®e,;(z) VZeU,NU.
=1

Le fait que les e; soient holomorphes fait que le repere est traité comme le serait un
repeére constant par les opérateurs 0/0%;, j = 1,...,n, désignant les n coordonnées
locales. Des lors, la définition globale dans U de Os est licite. On peut tout aussi bien
supposer que les s;, j = 1,...,m, sont des distributions ou méme des courants. Il existe
donc naturellement un opérateur 0 attaché simplement au fibré holomorphe F 5 X.
Ceci vaut aussi si s est une distribution & valeurs dans F, voir un courant a valeurs
dans F (il s’agit donc ici de vecteurs de distributions ou de vecteurs de courants, tous
du méme bidegré).

On définit ainsi un opérateur D', = O associé au fibré holomorphe E et transfor-
mant les (p, g)-formes (ou les (p, ¢) courants par dualité avec D?4(U, E)) en (p,q+ 1)
courants a valeurs dans E; on note cet opérateur DY, (ou parfois 0p). Si E n'est
plus holomorphe, tout cela s’écroule car il faut exploiter une connexion pour étre a
méme de définir un opérateur CP4(U, E) — CP9T1(U, E) (du C-espace vectoriel des
(p, q)-formes C*° dans X a valeurs dans E dans le C-espace des (p,q + 1) formes
C* & valeurs dans E). Dés que E est un fibré holomorphe, pareil opérateur D% ne
dépend que du fibré F (pas d’une métrique éventuelle dont E serait équipé comme
fibré holomorphe au dessus de la variété analytique complexe C™). Le scindage entre
les < vraies > coordonnées locales zy, ...z, et leurs < fantomes > zy,...,2, est alors,
ici encore, éloquent et fort utile.

2.2. Le fibré tangent et son scindage

Soit X une variété analytique complexe de dimension n et z un point de X.

On peut introduire ’'anneau local des germes en z des fonctions C*° au voisinage
de z dans X et a valeurs dans C. On rappelle qu'un germe ¢ en z de fonction C*
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au voisinage de z dans X et a valeurs dans C est la classe d’équivalence d’un couple
(U, ) (U voisinage ouvert de z dans X et ¢ : U — C de classe C°°) pour la relation

(Uh(Pl) ~ (UQ,QDQ) e Ul C U2 et (@2)|U1 — ¢1~

On note cet anneau Ex .. Ce n’est pas un anneau noethérien (voir exercice 2.1) et
de ce fait il ne saurait hériter des propriétés de finitude (il existe par exemple des
idéaux de cet anneau qui ne sont pas de type fini) indispensables pour travailler dans
le cadre de I'algebre. C’est un anneau local, 'idéal maximal .Z, étant engendré par les
fonctions 1, y1, ..., Tn, Yn figurant les coordonnées locales réelles centrées en z (c’est-
a-dire s’annulant en z). Une C-dérivation de cet anneau (qui est aussi un C-espace
vectoriel) est une application C-linéaire ® de Ex , se pliant a la régle de Leibniz, ce
qui signifie :

D(fg) = f(2) @(g) +9(2) @(f) Y f,9Ex..

Le C-espace des dérivation 7% (X) est de dimension 2n et une base en est donnée par

les 2n dérivations
(3). Gr). =1
— ), (=), =1,..,n.
Bx]- z 8yj z J

La base duale (base du C-espace vectoriel T, (X')*) est notée (d.1,d Y1, ..., Az T, d2yn)
(on peut linterpréter comme la liste des différentielles en z des applications coor-
données locales réelles x1,y1, ..., Tn, Yn)-

Au contraire de cet anneau local £x ., I'anneau local Oy , des germes de fonctions
holomorphes au voisinage de z dans X (méme concept que précédemment mais avec
cette fois des paires (U, f) ou U est un voisinage de z dans U et f est holomorphe dans
U, ce qui a un sens puisque X porte une structure de variété analytique complexe)
est, lui, un anneau ncetherien ! ; il est donc candidat naturellement & fournir un cadre
pour l'algebre. Le C-espace des dérivations de cet anneau Oy . est un sous-espace

vectoriel T4 (X) du C-espace des dérivations de 'anneau Ex , : c’est le sous-espace
de dimension n engendré par les dérivations, dites holomorphes, au point z :

(aazj)z, j=1,..,n.

Le C-espace dual a pour base (d,x1 +id,y1, ..., d,xy, + id,y,). On constate que l'on a
le scindage
T.(%) = T30 () e T4 (),
et I'on pose
0) T 9
TOD(x) =T =P (o) -
O (x) 0 =@Pc(y),
j=1
Le C-espace vectoriel T, (X) et 70 (X) s’incarnent aussi géométriquement, de maniere
cette fois <« visuelle > et non plus < fonctionnelle ». Il est important de disposer des
deux points de vue.

Pour incarner T, (X), on introduit ’ensemble des chemins paramétrés

v it€el—ee— () eX

1. Tout idéal est de type fini, ou encore toute suite croissante d’idéaux est stationnaire.
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de classe C* tels que v(t) € X et que v(0) = z, c’est-a-dire les courbes paramétrées
(par un parametre réel t) tracées sur X' au voisinage de z et dont le support passe
par z (dire que 7 est C* équivaut a dire que ¢, oy l'est lorsque 'on compose avec la
carte @, adaptée). On introduit ensuite le R-espace vectoriel (de dimension 2n) des
classes de tangence des germes de ces courbes paramétrés au point z ; une telle classe
de tangence est matérialisée comme la classe de do[ps © 7](1) € R™ : deux germes
(I1,7) et (Iz,72) sont identifiés pour cette équivalence si do(¢q © Y1) = do(Pa © Y2)-
Le C-espace vectoriel T, (X) s’incarne comme le complexifié de ce R-espace vectoriel ;
c’est un R-espace vectoriel de dimension 4n, un C-espace vectoriel de dimension 2n.

. . R . 1,0 . .
On raisonne de méme similaire pour incarner TZ( )(X ), sauf que 'on introduit cette
fois I’ensemble des < disques > !

I' :we D0,e) > X (e >0)

holomorphes (ceci signifiant que ¢, o I" est holomorphe dans D(0, 1) pour une carte
o adaptée) tels que I'(0) = z. Le C-espace Tz(l’o)(.)() s’incarne comme le C-espace
des classes de tangence do(p, o T')(1) des germes de disques T en z.

On peut équiper T(X) = U, c T(X) et TEO(X) = U, cr T (X)) respective-
ment d’une structure de C-fibré localement trivial de rang 2n et de fibré holomorphe
localement trivial de rang n. Les morphismes de trivialisation s’expriment facilement :

— dans le premier cas, on se place au dessus d’un ouvert de carte U, : si z € U,
et que & est la classe de tangence d'un germe de courbe v :] — €, e[— X tel
que ¥(0) = z, on définit

Ou. (2,€) = (2.do[pa 07](1)) € U x R*" = Uy x C" ;

— dans le second cas, on procéde de méme : si z € U, et que = est la classe de
tangence d'un germe de disque I' : D(0,¢) — X tel que y(0) = z, on définit
encore

d(paoT)
0 = —_—
Ua (Za é-) (Za dz

On a le scindage de C-fibrés localement triviaux :

T(X) = TE)(X) @ TOV (X).

(0)) € U, x C".

Les sections de T'(X) dans un ouvert U s’expriment en coordonnées locales dans un
voisinage U, d’un point arbitraire z € U comme

" 0 “ 0
;fj(z)aiwj +Z77j(z) a@

oU &1, Y1, ..., Tn, Yn sont des coordonnées réelles locales dans U, et les fonctions coor-
données

517 A §n7 "717 b ) 77”
sont des fonctions C'*° dans U,.

1. On appelle ainsi les <« nappes » paramétrées holomorphiquement par un parametre w
complexe.
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Les sections de 709 (X)) dans un ouvert U s’expriment en coordonnées locales dans
un voisinage U, d’un point arbitraire z € U comme

2 ZTj(ZI) 9
j=1

ou z; = x; + iy; sont des coordonnées complexes locales dans U, et les fonctions
coordonnées Ty, ..., 7, sont des fonctions C* dans U, a valeurs complexes. Le fibré
T(X) est dit fibré tangent (complexe), le fibré holomorphe T (X) est dit fibré
tangent holomorphe a X tandis que son conjugué T(Ovl)(é’c’) est appelé fibré tangent
antiholomorphe (c’est un fibré cette fois antiholomorphe).

Les sections dans un ouvert U C X du fibré cotangent complexe [T(X)]* sont dites
1-formes différentielles (C°°) dans U ; on note ce C-espace de sections A(X;U,C);
une telle 1-forme différentielle s’exprime au voisinage d’un point arbitraire z de U
sous la forme

2 = ij ) dx; + 277] )dy; = Zgj )dz; + Zn] )dZ;

Ol T1,Y1, .y Tn,Yn sont des coordonnees reelles locales au voisinage de z, ou les
&5,m;,&;,M; sont des fonctions C'*° a valeurs complexes au voisinage de z.

Si E — X est un C-fibré de rang m au dessus de X, on introduit respectivement les
fibrés

k
A*(XE) = (/\T*(X)) 9cE, k=0,..2n
et

p q
A B) = ( AITOOT @ ATOVT) e B, 0<p.g<n.

Les sections du fibré A¥(X, E) au dessus d'un ouvert U de X sont les k-formes
différentielles C* dans U et a valeurs dans le fibré E. Les sections du fibré AP4(X | E)
sont dites (p, q)-formes différentielles C*° dans U et & valeurs dans le fibré E. On
note les C-espaces vectoriels que constituent ces espaces de sections respectivement
A*(X;U, E) ou AP4(X; U, E). Lorsque E est le fibré trivial X x C (ou ne figure pas, ce
qui revient au méme), on parle simplement de k-forme différentielle (& valeurs com-
plexes) dans U ou de (p,q) forme différentielle (toujours a valeurs complexes) dans
U ; les C-espaces vectoriels seront alors notés A*(X; U, C) et AP4(X; U, C). Une (p, q)-
forme a valeurs dans F s’exprime au voisinage d’un point z dans lequel on dispose d’'un
repere (eq, ..., e, ) pour E (que 'on peut supposer holomorphe si FE est holomorphe)
et de coordonnées locales complexes z1, ..., 2, sous la forme

w=)y > wig(E) (dz Adzy) @ e(),

k=1 1<ij<--<ip<n
1<j1<<gg<n

ot les fonctions coordonnées w¥ ; sont C°° et ot I'on a noté en abrégé :
;

p q
dzy = /\ dZil, dzy = /\ d,?jg,.

{=1 =1
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On observe que, pour k =0, ...,2n, on a le scindage en somme directe de fibrés

A E)= @ A(XE) (0<k<2n),
0<p,q<n
pta=Fk
d’ou ’on déduit, pour chaque ouvert U de X, la décomposition des C-espaces vectoriels
de sections :

MU E) = @ API(XUE) (0<k<2n).

0<p,q<n
pta=k

2.3. Les courants dans un ouvert U de X

La dualité fonctions-tests/distributions se révelera pour nous un formidable outil
(ne serait ce que par ce que nous avons seulement envisagé les formes différentielles
comme étant C'*, alors qu’elles ne pourraient fort bien n’étre que continues).

Si E est un fibré complexe sur X, U un ouvert de X et 0 < k < 2n, on note
D2"=F(X; U, E*) le C-espace vectoriel des (2n — k)-formes différentielles dans U, &
valeurs dans E* et a support compact K CC U. On introduit de méme les C-espaces
vectoriels D" P~ 4(X; U, E*) pour 0 < p, ¢ < n des (n—p, n—q)-formes différentielles
dans U, & valeurs dans E* et a support compact K CcC U.

DEFINITION 2.3 (courants de degré k ou de bidegré (p,q)). Soit X une variété
analytique complexe de dimension n, E — X un C-fibré localement trivial de rang m
et U un ouvert de X'. Le C-espace vectoriel '"DF(X;U, E) (0 < k < 2n) des courants
de degré k (ou de dimension 2n — k), dans U et a valeurs dans E est le dual du
C-espace vectoriel D?"~*(X;U, E*). De méme le C-espace vectoriel "DP4(X;U, E)
(0 < p,q < n) des courants de bidegré (p,q) (ou de bidimension (n —p,n —q)) dans
U, d valeurs dans E, est le dual du C-espace vectoriel D" P~ 4(X; U, E*).

Pour matérialiser la dualité, on peut ne traiter que le cas (p, ¢). On peut exprimer un
(p, q)-courant T (dans U et & valeurs dans F) au voisinage d’un point z de U dans
lequel on dispose d’'un repere (eq, ..., e,) pour F et de coordonnées complexes locales
21, .., Zn, sOUs la forme

T=Y > Tf;(dundi)@e

k=1 1<ij<--<ip<n
1<j1<<jq<n

ol les T}i s sont des distributions dans ce voisinage U, de z. Une forme test appartenant
a D" P X;U,, E*), a support compact dans U, (par partition de 1'unité, on peut
toujours se ramener & ne traiter que ce cas) s’exprime dans U, sous la forme

m
Y = E E QOIIC/’J/ (dZ]/ A dgj/) X ez,
k=1 1§z"1<---<i;7p§n
1§j{<~-<j;_q§n
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ou les @’},7 5 sont dans D(X; U, C), espace des fonctions-test C* et & support compact
dans U,. Le crochet de dualité se lit dans U, comme

(To)=(=20)" > > eI,) (T} 65 se),
k=1 1,J
#1=p,#J=q

ot I¢ = {1,..,n}\ I, J°={1,...,n}\ J et

dzr Adzy Adzpe Ndzge = (=20)"e(1,J) |\ duj Ady;  (e(I,]) = +1).

j=1

2.4. Les complexes de de Rham et de Dolbeault

Etant donné une variété analytique complexe X de dimension n et un ouvert U
de X, on dispose des complexes de de Rham (tant au niveau des formes différentielles
que des courants).

Dans le contexte des formes différentielles, ce complexe est le suivant :
0 — AO(X;U,C) := C>(U,C) -5 AN(x;U,C) - ...

(2.2) 4o iy
o AT U, C) — AU, C) — 0,

ou l'image d’une application est chaque fois incluse dans le noyau de la suivante
puisque l'on a a tous les crans d o d = 0. Les groupes abéliens

€ A*(X;U,C); dw =0} Zk+o(x;U,C)

HES(X;U,C) = {w o) s _ 92

Dk ( ) d(A*1(X;U,C)) B+ (X: U, C)

k=0,...,2n

(on oublie ici la structure de C-espace vectoriel pour ne retenir que la structure
de groupe abélien et on utilise la lettre calligraphique 2 pour < cycle > ou forme
fermée, la lettre calligraphique % pour < bord » ou forme exacte) sont les groupes
de cohomologie de 'ouvert U (ici & valeurs dans C); ils « quantifient > le défaut
d’exactitude du complexe de de Rham (2.2). On a toujours H%;“(X; U,C) =C",
ol ny est le nombre de composantes connexes de 'ouvert U.

La liste des groupes de cohomologie H]’ggm(x; U,C) (k=0,...,2n, U ouvert de X) est
un attribut de la variété différentielle réelle sous-jacente de dimension 2n (orientable)
Asous—jacente T grientabilité de cette variété analytique sous-jacente impose d’ailleurs
HYRT™(X;U,C) = C.

Dans le contexte des courants, le complexe est analogue :

(2.3) 0 — 'D°(X;U,C) 1= D/(X;U,C) -5 "D (X;U,C) -5 ...
‘ < =5 DP X U,C) -5 DXL U, C) — 0,

et les groupes de cohomologie correspondants Hggoo(z\’ ; U, C) sont isomorphes aux
précédents. Les groupes de cohomologie H]IS’I%OO(X ;U,C) sont aussi les groupes de
cohomologie de Cech H*(U,C) du faisceau (dans U) de groupes C (il s’agit ici d’un
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faisceau dit < constant >, voir la section 3.2 ci-dessous pour la notion de faisceau) :
c’est le théoreme de de Rham, assurant les égalités

HEZ®(X;U,C) = H{U,C) YU ouvert de X, Vk =0,...,2n.

Lorsque X est compacte, les groupes de cohomologie de de Rham HS’RiOO(X X, C)
sont les groupes additifs sous-jacents a des C-espaces vectoriels de dimension finie. La
suite des dimensions ranchg’ffoo (X;X,C), k =0,...,n, est alors la suite des nombres
de Betti de la varété différentielle compacte X

Ces complexes de de Rham sont toujours localement exacts d’apres le lemme de
Poincaré assurant qu’ils le sont pour un ouvert étoilé de C* = R2".

Si E'— X est un fibré holomorphe, on peut lui attacher (on I'a vu & la section 2.1.4)
un opérateur dg = DY, et par conséquent introduire de maniére analogue, pour tout
p=0,...,n, les deux complexes de Dolbeault :

0 — APO(X;U, B) 25 AP (XU, ) 25 .

(2.4) ’ )
L 2E Arn=l UL E) 25 A (XL UL E) — 0,

et

o O DURUE) =DXUE) D UE)

o @) /,Dp,n—l(X; U,E) @) ”Dp’”(./'\f'; UE)—0,
On introduit comme précédemment les groupes de cohomologie de Dolbeault
HP9%:(X: U E), 0<p,q<n,
et 'on a encore
HPOT2 (XU, E) = HPT 2 (X;U,E) Y0<p,q<n.

Le théoréme d’isomorphisme de Dolbeault stipule de plus que ces deux groupes de
cohomologie sont tels que

(26)  HP"+®(X;U, B) = HP~(X;U, B) = HY(U, %" © E) ¥0<p,q<n,

ou P désigne la restriction & U du faisceau des (p, 0)-formes différentielles & coeffi-
cients holomorphes (on dit aussi le faisceau des (p,0)-formes abéliennes).

Si E = X x C, les complexes de Dolbeault sont aussi localement exacts. En effet,
lorsque X est une variété de Stein (voir la définition un peu plus loin dans la sec-
tion 3.2, disons juste pour l'instant qu’il s’agit d’une variété analytique complexe
sur laquelle on puisse disposer d’un vivier < suffisamment riche » de fonctions holo-
morphes '), les groupes de cohomologie de Cech H 9(X,0x) du faisceau structurant
Ox (méme en fait de tout faisceau F de Oy-modules, pourvu qu’il soit cohérent) sont
nuls deés que ¢ > 1 (c’est le théoréme B d’Henri Cartan).

1. C’est le cas de C", d’un ouvert pseudo-convexe tel un polydisque de C™, mais par exemple
pas d’une variété analytique complexe compacte comme P™(C).
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2.5. La notion de connexion; connexion, forme et classe de Chern

Si E — X est un C-fibré localement trivial et de rang m, il faut s’octroyer une
possibilité de « différentier > les sections de E pour pouvoir réaliser les complexes de
de Rham ou de Dolbeault A*(X; U, E) ou D*(X;U, E) A**(X;U, E) ou’D**(X;U, E)
(U ouvert de X). Conformément a la régle de Leibniz, nous introduirons pour cela
une application C-linéaire D

D :A°(X;X,E) — AY(X; X, E).

Cette regle conditionnera ensuite une < promenade » dans la gamme des C-espaces
vectoriels A*(X; U, E) ou "D¥(X;U, E) (U étant un ouvert de X, k variant de 0 & 2n)
suivant les reégles suivantes (en cascade).

— Tout d’abord, si f est une fonction C*° de U dans C ou T une distribution sur
U a valeurs dans C (cette fonction ou cette distribution peuvent étre localisées
par partition de I'unité dans un ouvert u au dessus duquel existe un repére pour
E et dans lequel on dispose de coordonnées locales réelles 1, y1, ..., Tn, Yn), il
convient, si 'on souhaite respecter la régle de Leibniz, de définir I’action de
D = Dy au cran 0 en respectant la regle

D[f ®e] =df ® e+ f Dlel, DT ®e] =dT ® e+ T Dle]

pour toute section e de E au dessus de 'ouvert U.
— Si l’action de

D =Dy : A*"Y (XU E) ou" DY (X;U,E) — A*(X;U,E) ou 'DF(X; U, E)
(pour k € N*) a été définie, on définit 'action de
D =D : A*(X;U,E) ou'D*(X;U,E) — AT (X;U, E) ou ' D" (X;U, E)
en posant :
Dyw A wg—1] = dw Awg—1 —w A Di_1[wg—1]
pour tout élément wy_1 de A*~1(X; U, E) (respectivement de 'DF—1(X; U, E),
pour tout élément w de A'(X;U, C) (respectivement de "D (X; U, C)).
On a donc au final les regles calculatoires suivantes :
Vwe AYX ;U,C), VseA*(X ;U E)
DlwAs]=DyiglwAs] =dwAs+ (—1) wA Dys] = dw A s+ (=1)*w A D[s]
et
(2.8)
VT e'DYX ;U,C), Vse'DFX U E)
DT As) = Dyip[TAs|=dT As+ (—1)"T A Dyls] =dT A s+ (—1)*T A D[s].
pour tout choix des entiers k, £ tels que k + ¢ < n.

Si lon se fixe un repere (eq, ..., €,,) au dessus d’un ouvert u et que l'on introduit la
matrice A de la connexion dans ce repere, soit la matrice de 1-formes a;j dans u
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telles que
(2.9) Dle] =D ajx®ej, k=1,..,m,
j=1

on note donc que, toujours dans v :

m m m
D[Zwk ®ek} = Z (dwk +Zak,j /\wj) R ep

k=1 k=1 j=1
si wy, ..., wy, sont des formes différentielles ou des courants dans u, a valeurs complexes,
tous de méme degré.
Du fait que d o d = 0, on observe que l’action de D? sur une k-forme différentielle w
ou un courant 7' de degré k (dans un ouvert U), tous deux & valeurs dans E s’exprime
sous la forme

D?w]=0Aw, D)T)=OAT

ol © est une section globale (dans X’) du fibré (/\2 T*(X)) @ Homc(E, E). Cette

matrice © s’exprime dans un repeére (ey,...,e,) au dessus de ouvert u comme la
matrice
(2.10) O=dA+ANA

ol la matrice A = [a; k]1<jk<m est définie par (2.9). On appelle

© € (\T*(x)) ® Home(E, E)

le tenseur de courbure de la connexion D ; I'expression matricielle (2.10) du tenseur
de courbure au dessus d’un repere donné est dite matrice de courbure de la connexion
D lorsque le fibré est rapporté a ce repere.

Toute connexion D se scinde sous la forme de la somme de deux connexions D19 et
D1 oti, pour tout couple (p,q) d’entiers entre 0 et n,

DO AP X, U E) — APYHY( X UL E)

DY AP XU E) — APITY(X, U, E)
Lorsque E est un fibré hermitien, on dit que D est compatible avec la structure com-
pleze si et seulement si DO = §p.
On se donne maintenant une métrique hermitienne | | sur un fibré complexe (locale-
ment trivial) de rang m au dessus de X'. Le produit scalaire

2€X — (),
induit, pour chaque k, ¢ entre 0 et 2n tels que k + ¢ < 2n, pour chaque ouvert U de
X, une application sesquilinéaire :
() AMX U E) x AY(X; U, E) — AFT(X; U, C).

On pose pour cela, dans un ouvert v au dessus duquel on dispose d’un repére pour £
et dans lequel vivent aussi des coordonnées réelles x1, Y1, ..., Tn, Yn :

(2.11) (Ywi@e;, Y av@en) =3 > (e ex)w; ADr.
1 k=1 =1 k=1
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DEFINITION 2.4 (compatibilité d’une connexion sur un C-fibré avec le choix d’une
métrique). Une connexion D sur un C-fibré hermitien £ — X (le produit scalaire
associé a la métrique sur la fibre E, étant noté (-,-)) est dite compatible avec la
métrique hilbertienne | | si et seulement si la connexion préserve le produit scalaire,
c¢’est-a-dire

(2.12) d[{w1,w2)] = (Dlwi],wa) + (=1)%8“* (w1, Dlwa)).

Ceci signifie que la matrice A de Iaction de la connexion sur un repére orthonormé
arbitraire (pour la métrique en jeu) au dessus d’un ouvert u, telle qu’elle est définie
dans (2.9) vérifie A* = —A (A* désignant la transconjuguée de A).

En décomposant les entrées de la matrice A de la connexion en (1,0) et (0, 1)-formes,
on réalise la décomposition D = D19 4 DO 8i D(1.0) est imposée (ce qui est le
cas lorsque le fibré E est holomorphe et que D1 est < figée > comme la connexion
OF, imposer de plus la compatibilité de la connexion avec une métrique hermitienne
fixée a priori sur le fibré acheve de fixer completement la connection D09 du fait
des relations A* = —A pour la matrice de connexion dans les reperes orthonormé.
Cela nous conduit a la définition majeure suivante :

DEFINITION 2.5 (connexion de Chern). Soit E un fibré holomorphe localement
trivial et de rang m au dessus d’une variété analytique complexe X ; si le fibré est
équipé d’une métrique hermitienne !, il existe une unique connexion sur F qui soit
a la fois compatible avec la structure de fibré holomorphe (D1 = Jg) et avec la
métrique (conditions (2.12)). Cette connexion est dite connexion de Chern du fibré
holomorphe hermitien (E,| |). Le tenseur de courbure de la connexion de Chern de
(E,| |) est dans ce cas particulier une section globale du fibré

([0 A [TOD]*) @c Home (E, E)
c’est-a-dire un élément
© € AV (X; X, Home(E, E))
lorsque la métrique est lisse ou bien un élément
© € "DV (X; X, Home (E, E))

lorsque la métrique est éventuellement singuliere.

On sait en algebre linéaire que le polynome caractéristique d’une matrice carrée a
entrées dans un corps commutatif K encode I’application linéaire que cette matrice
représente lorsque le K-espace vectoriel dans lequel on travaille est rapporté a sa base
canonique. Il est donc naturel de former (m = rang(E)) lorsque la métrique | | est
Cc*>:

det (%@ + XIdE> =X™+ ;ck(E, | ) Xk,

Pour chaque k = 1,...,m, la forme ¢, (E, | |) est une (k, k)-forme différentielle dans X
On a ¢x(E,||) =0 dés que k > n.

1. En principe C'°°, mais on peut la supposer seulement continue, voire singuliére, en considérant
laction de 'opérateur de de Rham au membre de gauche de (2.12) au sens des courants.
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DEFINITION 2.6 (formes de Chern d’un fibré holomorphe hermitien avec métrique
lisse). Soit F — X un fibré holomorphe de rang m au dessus d’une variété analytique
complexe X de dimension n. Si le fibré F est équipé d’une métrique lisse, la liste des
formes ¢ (E,| |), k = 1,...,min(m,n) (¢ étant une forme de bidegré (k,k)) est la
liste des formes de Chern! du fibré hermitien (F, | |). Dans le cas oit m = 1 et ot la
métrique est éventuellement singuliere, le (1, 1) courant

(2.13) ci(L,| |) = —dd®log |e|*

(ol e désigne un repere holomorphe arbitraire, la définition étant indépendante du
repere) est le courant de Chern ¢1(L, | |) du fibré en droite équipé de cette métrique;
ce courant est appelé forme de Chern ¢;(L, | |) lorsque la métrique est C*°.

En fait, la forme de Chern C(FE, | |) est d-fermée, donc 0 et O fermée. La classe de
cohomologie de de Rham de la forme de Chern C(E, | |) (dans le cas ol la métrique est
lisse) ne dépend pas de la métrique. On admettra ici ces résultats (voir la proposition
1.3 de [YNiam]). La classe de cohomologie C(E) ainsi définie ne dépend donc que
du fibré holomorphe et non de la métrique dont on 1’équipe. On 'appelle classe de
Chern du fibré holomorphe E.

2.6. Exercices

Exercice 2.1 (anneau des germes de fonctions C* n’est pas ncethérien). On
considere & lorigine de C; I'anneau Ecyn o des germes de fonctions €' a valeurs

complexes en les 2n variables z1,y1, ..., Tn, Yn-
(1) Quel est 'unique idéal maximal 90T de I?

(2) En supposant que l'idéal I = (5, IMF soit engendré par un nombre fini
d’éléments fi, ..., far et en exprimant f; grace a la formule de Taylor avec
reste intégral, montrez que f; s’exprime sous la forme

M
fi=whfr +Zujfj avecu; € I Vi=1,...,n.
j=2

(3) Déduisez-en que I'hypothese faite & la deuxiéme question est absurde et que,
par conséquent, ’anneau &c;y,o n’est pas un anneau ncethérien (c’est-a-dire
un anneau dans lequel tout idéal est de type fini).

Exercice 2.2 (fibrés et cocycles). Explicitez un cocycle (U,, (gug.11 )io.eq ) COLTES-
pondant au fibré tautologique sur P*(C), c’est-a-dire le fibré complexe de rang 1 dont
la fibre E, au point [zg : ... : z,] est le C-espace vectoriel de dimension 1

E.=C-(20,...,2n) CC"L

min(m,n)

1. La forme différentielle 1 + >, ~ ck(E,| |) (somme de formes différentielles de divers
du

bi-degrés) est appelée forme de Chern C(E,| | fibré holomorphe hermitien (E, | |).






COURS 3

Formule de Lelong-Poincaré, faisceaux et courants
positifs

3.1. Une formule <« décortiquée > : la formule de Lelong-Poincaré
3.1.1. L’énoncé de la formule ; une premiére lecture

Soit X une variété analytique complexe de dimension n et L — X un fibré ho-
lomorphe de rang 1 (localement trivial!) au dessus de X. On équipe ce fibré d’une
métrique hermitienne | |, (éventuellement singuliere) et on note ¢; (L, | |) la premiere
forme de Chern du fibré en droites hermitien (L,| |) ainsi réalisé (telle qu'elle a été
introduite a la section 2.5 par (2.13)).

Soit s une section méromorphe du fibré L dans un ouvert U de X', ce qui signifie, dans
un voisinage u, d’un point de U au dessus duquel on dispose d’un repere holomorphe
z' +— e(2’), que 'on peut exprimer

s(2) = f2(2') @ e(2)

ou f, est une fonction méromorphe dans u,. On reviendra en détails sur cette notion
de méromorphie dans la sous-section 3.1.2. On montrera aussi & la section 3.2 (exemple
3.1, voir aussi 'exercice 3.2) que la fonction
2z —log|s(2)]?

est alors une fonction localement intégrable dans U car —log|f|? est une fonction
localement intégrable dans un ouvert 2 de C™ des que f est méromorphe dans cet
ouvert §2; les singularités de telles fonctions z +— —log | f(z)|? ne sont en effet pas des
singularités <« méchantes > ; ce sont des singularités intégrables (penser par exemple
a —log|z|? au voisinage de l'origine dans C). On peut donc calculer au sens des
courants dd®(—log|s(z)|?) dans U, ce qui nous donne un (1,1) courant dans U, &
valeurs complexes.

On explicitera plus loin (exemple 3.1) ce que 'on entendra par courant d’intégration
prenant en compte les < multiplicités > des zéros et les < ordres > des pdles de s, a
savoir le courant noté pour des raisons de géométrie algébrique que I'on expliquera

[div(s)].

On peut alors énoncer la formule de Lelong-Poincaré.
THEOREME 3.1 (formule de Lelong-Poincaré). Soit s une section du fibré ho-
lomorphe hermitien de rang un (L,| |) au dessus d’un ouwvert U de C (la métrique
1. On dit aussi un fibré en droites.

29
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pouvant étre éventuellement singuliére) ; on a, au sens des courants dans U, la formule
(3.1) ddc[ —log |s(z)|z] + [div(s)] = e1 (L, ] |)-

Cette formule relie trois objets relevant de trois champs a priori éloignés entre eux
des mathématiques (méme quatre en fait, avec, on le verra, I’arithmétique) :
— la fonction localement intégrable

z €U+ —log|s(2)|?

releve de 'analyse; il s’agit, on le verra, d'une fonction de Green en relation
de fait avec la théorie du potentiel pluri-complexe ;
— le (1,1)- courant
[div(s)] € "D (X, U, C)
releve, lui, de la géométrie algébrique; on pourra d’ailleurs l'identifier & un
diviseur de Weil (ou encore cycle de dimension n — 1)

Z JT (ua €7Z, %, hypersurface algébrique irréductible de U )

(la somme étant localement finie) vu sous angle de la géométrie algébrique;
— la (1,1)-forme (ou le (1,1)-courant lorsque la métrique est éventuellement
singuliere) ¢;(L, | |) releve enfin de la géométrie hermitienne.

Cette formule rejaillit aussi dans un contexte arithmétique, ce que nous expliquons
ici brievement et qui fonde la géométrie d’Arakelov (voir pour une introduction en
dimension n = 1 la présentation de S. Lang dans [Lang]). Il résulte en effet du
théoreme fondamental de 'arithmétique ! que, si a/3 € Q**, on a

(3:2) (TI 1a/8l) x la/Ble =1

p premier

(< formule du produit® ) on | |o := | | désigne la valeur absolue usuelle (ar-
chimédienne) sur Q et | |, la valeur absolue (ultramétrique cette fois) p-adique :
on cherche l'exposant v, (p) du nombre premier p dans la factorisation de «, puis
lexposant vg(p) de ce méme nombre premier p dans la factorisation de 5 et l'on
définit

@ Bl = p~e P fpe .
La formule (3.2) est alors immédiate.

Une autre formule majeure de I’analyse complexe en une variable, la formule de Jensen
(voir le chapitre 4 de [YanC]), jette un pont entre larithmétique et la formule de
Lelong-Poincaré (3.1). On rappelle cette formule ici : si

d d
P(X)=aoX"+ Y ax X% =ao [[(X - &) € C[X], (d€N*, ag€C),
k=1 j=1

1. Tout nombre entier naturel s’exprime de maniére unique comme un produit de puissances de
nombres premiers.

2. On dispose de formules similaires si « et § sont deux éléments de ’anneau Ok des entiers d'un
corps de nombres K.
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on a
1 2m ) d

(33) xp (5= [ 1olP(]d) = ao] [ max(t, 6.
T Jo e

Lorsqu’en particulier P € Z[X], on a |ag| > 1 et par conséquent

2

ce nombre h(P) positif dans ce cas s’appelle la mesure de Mahler du polynome
P € Z[X]; de par la formule de Jensen, cette mesure de Mahler h(P) donne une
borne supérieure pour les modules des racines complexes &; du polynéme P, qui sont
dans ce cas des nombres algébriques; on controle ainsi avec la mesure de Mahler
h(P) la complexité arithmétique de 'hypersurface {P = 0} (définie sur Q, corps des
coefficients du polynéme), tout au moins en termes de valeur absolue archimédienne

1 27 .
h(P) = 7/ log |[P(e) d6 > 0 ;
0

‘ |oo = | |

De plus, cette mesure de Mahler P — h(P) est un bon outil pour encoder la contribu-
tion de cette valeur absolue archimédienne ! & la hauteur logarithmique de I’hypersur-
face { P = 0}, c’est-a-dire une mesure logarithmique de la complexité arithmétique de
cette hypersurface : on observe en effet, du fait que h(P) > 0 pour tout P € Z[X], que
h(P1) < h(P3) dés que P divise P, (il est naturel alors de penser que la complexité
artithmétique de P; soit plus petite que celle de Ps).

Comme de plus, on souhaite que la h(aP) = h(P) pour une notion h de mesure
de hauteur qui correspondrait a un mesure de complexité arithmétique et que 1’on
souhaite naturellement que ﬁ(aP) = B(P) pour tout o € Q*, la seule maniere de
réaliser les objectifs est vraiment de combiner la mesure de Mahler (encodant la
complexité aux places archmédiennes) avec une contribution encodant la complexité
cette fois aux places ultramétriques. En prenant les logarithmes dans la formule (3.2),
on voit que I'on réalisera bien alors 'objectif h(P) = h(aP) pour o € Q*. On ne
saurait donc éviter d’introduire & la mesure de hauteur une contribution analytique
telle la mesure de Mahler h(P). On retrouve bien siir dans I’expression de cette mesure
de Mahler la fonction — log |P|? présente comme contribution analytique au membre
de gauche de la formule de Lelong-Poincaré (3.1). C’est ainsi que cette formule (3.1)
s’avere aussi importante dans le cadre cette fois de 1’ arithmétique.

3.1.2. Le concept de <« méromorphie > revisité

Si U est un ouvert de C ou un ouvert d’une surface de Riemann X' (c’est-a-dire une
variété analytique complexe de dimension n = 1), on appelle fonction méromorphe
dans U toute fonction continue f : U — P!(C) telle que la restriction de f & I'ouvert

{zeU; f(z) =[0:1] = oo}

soit une fonction holomorphe. Le point ici est que les fonctions méromorphes dans
Pouvert sont des le départ définies comme des fonctions partout dans U (ce sont des
fonctions & valeurs dans P(C)).

1. Dans le cas plus général des corps de nombres, on parle des places archimédiennes.
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Un théoréme difficile du & Weierstra$} (voir par exemple [YanC], chapitre 3) assure que
si U est un ouvert connexe de C, toute fonction méromorphe dans U s’exprime comme
le quotient de deux fonctions holomorphes dans U, autrement dit I’espace M(U) des
fonctions méromorphes dans U est exactement le corps des fractions de I’anneau
intégre J#(U) des fonctions holomorphes dans U. Ceci n’est plus vrai (en général)
en dimension n > 1 pour un ouvert U quelconque . Du point de vue algébrique, le
corps des fractions de anneau integre 2 (U) (lorsque U est un ouvert connexe de
C™) est certes Pensemble M(U) des fonctions s’exprimant au voisinage de tout point
z de U comme le quotient de deux fonctions holomorphes; mais cette définition pose
quelques problemes du point de vue de l'analyse car les fonctions méromorphes ne
sont pas définies partout. On préfere lui substituer la définition suivante :

DEFINITION 3.1 (fonction méromorphe dans un ouvert U d’une variété analytique
complexe de dimension n > 1, un point de vue < courantiel »). Soit U un ouvert
d’une variété analytique complexe X de dimension n > 1. Une fonction méromorphe
dans U est par définition une distribution 7' € 'D°(X;U,C) (ou 'D°(X;U, E) si on
souhaite la fonction méromorphe a valeurs dans un C-fibré F — X) telle qu’il existe
un sous-ensemble analytique fermé A de U avec :

— la restriction Tjgn 4 est une distribution-fonction holomorphe dans l'ouvert

U\ A (& valeurs dans C ou dans E si I’on souhaite que la fonction méromorphe
soit & valeurs dans un C-fibré E);
— la distribution T est extension standard depuis 'ouvert U \ A, autrement dit,
si A={hy=---=hy, =0} ={h, =0} au voisinage u, d’un point z de U,
on a, au sens des distributions dans u,
2
T\uz = lim {X(‘hZ| ) T\uz}
e—04 €
lorsque x : R — [0,1] désigne une fonction < cut-off » de classe C*°, crois-
sante, identiquement nulle sur | — oo, 1/2], identiquement égale & 1 sur [1, +o0].

Remarque 3.1. La seconde clause est bien sur indispensable ; sinon une distri-
bution mesure portée par le sous-ensemble A serait une fonction méromorphe dans
U! 1l n’y a pas de probleme avec pareil exemple si 'on impose cette seconde clause
car la distribution T alors obtenue est la distribution nulle dans U, que I’on peut bien
considérer comme une fonction méromorphe dans U.

Cette approche < distributionnelle > ou < courantielle 2 > & la notion de méromorphie
cadre bien avec la notion classique. Vérifions le ici dans les deux sens.

Si f s’écrit au voisinage de tout point de U comme le quotient de deux fonctions
holomorphes (et que f est & valeurs dans C, cas auquel on se raméne en prenant des
reperes lorsque f est supposée a valeurs dans F), on introduit le sous-ensemble fermé

1. C’est aussi faux dans P'(C) par exemple ou sur la courbe elliptique C/A (plus généralement
sur un surface de Riemann compacte, lorsque U est toute la variété analytique complexe X)) : il
existe en effet des fonctions méromorphes globales non constantes (les fractions rationnelles dans le
premier cas, la fonction elliptique de Weierstrafl dans le second cas, etc.) sur ces surfaces de Riemann
compactes tandis que les seules fonctions holomorphes sur ces surfaces compactes sont, d’apres le
théoreme de Liouville, les fonctions constantes.

2. Nous serons amenés a ’envisager sous cet angle plus général plus loin.
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A C U comme l'union des lieux polaires {g, 2 = 0} obtenus en recouvrant U par des
ouverts u, et que l'on suppose f = ¢.1/¢.,2 dans u,. On construit une distribution
T prolongeant f comme distribution dans u, en posant :

(3.4) (T¢) = lim 9=1(0) )
=04 Jig. o> 92,2(C)

pour tout élément de D?"(X;u,,C). Il se trouve que cette limite existe et définit une
distribution (ici un plutét un (0, 0)-courant, ce qui revient au méme), dite Valeur
Principale g,1 - VP [1/g,.2]. Ceci n’est nullement évident. On peut pour le voir soit
utiliser le théoreme de résolution des singularités d’Hironaka® ou, si 'on souhaite
< cacher » le recours & ce théoréme trés profond (ce qui peut s’avérer utile), montrer
que prouver que la limite (3.4) existe et définit une distribution dans u, équivaut &
prouver que la fonction d’un parametre complexe

1922 2 _ A
Ae{Red>> 1} — ?ng(Ow(C)—(T ;)

se prolonge, toujours pour ¢ € 'D?"(X;u,,C), & C tout entier en une fonction
méromorphe du parameétre complexe A, de poles tous dans —Q*1*, et de valeur en 0 la
limite (3.4) que I’on souhaite atteindre 2. La distribution T ainsi construite (aprés par-
titionnement de I'unité subordonné au recouvrement de U par les u,) est évidemment
d’extension standard depuis Pouvert U \ A.

Inversement, si 'on se donne une telle distribution 7" et que A se trouve inclus au
voisinage u, du point z dans Phypersurface {g, 2 = 0}, la distribution 5Tm est de
support dans u, N {g2, = 0}; comme cette distribution a un ordre fini sur tout
compact u, inclus dans u,, on peut, quitte a restreindre u, tout en conservant un
voisinage ouvert u, de z cette fois relativement compact dans u,, supposer qu’il existe
un entier N, tel que
925 - 0Tja, = 0923 - Tja.] = 0

comme distribution dans @. Ceci implique (car 'opérateur 0 est, on I’a vu au chapitre
1, section 1.2.1, hypoelliptique) que gi\g - T est une distribution-fonction holomorphe
92,1 dans 1 ; autrement dit 7" s’exprime dans %, comme le quotient de deux fonctions
holomorphes g, 1/ gi\,[ 5 au voisinage du point z. On retrouve donc bien ici le fait que T
s’exprime localement comme le quotient de deux fonctions holomorphes au voisinage
de tout point de U.

Notre approche < courantielle > est donc bien équivalente a l’approche algébrique
classique. Elle propose cependant un autre éclairage (plus analytique) sur la notion de
fonction méromorphe qui nous sera tres utile ultérieurement. Le support singulier de
la distribution T' (considérée comme fonction méromorphe) est appelé lieu polaire de

1. Il existe une variété analytique complexe ) de dimension n et une application analytique
propre m : ) — X qui réalise un biholomorphisme entre {{ € U.; g.,2({) # 0} et sa pré-image
par 7 et tel que g, 2 o m s’exprime en coordonnées locales complexes au voisinage de chacun de ses
zéros comme un mondme ({g,,2 o = 0} est dite hypersurface & croisements normauz) ; pour plus
de détails, voir la section 1.4 de [YNiam).

2. Cette approche via le prolongement analytique suivant un parameétre complexe s’averera de
fait plus performante en méme temps que plus < algébrique >. En fait, on passe d’une approche a
l'autre par le biais de la transformation de Mellin.
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la fonction méromorphe ; c’est un sous-ensemble analytique fermé de U de dimension
n — 1 (une hypersurface analytique) ou bien Iensemble vide (auquel cas T est une
distribution-fonction holomorphe dans U).

3.2. Faisceaux d’anneaux sur une variété analytique complexe

3.2.1. Les notions de faisceau d’anneau, de faisceau d’idéaux et de Oy
module

Se donner un pré-faisceau d’anneaux commutatifs F sur un (ou au dessus d’un)
espace topologique X (par exemple ici une variété analytique complexe de dimension
n), c’est se donner, pour chaque ouvert U de X, un anneau commutatif F(U) (dit
anneau des sections du faisceau F au dessus de l'ouvert U), ainsi que, pour toute
paire d’ouverts U,V tels que U C V, des morphismes < de restriction® >

puyv  F(V)— FQU)

se pliant a la regle de transitivité : py,v o pv,w = puw si U C V C W, avec de plus
puu = ldg. Le pré-faisceau d’anneauxr commutatifs sur X devient un faisceau d’an-
neaux commutatifs sur X si I’on dispose en plus des deux axiomes de < recollement > :
— sl (uq) est un recouvrement de U et si p,, v(F) = pu, v(G) pour tout «, les
éléments F et G de F(U) sont égaux;
— si lon dispose d’une famille (F,,), avec F,, € F(uqs) et que

PuaNug,ua (F&) = Puanug,ug (Fﬁ) 5

les F,, se < recollent » en un élément F € F(U) tel que p,, v (F) = F, pour
tout indice «.

Soit maintenant (./'\,’ , (U, apb)) une variété analytique complexe de dimension n comme
a la section 1.2. Un faisceau d’anneaux commutatifs appelé a jouer un role important
par la suite sera pour nous le faisceau structurel Oy : les sections de ce faisceau Oy au
dessus d’un ouvert U seront dans ce cas les fonctions réguliéres dans U, c’est-a-dire
les fonctions F' de U dans C telles que, pour tout ouvert de carte U, intersectant U,
la fonction

Fop ' :UNU —C
soit une fonction holomorphe dans 'ouvert ¢, (U NU,) de C™.

On parle ici de faisceau d’anneaux commutatifs (sur une variété analytique de di-
mension ou plus généralement simplement un espace topologique) mais ’on aurait pu
tout aussi bien introduire la notion de faisceau d’anneaux non commutatifs, ou méme
la notion de faisceau de groupes abéliens (additifs ou multiplicatifs, parfois méme
constants tels Z,Q, R, C dans le cas additif).

Etant donné un faisceau d’anneaux commutatifs F au dessus de X , on peut naturel-
lement introduire sur le méme principe la notion de faisceau de F-modules au dessus
de X, en particulier celle de faisceau d’idéauzr d’un faisceau d’anneaux commutatifs
O donné (par exemple le faisceau structurel Oy).

1. Par la suite on notera plus classiquement f|;; = pu,v (f) pour tout f € F(U).
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3.2.2. Cohomologie de Cech & valeurs dans un faisceau de groupes ou d’an-
neaux

La cohomologie de Cech & valeurs dans un faisceau (d’anneaux commutatifs, de
groupes abéliens, de F-modules lorsque F est déja un faisceau tel le faisceau structurel
Oy sur une variété analytique complexe) est appelée & jouer un réle important dans
les questions de géométrie complexe.

Etant donné un recouvrement % = (Ua)a d’un variété analytique complexe X, une
k-cochaine de Cech est par définition une application associant & chaque intersection
Uno N+ NU,, des Uy pris k+1 & k+1 un élément go,....ap € F(Uao N---NUa,),
c’est-a-dire une section du faisceau F au dessus de Uy, N -+ NU,,.

Suivant I’addition sur les sections de F (il existe en effet une structure additive soit de
groupe abélien, soit d’anneau commutatif, soit de O x-module sur les < fibres > F(U),
U C X), on peut définir une structure de groupe additif sur I'ensemble des k-
cochaines; on obtient ainsi le groupe des k-cochaines C’k(X;%,f) subordonné au
recouvrement U = (Uy)q-

On définit un morphisme bord
§=0, :CFX %, F) — CH Y x %, F)
de la maniere suivante : pour k = 0 par

(509>a,ﬁ = 509(U(x N Uﬂ) = g(Uﬁ)\UaﬂUg - g(UOé)anﬂUg ;

pour k = 1, cela devient

(6'9)ap = 8'g(UaNUsNU,) = |g(Us NU,) —g(UyNUa) +g(UaN Uﬂ)} ;
|UanUsnU,
et ainsi de suite!. On a bien sur dz41 00 = § 0 = 0 et I'image &?’k()\f;%,}") de
CHU(X; %, F) par 5{2 dk—1 est un sous groupe (dit sous-groupe des k-cobords au sens
de Cech) du noyau Z*(X ;% ,F) de § = 6, (dit, lui, sous-groupe des k-cocycles?).

Le groupe quotient H*¥(X ;% ,F) = Z*(X;%,F)|%B*(X;%,F), qui matérialise
Iobstruction pour qu’un k-cocycle soit un k-cobord est dit k-ieme groupe de cohomo-
logie de Cech de X, d valeurs dans F, subordonné au recouvrement % = (Ug)q. Pour
définir les groupes H*(X ; F) (c’est-a-dire s’affranchir de la dépendance en le recou-
vrement %), on prend les limites inductives (pour tous les recouvrements % de X
possibles, de plus en plus < fins >, des groupes H*(X ;% , F) : ceci revient & raisonner
de la méme maniere que lorsque 'on passe des fonctions sur les ouverts d’un espace
topologique aux germes de fonctions en un point de cet espace : on prend 'union dis-
jointe des groupes H*(X ; % , F), puis on identifie (c’est une relation d’équivalence) un
élément de H*(X ;% ,F) et un élément de H*(X ; %', F) lorsque les restrictions de

1. On retrouve ici une structure < alternée > (au niveau des signes) que nous avons déja observé
lors de la manipulation du calcul extérieur, par exemple dans I’expression figurant au numérateur du
noyau de Bochner-Martinelli (1.6) dont on sait qu’il n’est pas étranger au recouvrement de P"(C)
par les ouverts de carte Uj = {[z0 : ... : zn]; 2z; # 0} (voir la remarque 1.1).

2. On releve que, dans la section 2.1.2, nous avions pour définir les fibrés localement triviaux de
C(-espaces vectoriels ou les fibrés holomorphes introduit une notion de 2-cocycle dans un contexte
multiplicatif non commutatif (& valeurs dans les sections dans U du fibré X x GL(m, C)) et non plus,
comme ici, additif; mais le principe de la construction demeure identique.
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ces classes de k-cocycles coincident une fois < restreintes > a un raffinement commun
aux deux recouvrements % et %' de X.

On a déja mentionné (on le rappelle juste ici) que les groupes de cohomologie de
de Rham H*(X;U,C), k = 0,...,2n, s’identifiaient aux groupes H*(X ;U,C), tan-
dis que les groupes de cohomologie de Dolbeault HP4(X ;U,C) s’identifiaient aux
HI(X;U,Q) (0 < p,g < n) d’apres le théoréme d’isomorphisme de Dolbeault
(QP désignant le faisceau des (p,0)-formes abéliennes, c’est-a-dire & coefficients ho-
lomorphes).

3.2.3. Cohérence d’un faisceau d’anneaux, de groupes, de Oy-modules ;
exemples

Une propriété importante que partagent les faisceaux de Oxy-modules que nous
envisagerons au dessus d’une variété analytique complexe X de dimension finie n dont
Oy est le faisceau structurel est la notion de cohérence. cette notion de cohérence (pour
un faisceau) joue en effet un role charniere a la croisée de la géométrie complexe et
de la géométrie algébrique.

DEFINITION 3.2 (notion de faisceau cohérent de O y-modules). Soit X une variété
analytique complexe de dimension n, Oy son faisceau structurant, et F un faisceau
de Oy-modules au dessus de X. Le faisceau F est dit cohérent si :

— d’une part, il est localement de type fini, c’est-a-dire : pour pour z dans X,

il existe un voisinage U, de z et ¢, éléments s7,...,s; de Ox(U,) tels que,
pour tout z° € U, le Oy -module F,/ soit engendré par les germes s

z

VIE

J=1 4
— d’autre part, pour tout ouvert U de X, pour tout choix de sections s¥, ..., quU
de F(U), le (Ox)u-faisceau de sous-modules de (OX)%}U dit des relations du

faisceau F|y et noté Ry (sV,...,sY ), c’est-a-dire le noyau de ’homomorphisme

- " 2qy
de faisceaux

qu
(91, 94,) € (OX)%IU — Zgjs;] € Fu,
j=1

est, lui aussi, localement de type fini.

Exemple 3.1. Le faisceau Oy est un faisceau cohérent (le fait qu’il soit locale-
ment de type fini est immédiat). La preuve de la cohérence de Oy se fait en raison-
nant par récurrence sur la dimension n et en invoquant le théoreme de préparation
de Weierstrafl (voir la section 3.3 de [De0] pour plus de détails) : apres changement
linéaire générique de coordonnées z = Mw (avec M € GL(n,C)), un élément de O¢x o
de valuation a l'origine égale & p (c’est le degré de la partie homogene de plus bas
degré dans le développement de Taylor a l'origine) se factorise sous la forme

M
FMw) = u(w) [] 2} (w),
j=1
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ouu € Otn g, M >0, pi1, ..., uar sont des entiers strictement positifs (M et les p1; ne
dépendant que de f) et

d;
pi(w) = wilt + & e(wr, ey wpy) wip ™,
=1

avec
M
Z/J,jdj = U, Valo(fj’[) > / (f = 1, ...,dj)
j=1
et
d;
pj = de-i-ijy@deié
(=1

irréductible dans Ogn-1 ¢[X] pour j =1,..., M ; le produit des résultants des couples
de polynoémes (p;,dp;/dX) pour j = 1,..., M s’appelle le discriminant 6 du germe f
en l'origine de C™. On note que 'ensemble des points singuliers de {f = 0} se trouve
inclus dans 771 ({§ = 0}) ot m : A — C"~! désigne au voisinage de w = 0 la projec-
tion sur l’espace CZ;:.[..,wn_ . ; ce sous-ensemble analytique fermé de A contenant au

voisinage de z toutes les singularité de A se projette par 7 sur la base (Cﬁgl _, enun

7w7‘L

sous-ensemble de mesure de Lebesgue 2(n — 1)-dimensionnelle nulle dans Cp, ", .

3.3. Sous-ensembles analytiques fermés d’une variété analytique
complexe

On appelle sous-ensemble analytique fermé A d’une variété analytique complexe
X tout sous-ensemble fermé de X que 'on peut définir au voisinage de tout point z de
A par un nombre fini d’équations analytiques : pour tout z € X, il existe un voisinage
U. de z dans X, des fonctions f, 1, ..., f.,;, holomorphes dans U, et telles que

ANU. ={ € X; foa(d) = = fou. () = 0}
Un tel sous-ensemble analytique fermé A est dit irréductible si les seules décompositions
A= A; U Ay avec Ay et Ay sous-ensembles analytiques fermés irréductibles sont les
décompositions {A4; = A, Ay =0} ou {A; =0, Ay = A}.
Tout sous-ensemble analytique fermé admet une décomposition localement finie en
sous-ensembles analytiques fermés irréductibles

A=]JA.

Ceci signifie que pour tout ouvert relativement compact U de X, il existe un sous-
ensemble fini Iy d’indices ¢ tels que

(3.5) AnU = (A nU);

ey

les sous-ensembles analytiques fermés A, N U (considérés cette fois dans 'ouvert res-
treint U et non plus dans X') sont irréductibles et (3.5) est donc la décomposition en
composantes irréductibles de ANU dans Pouvert U de X. Ceci résulte du fait que ’an-
neau Oy . est un anneau noetherien et que le théoreme des zéros de Hilbert assure une
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correspondance bijective entre les germes en z des sous-ensembles analytiques fermés
et les idéaux radicaux de I’anneau local Oy ..

A tout sous-ensemble analytique fermé A d’une variété analytique complexe X, on
sait associer un faisceau cohérent d’idéaux radicaux Z4 défini ainsi :

ZaU):={f € Ox(U); f|A =0}.

La cohérence de T4 résulte d’un théoréeme d’Henri Cartan (1950) dont on trouvera
par exemple une preuve dans [De0], chapitre 2, section 4.4. Il suffit pour cela de
se limiter au cas ou A est irréductible, auquel cas on peut attacher & A une notion
de dimension : la dimension d’un tel sous-ensemble analytique irréductible A est sa
dimension en un point quelconque a de A, définie comme N,, ou N, + 1 figure la
longueur de la plus grande chaine d’idéaux premiers de Ox ,

PoSP1 G S P, C(Za):

que 'on puisse inclure dans I'idéal premier (Z4),. Plutét que de donner une preuve
du théoreme de Cartan assurant la cohérence du faisceau d’idéaux Z 4, nous allons
dégager les concepts d’intersection compléte et d’intersection compléte réduite. On dit
qu’un sous-ensemble analytique d’un ouvert U de A est défini comme une intersection
compléete dans U si et seulement toutes les composantes irréductibles de A N U sont
de codimension 1 < r < n (comme sous-ensembles analytiques fermés irréductibles
de U) et si de plus il existe exactement r fonctions holomorphes fy 1, ..., fu,r dans U
telles que

(3.6) ANU={z€U; fui(z) =--- = fu,(2) =0}.

On dit que A est défini comme une intersection compléte réduite dans U si et seulement
A est défini dans U comme une intersection compléte (3.6) avec de plus

Yae ANU, (deyl/\"'/\dem)(CL)%O.

Il résulte de ’algorithme de préparation, ou encore de normalisation, d’Emmy Neether
(combinaison de la méthode utilisée dans I’'exemple 3.1 et de la théorie de I’élimination,
voir par exemple le livre d’algebre de Van der Waerden [VAW] ou le livre de Lang
[Lang0])) que tout sous-ensemble analytique fermé irréductible A de codimension
r € {1,...,n} dans la variété analytique complexe X de dimension n se présente au
voisinage de I'un quelconque a € A de ses points comme 'union d’un certain nombre
de composantes irréductibles Ay, d’une intersection complete réduite. Ce résultat
(que Pon trouve par exemple dans [GR] page 72) est d’'une grande importance pra-
tique car les sous-ensembles analytiques fermés définis comme intersections complétes
réduites sont presque aussi faciles a manier que le sont les hypersurfaces irréductibles
et en constituent une naturelle généralisation en codimension supérieure. La cohérence
de T4 s’observe facilement une fois conduite la normalisation de Noether : le sous-
ensemble irréductible A se présente dans un systéme de coordonnées locales w déduit
génériquement de z par z = Mw (avec M € GL(n,C)) au voisinage de a comme un
revétement ramifié 7 : A — C”~" a un nombre pu, de feuillets, le lieu discriminant
(c’est-a-dire le lieu de la base C"~" au dessus duquel deux feuillets sont susceptibles
de se croiser) étant inclus dans une hypersurface {d(ws, ..., w,—,) = 0} au voisinage
de w(a) dans C™".
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Remarque 3.2 (principe <« GAGA »). Si A est un sous-ensemble analytique
fermé de P"(C), le sous-ensemble A se présente comme le lieu des zéros communs

{[z0: ... 1 2] €P*(C); Py(z) =-+- = Ppy(z) =0}

d’un nombre fini de polynomes homogenes Py, ..., Pys. C’est donc un variété algébrique
projective. Ceci est un avatar d’un célebre principe formulé par Jean-Pierre Serre dans
[Ser], le principe « GAGA » : « Géométrie Algébrique, Géométrie Analytique > :
< tout étre analytique < global > dans la variété algébrique compacte P*(C) se trouve
de fait étre algébrique >. Il est réminiscent de cette version, elle, < fonctionnelle > et
non plus < ensembliste > : toute fonction méromorphe sur P*(C) est nécessairement
une fonction rationnelle, c’est-a-dire le quotient de deux polynomes homogenes de
méme degré. Méme chose pour toute section méromorphe globale du fibré O(d) (d €
Z) : c’est le quotient de deux polynémes homogenes P/Q tels que deg P — deg Q = d.

3.4. Espaces analytiques réduits de dimension n

Soit €2 un voisinage de I’origine dans CV et Aq un sous-ensemble analytique réduit
de © dont toutes les composantes sont de dimension n € {0,..., N — 1} (on dit que
Agq est de dimension pure égale & n). On note O 4, le faisceau de Og-modules défini
comme le quotient Oq/Z4,,. Il s’agit encore d’un faisceau de Og-modules cohérent
car des que l'on dispose d’une suite exacte courte

00— F1 — Fo— F3—0
de Oq modules et que deux dans la liste {F7, Fa, F3} sont cohérents, le troisieme Dest.

Se donner un espace analytique réduit de dimension n sur C revient a se donner un
espace topologique X (séparé et dénombrable & l'infini) équipé d’un faisceau Oy de
fonctions continues ! ainsi qu'un atlas (U,, ,), ot les U, constituent un recouvrement
de X et p, réalise un homéomorphisme entre U, et A, = ¢,(U,), sous-ensemble ana-
lytique fermé de dimension pure égale & n d’un certain ouvert €, C CN+. On exige de
plus que, pour chaque indice ¢, le morphisme pull-back :

Ocn. .
Lot o (60 @ oo t0)

réalise un isomorphisme de faisceaux d’anneaux entre O4, et (Ox)y,. Autrement
dit, on < recolle > une collection de sous-ensembles analytiques A, C Q, C C tous
de méme dimension, A, étant équipé de son faisceau structurel O4, (on exige des
morphismes de changement de cartes

Pro,er * Puo (Ubo N Ubl) — Pu (Ubo N Ubl)

o i (ae AL,iL €04,,4) =

que ce soient des bi-morphismes entre ouverts d’espaces analytiques (ALmOALO) et
(AL1 ) OALl )

On peut ainsi voir un C-espace analytique réduit de dimension n comme une variété
analytique complexe de dimension n présentant cette fois des singularités. L’ensemble
des points singuliers de X est un sous-espace analytique fermé X8 de X' (c’est-a-dire

1. On l'appelera faisceau structurel du C-espace analytique réduit X par la suite; le C-espace
vectoriel Oy (U) de ses sections dans un ouvert U sera, lui, appelé C-espace vectoriel des fonctions
réguliéres dans U.
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un sous-ensemble fermé défini localement comme le lieu des zéros d’un nombre fini de
fonctions régulieres) tel que

X\ Asing = X,
De plus X \ X" hérite d’une structure de variété analytique complexe (cette fois
lisse) de dimension n.
On introduit, pour chaque k = 0, ..., 2n, le faisceau des k-formes différentielles sur X

en définissant A¥(X; U, C) comme suit : si U, est un ouvert de carte, on transporte
sur U par pull-back via ¢, le C-espace vectoriel quotient

AR(CN:; U, C)
{w e AR(CN;U,,C) ;5 wipres = 0}

On définit ainsi les faisceaux A¥(X;-,C) des k formes 0 < k < 2n, AP9(X;-,C)
des (p, q)-formes, ainsi, par dualité, que celui "D¥(X;-,C) des k-courants (i valeurs
complexes) ainsi que celui 'DP+4(X;-,C) des (p,q)-courants. Si ¢ : X — Q C CV est
un plongement local au voisinage U d’un point z de X', on peut identifier le C-espace
"DP9(X;U,C) au C-espace de "DN=(n=p).N=(n=0)(CN. ) C) constitué des courants
qui s’annulent sur X" par T — ¢, 1.

La notion de faisceau d’anneaur commutatifs, de faisceau d’idéauz de Oy, plus géné-
ralement de faisceau de Ox-modules, se transposent du cadre des variétés analytiques
complexes de dimension n au cadre des C-espaces analytiques réduits de dimension
n. La notion de cohérence se transporte également.

On peut ainsi, puisque l'on dispose sur un tel C-espace analytique réduit X', du fais-
ceau A°(X;-,C) des fonctions C* de X dans C ainsi que du faisceau des fonctions
régulieres, reprendre la construction des fibrés localement libres de C-espaces vec-
toriels & partir des cocycles (telle qu’elle a été envisagée a la section 2.1.2) pour
introduire les notions de C-fibrés de rang m localement triviauz (cocycles C*® & va-
leurs dans GL(m, C)) ou de C-fibrés holomorphes de rang m au dessus de X' (cocycles
réguliers & valeurs dans GL(m, C)).

Sis : X — F est une section holomorphe (c¢’est-a-dire) réguliere globale d’un C-fibré
holomorphe de rang m au dessus de X, s engendre un faisceau d’idéaux cohérent Z|s]
dans Oy. Le faisceau Oy /Z[s] est aussi un faisceau cohérent d’idéaux.

DEFINITION 3.3 (normalité). Un C-espace analytique X réduit est dit normal si
pour tout z € U et toute fonction holomorphe de f, : X" — C définie au voisinage
de z et telle qu’il existe un voisinage u, relativement compact de z et My, . € [0, 4+o00]
avec

Vi eu, NX™E, |f(2)] < My,

la fonction f, se prolonge en une section de Ox (u;).
Exemple 3.2. Si X’ désigne le C-espace analytique réduit
X=A={(z,w)eC?; 2* —w® =0} CC?

équipé de son faisceau stucturel O g4, la fonction (z,w) — z/w (sur X8, puis pro-
longée par 0 en (0,0)) est bien bornée au voisinage de (0,0) sur X. On pourra vérifier
en exercice (voir l'exercice 3.17 de [YanC] et son corrigé) que cette fonction ne se
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prolonge pas en une fonction réguliere au voisinage de 'origine dans X. Le C-espace
analytique X défini ici (et appelé cusp) n’est donc pas normal.

Un autre théoreme d’Oka assure qu’il existe toujours, étant donné un C-espace ana-
lytique complexe (X, Oy) de dimension n, un C-espace analytique complexe normal
(X1 O ynorm ) (<« norm » pour < normalisé ») couplé par un morphisme (de C-
espaces analytiques) propre

griorm . (Xnorm, OXerrm) N (X, OX)

De plus les fibres (7"°™)~1({z}) (pour z € X) sont finies et 7"°™ réalise un iso-
morphisme analytique entre AT \ (72or™)=1(xsing) (qui doit étre un ouvert dense
de Xmorm) et X'\ A8 = X8, De plus, deux telles normalisations sont isomorphes
analytiquement. On pourra se reporter & [De0] (ou & [YNiam]) pour une preuve ou
tout au moins (dans [YNiam]|) une esquisse de preuve (théoreme 1.50 de [YNiam)]).

Le fait qu'un C-espace analytique ne soit pas normal n’est donc pas un handicap
majeur car on peut le normaliser grace a ce théoreme d’Oka.

3.5. Courants positifs fermés, courants d’intégration
3.5.1. Notion de courant positif

Soit X un C-espace analytique de dimension n (que Pon aura parfois & considérer
comme plongée localement dans une variété analytique complexe ) de dimension
N >n).

DEFINITION 3.4 (courants positifs sur un C-espace analytique complexe). Un
(ryr)-courant T' € "D™"(X; U, C) est dit positif (au sens faible) dans U si et seulement
siona (T, ) > 0 pour toute (n—r,n—r)-forme-test ¢ s’exprimant localement comme
une somme a coefficients positifs ou nuls de produits de n —r formes de bidegré (1,1)
du type i £; A £;, ou {; est une (1,0)-forme.

Une distribution 7" dans un ouvert © de R?" telle que (T, ) > 0 deés que la 2n-forme
¢ =0dxy ANdyr A+ Ndzx, A dy, avec 8 € D(Q, [0, +00[) est une distribution-mesure
de Radon positive. Cela résulte du théoreme de F. Riesz (voir par exemple [Rud])
en analyse fonctionnelle. En ce qui concerne les (r,r)-courants, ceci n’est plus vrai
car on travaille avec des (r,r)-formes différentielles & coefficients distributions mais
il en subsiste une partie : si T est un courant positif de type (r,r) dans un ouvert
d’un C-espace analytique, le courant T est & coefficients mesures (toujours modulo
lidentification des mesures sur la variété analytique complexe X"°8).

3.5.2. Nombre de Lelong d’un courant positif fermé en un point

Si T est un (r,r)-courant positif fermé au voisinage d’un point z sur un espace
analytique complexe X, il est ainsi possible d’associer a T' un nombre réel positif ou
nul important figurant la masse de T" au point z, dit nombre de Lelong de T' au point
2. Si T est un (r,7)-courant dans un ouvert de CV, on définit la masse de T au point
z comme

AT Xz (ddEIC = 2N
vo(T) = lm. 2N=T)
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(c’est la limite en 04 d’une fonction croissante positive); c’est aussi la masse en z
(apres décomposition Radon-Nikodym) de la mesure positive p, définie par :

T A (dd°log|¢ — z|2)AN77‘) =p,dry ANdyy A -+ ANdx, A dy,,.
Cette définition est robuste car le résultat obtenu ne dépend pas du choix du plonge-
ment ¢.

3.5.3. L’exemple des courants d’intégration

Si A est un sous-ensemble analytique fermé de codimension pure r dans X (ou
dans un ouvert U de X), il revient au méme, si ¢ : X — ) est un plongement local
de X dans une variété analytique complexe ) de dimension N (par exemple CV), de
considérer A dans X (ou U) ou A comme sous-ensemble analytique fermé de ) (dans
ce cas de codimension N —n + r dans }). On peut ainsi définir un (r,r) courant
positif sur X (ou U) en posant

(3.7) Vo € DX ULC) ([A] ) = /A e

L’intégration est ici bien définie car «(A) C Y se présente localement (au voisinage
de ¢(z), dans des coordonnées locales wy,...,wy dans )) comme un sous-ensemble
analytique fermé de ) de codimension N —n + r dans ), c’est-a-dire, d’apres ce que
l’on a vu précédemment (& la section 3.3) comme un revétement propre a p, feuillets
de lieu de ramification un sous-ensemble analytique fermé de codimension au moins
égalea1de Cy ", (lieu discriminant). L’ensemble des points singuliers de t(A) se
trouve ainsi inclus dans un sous-ensemble analytique fermé de 1(A) se projetant (par
w > (Wi, ..., Wn—y)) sur ce lieu discriminant (qui se trouve étre de mesure de Lebesgue
2(n — r)-dimensionnelle nulle dans Cy; " ). On peut se contenter d’intégrer sur
A8 au lieu d’intégrer sur A tout entier, 'intégrale figurant au second membre de
(3.7) se trouvant étre absolument convergente au sens de Lebesgue.

On a en fait la proposition suivante (la premiere assertion est immédiate, la seconde
résulte du théoreme de Stokes!).

PROPOSITION 3.1 (courant d’intégration). Si A est un sous-ensemble analytique
fermé de codimension pure égale a r dans un ouvert U d’un C-espace analytique X
de dimension n, le (r,r) courant sur U défini par (3.7) est un courant positif fermé
(dT = 0T = 0T =0).

1. On se ramene par plongement local au cas ou X est une variété analytique complexe de
dimension N et on exprime pour cela au voisinage d’un point de A par exemple (grace au théoréme
de convergence dominée de Lebesgue) :

([A],9¢) = lim
=0t JAn{|s|>e}

pour toute (n — r,n —r — 1) forme test ¢, ot A58 C AN {§ = 0}. La formule de Stokes sur A8

donne alors
/ Op =+ )
An{|8|>€} An{|s]|=¢}

pour tout € > 0. En faisant tendre € vers 0, on conclut bien & ce que le courant 9([A]) est nul; il en
est de méme pour 9([A]).
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Il faut prendre garde & bien prendre en compte dans le calcul de l'intégration au
second membre de (3.7) le nombre de feuillets. Un théoreme de Thie assure d’ailleurs
que si A est un sous-ensemble analytique de X de codimension pure égale a r, le
nombre de Lelong v,([A]) en un point a de A est égal au nombre de feuillets p,(A)
intervenant dans une présentation de ¢,(A) sous forme de revétement ramifié 7
ta(A) = Cy" .. apres transformation générique z = Mw des coordonnées locales
au voisinage de t(A4) (¢ : X — Y désignant un plongement de X dans une variété
analytique complexe de dimension N, > n au voisinage du point a. Ce nombre de
feuillets p, ne dépend donc en fait pas du plongement ; on a

(38) ,U'a(A) = Va([A]),

le courant de bidegré (r,r) [A] (dit courant d’intégration sur A, A étant ici considéré
comme réduit, ce qui veut dire que seul le nombre local de feuillets est a prendre
en compte, mais en aucune maniére des multiplicités éventuelles) étant ici considéré
comme un (r,r)-courant positif sur X (ou U si A est seulement un sous-ensemble
analytique fermé d’un ouvert U du C-espace analytique complexe X.

3.5.4. Holonomie des coefficients-mesures d’un courant d’intégration

Si A est un sous-ensemble analytique fermé de dimension pure d’un espace analy-
tique X de dimension n, que a est un point de A et ¢, un plongement d’un voisinage U,
de a dans une variété analytique complexe de dimension IV, le courant d’intégration
[ta(A)] = (ta)«([A]) s'exprime en coordonnées locales complexes z1, ..., zy au voisinage
de ¢(a) sous la forme

Z u[f,‘} dzr Ndzy,
#I1=4J=p

ou les u[lfl} dénotent des mesures supportées par t(A). Le courant d’intégration a
I'intéressante propriété suivante : pour chaque telle mesure ,uﬁ 7, il existe, des que
f1y -y far sont des fonctions holomorphes dans ) au voisinage de ¢(a), un jeu d’opé-
rateurs différentiels holomorphes

Al 0 0 .
‘QE,L]],Jf ()\17 ...,)\M,Zl, ey ZN 672;1’ ceey %>7 (] = 17 7J\4’)

(polynomiaux en les M parametres formels Aq, ..., Ay ainsi qu’en les opérateurs diffé-
rentiels holomorphes 9/0z1, ...,0/0zn, holomorphes en z1, ..., zy tels que Pon dispose
au voisinage de ¢(a), en coordonnées locales z1, ..., zy, d’un jeu d’équations formes du
type Bernstein-Sato multivarié :

9 0 o
e@%‘}:j (Ala (X3 )‘M7 Z1y -y 2N 8721’ ERE) %) [f] ® ®fj)\J &® /’(‘[]1:4,]]}
j=1

(3.9) y
Aj (4] :
= ( H(O‘N,O + oA+t Oén,M)\M)) ®f3 ®/’LI7J (J =1, aM)
j=1

k=1
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ou les a5, 7 = 1,..., M sont des entiers positifs ou nuls et les o, o des entiers stric-
tement positifs; le polynome scindé

K
B[A]’f()\lv ceey )\M) = H (aﬁ,O + O‘n,lAl + -+ O‘n,MAM)
k=1
est dit polynome de Bernstein-Sato de f1, ..., far contre la mesure “[If{]}' On doit lexis-

tence d’'un tel jeu d’équations formelles aux résultats de divers auteurs ([Bern, Gyo,
Licht, Ka, Sab)). Si le jeu d’équations (3.9) est seulement formel, il s’interpréete en
revanche au sens des distributions si ’'on multiplie les deux membres par

M
I1%
=1

(expression antiholomorphe, donc traitée comme constante par les opérateurs holo-
morphes 0/0z;, j = 1,...,N). On obtient ainsi le jeu de relations

N M

=IALF [ , A . A

(3.10) Q7 i(\z0/97) []7] TT152 © ] = B ) TT 1P @ )
7 =1 j=1

permettant par exemple de <« compenser > des singularités holomorphes en préservant
(au sens des distributions) l'intégration contre les mesures u[IA}. On peut également
relever ces singularités en utilisant les relations algébriques (qu’il convient d’itérer)

N
Al f —N;+1 2X; A
QY= Ny 2.0/02) [ 1, T 1™ @ uf)]
j=1
(3.11) o .
A, —Nj 2\ A
:B[ ]f(>‘1a---7)‘j_Nj7"~7>\N)fj ]H|fj| J(X)MI,J'
j=1
pour j = 1,...,M et les N; entiers strictement positifs. Cette propriété qu’ont les
courants d’intégration (sur une variété analytique complexe ) de dimension N, par
exemple une variété dans laquelle on plonge localement un C-espace analytique X))
de pouvoir étre ainsi < multipliés! » par des fonctions ou des formes différentielles
semi-méromorphes (c’est-a-dire s’exprimant en coordonnées locales sous la forme w/ f
ou f est réguliére et w est une (p, q)-forme) est dite propriété d’holonomie.

3.5.5. Courants positifs fermés et cycles

Dans le contexte de la géométrie algébrique, la notion de cycle joue un role im-
portant.

DEFINITION 3.5 (notion de cycle). On appelle cycle dans un C-espace analytique
complexe X de dimension n, & coefficients dans un groupe abélien additif G (par
exemple, le plus souvent, G = Z,Q, R, C), toute combinaison linéaire formelle loca-
lement finie? de courants d’intégration [A] (avec A sous-ensemble analytique fermé

1. Par le biais d’intégrations par parties subordonnées au jeu de relations du type (3.10) ou BS3.
2. Ceci signifie que pour tout ouvert relativement compact U de X, il y a au plus un nombre fini
d’indices ¢ tels que A, NU # 0.
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irréductible, donc de codimension pure r4), soit :
C=> w[A] (1€G).

Lorsque tous les sous-ensembles analytiques A, ont codimension r, on dit que C' est
un (n — r) cycle de X. On équipe l'ensemble des cycles d’une structure naturelle
de groupe libre additif dont I’ensemble des (n — r)-cycles constitue un sous-groupe.
Lorsque G = Z,Q, R, un cycle C est dit effectif si et seulement si tous les coefficients
v, sont des nombres réels positifs ou nuls. Si 7 = n — 1, un r-cycle est aussi appelé
diviseur de Weil (& coefficients dans G).

Les courants positifs fermés se décomposent suivant une stratification en relation avec
leur fonction nombre de Lelong local a — v, (7).

THEOREME 3.2 (décomposition de Siu'). Si T est un (r,r) courant positif fermé
sur un C-espace analytique de dimension n, il existe une suite dénombrable (Ag)k>0
de sous-ensembles analytiques fermés de codimension r et un courant positif N (N
pour < négligeable > ) tels que :

— on a, au sens de la convergence faible des suites de (r,r)-courants :

K

(3.12) T= lim 2 At [Ak] + A

— les nombres (Ag)k>0 sont des nombres réels positifs ;
— pour tout n > 0, les sous-ensembles

{a € X; v, (AN) >n}

sont des sous-ensembles analytiques de X de codimension strictement supé-
rieure a4 T.
De plus, une telle décomposition (3.12) est unique.

Remarque 3.3 (une bréve présentation de la conjecture de Hodge ?). La classe
des courants positifs fermés contient donc la classe constituée de ces étres beaucoup
moins < flexibles » que sont les courants d’intégration sur les sous-ensembles analy-
tiques fermés. A titre d’exemple mettant en lumiere la difficultés des problemes que
cela soutend, mentionnons ici la célebre conjecture de Hodge. Une classe de Hodge de
degré 2r (0 <r < n) de P*(C) est un élément de H™"(P™(C); P"(C),C) qui, une fois
vu comme un élément de H3 (P"(C); P"(C), C) suivant la décomposition de Hodge :

(3.13) Hp (P*(C);P"(C),C)= 5 H™"™(P"(C);P*(C),C)

ri+reo=r

correspond & une classe de cohomologie de Cech rationnelle, ¢’est-a-dire & un élément
de H(P™(C);P*(C),Q). Cette classe de Hodge est-elle la classe de cohomologie d'un
(n — r)-cycle de P"(C) & coefficients rationnels ? Répondre & cette question revient &
exhiber dans cette classe de cohomologie un tel étre rigide, alors qu’il est plus aisé d’en
exhiber des étres flexibles comme des (r,r)-courants positifs fermés. Cette conjecture

1. Voir par exemple [Del].
2. Voir [De2] et en particulier 'introduction de cet article pour une présentation d’une approche
< courantielle > a cette conjecture dans l’esprit de ces notes de cours.
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est vraie sir = 1 et r = n—1. Elle demeure une question fondamentale de la géométrie
complexe.

C’est avec la remarque ci-dessus (une bréve digression vers la théorie et la conjec-
ture de Hodge) et la mise en évidence ainsi de la flexibilité des objets courantiels
par rapport a la rigidité des étres algébriques (courants d’intégration, cycles) que
nous concluons ici ce cours. Une de nos motivations majeures était de souligner le
role crucial des étres < antiholomorphes > en écho aux étres < holomorphes > ; ces
étres antiholomorphes sont fondamentalement considérés comme < neutres > dans les
démarches de géométrie algébrique mais apportent pourtant un ingrédient moteur a
cette flexibilité courantielle.

3.6. Exercices

Exercice 3.1 (sous-harmonicité, positivité).

(1) Soient f1,..., far M fonctions holomorphes dans un ouvert 2 de C et sans zéros
communs dans cet ouvert. Calculez dd®log | f|? lorsque |f|? := | f1]*+- - -+|fur)?
et vérifiez la formule

1 L S ddz Adz
e Qog 117) = s (30 D2 (PR + 15 P1 = 2Re [ i) =
=g

(2) En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, prouvez que dd°log|f|? est une
(1,1) forme positive dans 'ouvert €.

(3) Montrez que si Fy, ..., Fiy sont M fonctions holomorphes sans zéros communs
dans un ouvert U de C", la fonction log|F|?, ou |F|? := Z{VI |F;j|? est pluri-
sousharmonique dans U.

(4) Pourquoi définit-on bien une (1, 1)-forme dans P"(C) en posant
wnl[z0 ¢+ .. ¢ 2n]) i= dd®log(|z0)® 4+ - + |2a]?) ?
(5) On écrit
wn([z0: ...t 2n)) = zz Z hj kdC; A dC

j=1j=1
en coordonnées locales dans chaque ouvert de carte Uy,...,U, de 'atlas de
P™(C). Pourquoi définit-on bien une métrique hermitienne sur le fibré tangent
holomorphe 7(1:%) (P*(C)) en posant, dans chaque carte :

hi=Y " "hjxd; @ dg, ?
j=1k=1

(6) Vérifiez que



(7)
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Montrez que

" n! no
= G GG

en coordonnées locales dans I'ouvert de carte Uy de P™(C). Vérifiez enfin que

/ wy = 1.
P"(C)

Exercice 3.2 (théoreéme de préparation de Weierstrafl). Soit f un germe de fonc-
tion holomorphe a ’origine de C”, de valuation p (ce qui signifie que la composante
homogene de plus bas degré dans le développement de Taylor de f en 0 est de degré
), supposé irréductible (dans Panneau Ocn o des germes de fonctions holomorphes a
Porigine).

(1)

Montrez que si z = Aw est un changement de variable linéaire générique, on
peut écrire

I
f(AU}) = U(UJ) (wﬁ + Z g@(wh ceey wn—l) w*rli_e)a
=1
ou les & sont des germes a 'origine de fonctions holomorphes en n—1 variables
et u est un germe de fonction holomorphe en n variables inversible dans O¢n o.
Pourquoi la valuation de & en 0 est-elle au moins égale a £7

On suppose que la description de f(Aw) (pour A générique) établie & la ques-
tion précédente est valable dans un polydisque A, (0; 1, ...,7,). Montrez qu’il
existe une fonction analytique w — §(w1, ..., wp—1) dans A, _1(0;71, ..., 7p—1)
telle que ’application
T W= (W1,..,Wp) = (W1, ey Wr—1)
soit surjective propre de {f(Aw) =0} N A,(0;r1,...,7,) dans le polydisque
Anfl(o; T1yeeny T‘nfl)

et que m1({d # 0}) N {f(Aw) = 0} se présente comme une variété analytique
complexe de dimension n — 1 a p feuillets. Que se passe-t-il pour ces divers
feuillets lorsque 'on se trouve au dessus d’un point ou § s’annule 7

Exercice 3.3 (courants positifs). Soit 7' un courant & valeurs complexes de
bidegré (p,p) (ou encore de bidimension (n — p,n — p) sur une variété analytique
complexe X. On suppose le courant 7" normal, c’est-a-dire que T et dT sont tous
deux des formes différentielles a coefficients mesures. Montrez que si le support de T'
est inclus dans un sous-ensemble analytique fermé de X de codimension strictement
supérieure a p, le courant 7' est le courant nul.






Corrigés des exercices faits en TD

Corrigé de I’exercice 1.11.

1) Si I est un intervalle ouvert de R, une fonction ¢ : I — R est convexe si et
seulement si, pour tout segment [t — 7,¢t + 7] C I, on dispose de l'inégalité de la
sous-moyenne volumique :

t+1
(14) =t 7] C T —s 20 f(t) < /_ F(s)ds.

La fonction f est, puisque f l'est dans U, une fonction continue dans le tube U. Si
(l‘myo) € U7£§07n0) € R27 (UOaul) € CQ \ {(070)}7 17image par (Za w) = (Re 2, Rew)

du cercle de U N Lz, y0) paramétré par

7[u01u1]
0 €0,27] — (a:o + & + rug 6i0,yo + ing + ruy eie) (r>0)

(pourvu que r soit tel que le disque fermé borné limité par ce cercle soit entierement
inclus dans le tube Tj') est un segment de U de milieu le point (zg,%o). Dire par
conséquent que, pour tout [ug : u;] € PYH(C), la restriction de f & la composante
connexe de U N L(zo.y0),[uo:uy] cONtenant (g +i&o, yo +1ino) vérifie (dans cette compo-
sante connexe) la propriété de la sous-moyenne au point (zg + &g, yo + i10) équivaut
A dire (puisque f(z,w) = f(Rez, Rew)) que f vérifie la propriété de la sous-moyenne
volumique relativement au point (xg,yo) : pour tout segment [(x1,y1), (x2,y2)] de
longueur 2¢ > 0 inclus dans U et de milieu (xg,yo), on a

1
faoow) < 35 [ £ =1+ s, (1= 9)aa + a0 .

Dire que f est plurisous-harmonique dans U équivaut donc a dire que, pour toute
droite affine £ de R?, la restriction de f & toute composante connexe de £ N U (considéré
comme un intervalle ouvert de R) vérifie la propriété de sous-moyenne volumique, ce
qui équivaut a dire que f est convexe dans U.

2) D’apres la formule de Green (appliquée séparément en les variables ¢, puis en les
variables w), il résulte du fait que ¢ est C*° & support compact dans U et que T est
a coefficients constants que [; FiT AT Addep = I @dd°f AiY AT. On a d’autre

1. Cet exercice correspond & l'exercice 4.5 de [YanC]; un corrigé plus précis se trouve dans cet
ouvrage.

49
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part
dd® f(z + i€,y +in) =

i (0%f dzNdz  0°f dwANdz+dzNdw — O*f dw A dw
= (52 @) T+ gagy @) y F g ).

Si T = adz + fdw, on vérifie que
4dd f(x +i&y+in) NiT AT =
(32f _ 82f
_ 20°J 0 f
- (|a\ 57 (z,y) + 2Re (af) Ben

Comme la forme différentielle (idz A dz) A (idw A dw) est égale & quatre fois la forme

(z,y) + |5|2%($,y)> (idz A dZ) A (idw A du’;).

™

volume sur R* ~ C2, la condition requise sur f dans le tube U équivaut & la positivité
de la matrice Hessienne de f au point courant (x,y) de I'ouvert U, donc a la convexité
de f dans U.

Corrigé de I’exercice 1.21.

1) Si log F' est sous-harmonique dans U, la fonction z — log F/(z) + Az + py (qui est
somme d’une fonction sous-harmonique et d’une fonction affine, donc harmonique)
Iest aussi; en composant cette fonction avec la fonction convexe croissante exp
R —]0, +oo[, on en déduit que z — F(z) e** ¥ est sous-harmonique car la composée
d’une fonction sous-harmonique par une fonction convexe est encore sous-harmonique
(d’apres 'inégalité de Jensen en théorie de I'intégration). Réciproquement, le calcul
de A[Fe 1] au point courant de U donne

APt (z) = Xt (A[F](2) + (A, V F(2)) + A2 F(2))

si Pon note A := (A, u). Si cette expression est positive en (z,y) quelque soit A, la
multiplication par F', suivie du recours a la formule du triné6me, permet d’observer la
positivité en tout point de U de
oF OF -
[P+ )+ %)2] + FA[F] - |[VF|2.

Il en résulte (si 'on choisit A = A(z) en tout point z de maniére & annuler le premier
crochet) que FA[F] — |[VF|2 = F2 Allog F] > 0 dans U. La fonction log F est donc
sous-harmonique dans U.

2) Si F' est semi-continue supérieurement, il en est de méme par composition pour
log F. Silog F est sous-harmonique dans U, z — log F(z)+ Az + puy Pest aussi (comme
somme de deux fonctions sous-harmoniques) et F' = exp(log F') également (par com-
position avec la fonction convexe croissante exp). Pour la réciproque, on se rameéne
dans un premier temps au cas ot F' > 0 en remplacant F' par F'+n (n > 0, que 'on
fera & terme tendre en décroissant vers 01 ). Soit (¢e)e>o une approximation radiale
de la masse de Dirac dans le plan. Si z +— F e T est sous-harmonique dans U
pour tout A € R% on vérifie que z — (F * ¢.)(2) e?* ¥ est sous-harmonique dans
Ue :={z € U; d(z,0U) > €}. 1l résulte alors de l’assertion établie & la question 1)
que log(F * ¢¢) est sous-harmonique dans U, pour tout € > 0. Comme la famille

1. Cet exercice correspond & l'exercice 4.7 de [YanC]; un corrigé plus précis se trouve dans cet
ouvrage.
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(log(F * @e))eg>e>0 est une famille de fonctions sous-harmoniques dans U, appro-
chant log F' dans cet ouvert en décroissant lorsque € — 04 (puisque les F' x @, lorsque
e — 04, approchent F' en décroissant), il résulte du théoréme de convergence mono-
tone de Beppo Lévi que log F' (puisque toutes les fonctions log(F x ¢.) la vérifient)
vérifie aussi la propriété de la sous-moyenne rapportée a un point arbitraire de U et
est donc sous-harmonique.

3) On remarque que si fi,..., fasr sont des fonctions holomorphes d’une variale, la
fonction log |f|? est sous-harmonique. En effet, si A, u sont deux nombres réels, il
existe une fonction affine complexe ¢, := z — az telle que

|€az| — eRcamflm(a)y _ e)\er,uy'

On a donc
M M
e NThY Z |fj‘2 — Z e fg(2)|2
j=1 j=1

Si g est une fonction holomorphe dans un ouvert U de C, |g|? vérifie la formule de la
sous-moyenne en tout point (on exprime que f vérifie la propriété de la moyenne, puis
on prend les modules des deux membres avant de majorer le module d’une intégrale
par l'intégrale du module avant d’utiliser I'inégalité de Cauchy-Schwarz). D’apres
I’équivalence établie & la question 2, |g|? vérifie la propriété de la sous-moyenne; il en
est de méme pour Ziw |g;]%. On conclut d’apres 'équivalence établie & la question 2
que log | f|? est sous-harmonique dans U. On conclut en examinant la restriction de
log | F'|? & une droite complexe quelconque.

Corrigé de I’exercice 2.1.

1) L’unique idéal maximal de &ngy,o est I'idéal 9 engendré par les fonctions coor-
données réelles x1,Y1, -, Tn, Yn-

2) Si f est un représentant d'un élément de (-, Mk, il résulte de la formule de
Taylor (par exemple avec reste intégral) que toutes les dérivées partielles & tout ordre
de f par rapport aux variables x1,y1, ..., Tn, yn sont nulles a 'origine. La formule de
Taylor avec reste intégral assure de plus que

F=aipit ) vy
j=1 j=1

ot les fonctions 1; et 1; sont € au voisinage de 'origine et ont aussi toutes leurs
dérivées partielles & tout ordre nulles en 0; les germes des ¢; et des 1; sont donc
aussi dans (), MM*. En appliquant ceci & I'un des générateurs (f1) de cet idéal (que

I’on suppose de type fini, engendré par les fj pour j = 1,..., M), on trouve bien

M
fr=> uifj
j=1

ou les w; sont des germes de fonctions C* nulles en 0. Le germe 1 — 17 est donc
inversible et, comme

M
A —u) = u;f
j=2
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au voisinage de l'origine, les germes f2, <.y far suffisent & engendrer (-, mk.

3) En poursuivant comme a la question 2), on voit que I’on peut éliminer les généra-
teurs les uns apres les autres car ceux-ci sont tous redondants. On aboutit ainsi a une
contradiction. L’idéal [, IMF ne saurait étre de type fini.

Corrigé de l’exercice 2.2. On utilise le recouvrement de P"(C) par les ouverts
Uj =={[z0 : ... : 2n]; z; # 0}. Soit jo, j1 une paire d’indices. Soit s; la coordonnée
locale sur E, lorsque z € U;. On a, si z € Uy, :

EZ = {(thZO/ij ""th7 "'7tj0 Zn/zjo) ; tjo S (C}
SizeUj avec 0 < jo <ji <n,ona
E, = {(th/zjw"'7tjlzjo/zj17"'7tj1’ ...,tjlzn/zjl) ; tjl < C}

Les coordonnées locales t;, et t;, sont donc reliées par

t = t;, 20
Jo — V)
Z]l
On a donc
t. =t 2
J1r = YJo
Zjo

Le cocycle est donc donné par
gjo,jl([z]) = Zjl/zjo : UjoJl - GL(LC) =C".
pour tout couple 0 < jo < j1 < n.

Corrigé de ’exercice 3.1.

1) On a

ﬁ/f: _
_ fidf;
o _ st
1112 1£11?

En calculant I'action de 0 sur cette 1-forme, on trouve

Olog||fII* =

M _ n M _
2 dfy Ndfy Y fedfe X2 fidf;
Jj=1 =1 A j=1

I1£11? I1£11? I1£1I2

En multipliant par ¢/(27), on obtient bien ’expression voulue.
2) D’apres l'inégalité de Cauchy-Schwarz dans C”, on a

M M
SO CUHPUP + P = 2Re [fifef; F0])

j=1¢=1
= |fP I = 2Re(f, f') = 0.

La forme est donc bien positive dans ).

3) Si l'on retreint cette fonction C°° & une droite complexe, la restriction & cette
droite complexe se présente sous la forme log || ||, ot f = (f1, ..., far) est un vecteur
de fonctions holomorphes en une variable sans zéros communs. D’apreés la question
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2, c’est une fonction C'°° de laplacien positif ou nul. C’est donc une fonction sous-
harmonique. La fonction log ||[F'||? (qui est continue dans U) satisfait (d’apres la for-
mule de Green) la propriété de la sous-moyenne en tout point de U. Elle est donc
pluri-sous-harmonique dans U.

4) Dans lintersection des deux ouverts de carte Uj, := {[z0 : - : 2zn]; 2, # 0} et
Uj, = {20t zn]; 25, # 0}, 0 < jo < j1 < n, les deux déterminations de cette
(1,1)-forme w, different de dd°log |z;,/z;,|*>. Or, si f est une fonction holomorphe
dans un ouvert  de C", dd®log|f|?> = dd®log(f x f) = (i/(27))d(0f/f) = 0 (on
retrouve la le principe du role < fantéome > des coordonnées complexes locales anti-
holomorphes Zi, ..., Z, en géométrie complexe, leitmotif de ce cours). On a donc, en
revenant aux coordonnées affines (1, (2 (dans un ouvert de C"), dd®log |z, /2, |* =0
dans Uj, NUj,. La forme w,, est donc bien globalement définie.

5) En coordonnées locales (1 = z1/z0, ..., (n = 2zn /20 dans 'ouvert Uy, on a

c 2 _i Z;'Z:led@
ddtog(1-+ 1) = 520 ()
d¢y A di; - o
_i(zzajzl Ce N dG; - (Zz_lgedg)/\(zj_lcj'dgj))
2 (T ) T+ P
On a ainsi
) = I G |
M= P T e SIS EE

L’inégalité de Cauchy-Schwarz montre que la matrice dont les h;j sont les entrées
est hermitienne positive (de plus non dégénérée). On induit bien ainsi une métrique
hermitienne sur C". Ce que 'on a fait pour la carte Uy se repete (vu la symétrie
de Pexpresion de wy, en les coordonnées homogeénes) dans une carte U; (j =0, ...,n)
quelconque de I’atlas.
6) On a
1 d¢AdC 1 rdrdf

T2 L+ 1CP2 T T (1+r2)
(en coordonnées polaires). L’intégration en coordonnées polaires sur ]0, +o00[X [0, 27]
donne immédiatement que l'intégrale sur C de w; vaut 1. Comme la mesure de Le-
besgue de {[20 : 21]; 20} est nulle dans P!(C) (il s’agit d’un point, le point & 'infini),
I'intégrale de wy sur P*(C) vaut 1.
7) La formule & établir résulte d’un calcul immédiat. Sil’on exprime la forme obtenue
en coordonnées polaires (71,61, ...,7n,0,), on trouve :

n!
(2m)" (1 + r2)ntl |

(dr? A db;).
=1

On remarque (par exemple par récurrence) que

n'/ duy ...du, _1
ool (L oottt
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Ceci prouve que l'intégrale sur P*(C) de w’" (qui est une forme volume) vaut 1
puisque 'hyperplan a Uinfini P*(C) \ Uy est de mesure de Lebesgue n-dimensionnelle
nulle dans P™(C).

Remarque. On aurait pu dans cette question utiliser les relations établis dans ’exem-
ple 1.1 reliant la forme volume w)” dans P"(C) & la forme de Bochner-Martinelli
dans C"*!; le recours par exemple & la relation (1.5) aurait permis une preuve plus
conceptuelle du fait que w/\" est bien une forme volume normalisée sur P*(C).

Corrigé de ’exercice 3.2.
1) On peut exprimer f sous la forme f =5, u Py ou Py, est une fonction polynomiale
homogene de degré k, la série (Pr)i>, étant normalement convergente dans un voisi-
nage de l'origine dans C™ ; ceci résulte de la formule de Taylor. Soit v, = (Yn,15 s Ynn)
un vecteur de C™ \ {(0, ...,0) tel que P,(v,) # 0 (il existe au moins un tel vecteur du
fait que P, # 0 et 'on peut méme choisir ce vecteur v, génériquement dans C™). On
peut (toujours génériquement) choisir des vecteurs 71, ..., 7,—1 de C" de maniere a ce
que det(y1, ..., v,) # 0 d’apres le théoreme de la base incomplete. Si A est la matrice
dont les vecteurs-colonnes sont, dans cet ordre, les vecteurs 7y, ..., y,, on a
m
Pu(Aw) = Py(yn) wh + > Puj(wi, oy 1) wh ™,
j=1
ou P, ; est un polynéme homogene de degré j.
Soit g 1w+ f(Aw);ona g€ Ocno. Comme f =37, Pjetque Py est homogene
de degré k, on peut écrire au voisinage de @ = 0 (dans C)

90, 0,) = Py () (@ + o(")).
1l existe donc r,, > 0 tel que ¢ — ¢(0, ..., 0, ) soit holomorphe au voisinage du disque
fermé D(0,r,) et que 0 soit le seul zéro de cette fonction dans ce disque.
D’apres le théoréme de Rouché?!, si ry > 0,...,7,_1 > 0 sont tels que
max |g(wy, ..., wp—1,@) — g(0,...,0,@)| < min |g(0,...,0,) =n >0

|w|=ry |w|=rn
des que |wi| < 71,y ey [Wno1] < Tp—1,
la fonction holomorphe

@ — g(w', @) (u/ = (wy, ...,wn,l))

(out |wi| < 71,y |Wn—1] < Th_1) & exactement p zéros f{u,], ...,f{f,] (répétés ici avec
leur multiplicités §’ils s’aveérent zéros multiples) dans D(0,r,), aucun de ces zéros ne

1. Ce théoréme est avant tout un théoreme topologique que I’on peut illustrer de maniere concrete
ainsi (suivant George Polya) : Soit un maitre promenant son chien au bout d’une laisse autour d’un
rond-point de rayon r qu’il n’est pas autorisé & piétiner (la longueur ¢ de la laisse tendue étant
strictement inférieure au rayon r du rond-point) ; si le maitre et son chien, initialement positionnés
respectivement en des points Posmaitre €t POSchien S€ retrouvent, apres s’étre déplacés continuement,
respectivement aux mémes points Posyaitre €6 PoSchien, ils ont nécessairement effectué tous les deux
le méme nombre de tours (compté algébriquement, une fois le plan orienté trigonométriquement
comme d’habitude) autour du centre du rond-point. Ce résultat géométrique, en apparence tout-a-
fait naturel et intuitif, n’en implique pas moins le théoréme de d’Alembert, théoréme fondamental de
I’algebre. C’est donc en fait un résultat capital en topologie et en analyse complexe d’une variable.
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se situant sur le bord de ce disque fermé. Les sommes de Newton

"
Nk
Splw'] = Z(dy]) . k=1,...u
=1
de ces racines s’expriment grace au théoréme des résidus (on note ici 7, le chemin
paramétré v, :t € [0,1] — r,e?™)

1 0 dw
Sl = 5= [ 7 G ) s (] < e o] < 7).
Yr

~ 2 Ow g(w', @)

Le théoreme (de Lebesgue wvia convergence dominée) d’holomorphie des intégrales
dépendant de n — 1 parametres complexes (la dépendance de 'intégrant étant holo-
morphe en ces parameétres) assure que les fonctions

(Wi, ey wp—1) — Sg[w'], k=1,..,u,
sont holomorphes dans le polydisque {|w;| <r;;j=1,...,n—1}. Il en est de méme
des k fonctions symétriques élémentaires w' — o[w'] (k = 1,...,u) des racines fz[f]/

(¢ =1,...,u) puisque 'on sait que ces fonctions oy, s’expriment a partir des Sy, gréace
aux relations de Newton :

o1 =281, 82 =0 =8, + 209, etc.

On pose & (w') = (—1)%og[w’] pour £ = 1,...,u et on introduit la fonction = holo-
morphe dans le polydisque D(0,7r1) X --- x D(0,r,) :

o
E (W, wn) = (W wy) — wh + Z{g(w')wﬁ%.
=1
Pour chaque w" dans D(0,71) x -+ x D(0,7,_1), la fonction
g(w',wn)

wy € D(0,7r),) — =
" (0,7n) E(w', wy)
est une fonction holomorphe ne s’annulant pas dans D(0,,,).

Le principe du maximum assure aussi que la fonction

/
/ g(w', wy,)
W' wy) —r ——%
(w’, wn) E(w’, wy)
est localement bornée dans le polydisque D(0,7r1) X --- x D(0,7,). Le théoreme de
Riemann (assurant que les singularités isolées d’une fonction holomorphe borné dans

un ouvert de C sont éliminables) entraine que
(W', wy) — f(w'w,) /2w, wy,)

se prolonge a tout le polydisque D(0,r1) X --- x D(0,r,) en une fonction localement
bornée et séparément holomorphe en chaque variable wy, ..., w,,. C’est donc une fonc-
tion holomorphe en (w, .., w,) dans le polydisque. De plus, cette fonction, on I’a vu,
ne s’annule pas dans ce polydisque. C’est la fonction w — u(w) que I'on souhaitait
faire apparaitre. On a bien la factorisation f(Aw) = u(w)ZE(w’,w) voulue au voisi-
nage de 'origine dans C".

La valuation de & en 0 est au moins égale & ¢ puisque celle de f (donc de w — f(Aw))
en (0,...,0) vaut exactement f.
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2) Comme f est supposé irréductible dans Ocz o, w = f(Aw) I'est aussi dans Ocx o
et le polynoéme
o
P(X)=X"+> &X' € Ogur o[X]
=1 v

est par conséquent irréductible dans M(Cn/—l olX], on Men-1 4 (M pour < méro-
morphe ) désigne le corps des fractions de ’anneau local integre OC1L71 o- Le résultant
de Sylvester de P et P’ est donc un élément non nul § de 'anneau OCn71 o- La pro-
jection

T rw € (D(0,71) x - x D(0,7,)) N{f(Aw) = 0} — w’ € D(0,71) x -+ - x D(0,75_1)

est surjective propre du fait que f(Aw) = 0 équivaut a
o

wh + Z{g(u)’) wht =0
=1

(voir la question 1). Si d(wy) # 0, il résulte du théoreme des fonctions implicites que les
u racines de w — Z(w’, w) sont distinctes et dépendent chacune holomorphiquement
de w’ lorsque w’ est voisin de wy. La projection 7 réalise donc bien un revétement
a u feuillets, chaque feuille se présentant localement comme une variété analytique
complexe de dimension n — 1 (une < hypersurface lisse ») au voisinage d’un point
(w',wy,) tel que 6(w’) # 0. Au dessus d'un zéro wj, de §, deux au moins de ces
feuillets sont susceptibles de se rencontrer. L’ensemble 7=1({ = 0}) est dit lieu de
ramification du revétement.

Corrigé de ’exercice 3.3. On note A le sous-ensemble analytique fermé de codi-

mension k& > p tel que SuppT C A. Le sous-ensemble AS"8 est un sous-ensemble
analytique fermé de X de codimension > k 4 1. On va montrer que

SuppT € A = SuppT C A8, (%)
Si on y parvient, on aura donc en itérant :
SuppT C A C A8 C (Asi8)sine

Le support de T est ainsi contenu dans un sous-ensemble analytique fermé de codi-
mension k4 ¢, £ =0,1,2,...; comme /¢ est arbitraire, on a codim(Supp7’) = +00. On
en déduit Supp T = 0 ou encore T' = 0. Montrons donc (*). On doit montrer que T est
identiquement nul au voisinage de tout point régulier a de A; au voisinage d’un tel
point (A est une variété analytique complexe de dimension complexe k au voisinage
d’un tel point), on peut supposer, quitte & bien choisir les coordonnées locales, que
A={2"€U.; 2., ="=2z,=0} Pour tout j =k+1,...,n,0on a

dz; ANdT = d[TdZJ] —z;dT (j =k+1,...,n).

Comme T et dT sont par hypotheses & coefficients-mesures et que z; (j =k+1,...,n)
est nulle sur le support de T, on a

dz NT =0, j=k+1,..,n
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au voisinage de a. Si
¢ = Z Z o, dzp Ndzy
#I'=n—p#J'=n—q
est une (n — p,n — p)-forme au voisinage de a, on a
(Too)= >, > / T A dzp Adzy.
#l'=p#J'=p” ¥
Commre la longueur de chaque dzy est égale a n — p et que k > p, un des dz; (pour

Jj=k+1,..,n, par exemple dz;,,) doit étre présent dans un dz; de longueur n —p
(comme forme différentielle) ; la contribution de chaque terme

/T/\dZ[//\dZJ/
X

est donc nulle car T'Adz;,, = 0. On en déduit que T' = 0 au voisinage de a. Le support
de T évite donc tous les points réguliers de A ; on a donc
Supp T C Asing,

On conclut donc, comme on ’a vu, puisque ceci s’itere, que T = 0.
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