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Aspects opérationnels de la théorie des
résidus hors du cadre intersection complete

Alain Yger
This paper is dedicated to Francois Norguet.

ABSTRACT. In this survey paper, some aspects of the role played by analytic
tools in multidimensional residue theory are presented. The methods lie on
the analytic interpretation of the classical Transformation Law in operational
residue calculus; they extend to non-complete intersection situations. Some
applications to global results (in the spirit of Abel, Lagrange, Jacobi) or local
ones (in the spirit of Scheja-Storch and Briangon-Skoda), valid in characteristic
zero, are given.

INTRODUCTION

Les deux approches algébriques formelles de la notion de résidu, toutes les deux
indépendantes de la théorie de la dualité globale introduite par A. Grothendieck et
développée par exemple dans [Hal, sont d’une part celle proposée par J. Lipman
et R. Hiibl (reposant sur 'homologie de Hochschild, voir [Hu], [Li]), et d’autre
part celle proposée par Scheja-Storch [ScS] (voir aussi [Ku]), basée sur la théorie
des algebres de Gorenstein. De par la souplesse des outils qu’elle utilise, 'analyse
peut servir, tout au moins temporairement, de guide pour faire surgir de nouvelles
idées, méme si le cadre dans lequel on se place se trouve restreint par le fait que bien
souvent la possibilité de résoudre les singularités y joue un role essentiel. C’est dans
cet esprit que se situent les idées analytiques proposées originellement dans [BY1],
[BY2], puis retranscrites sous un angle plus algébrique dans [BY 3], pour rendre
explicite le Nullstellensatz effectif ([Br], [Kol], [Ko2], [ELa]). Il se trouve que
Pune des régles majeures du calcul résiduel, & savoir la Loi de Transformation (qui,
suivant le point de vue développé dans [ScS] et [Ku], apparait comme un avatar du
résultat d’algebre linéaire qu’est le théoreme de Wiebe, voir par exemple le travail
de synthese [EIM]), se démontre de maniére quasiment immédiate dans le cadre
analytique en utilisant la souplesse de 1’éventail que forment les représentations
intégrales du type Bochner-Martinelli. On sait en effet, si (hy, ..., h,) est une suite
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réguliere dans I’anneau local ,,O des germes a 'origine des fonctions holomorphes
de n variables, que, pour tout hg € ,O,

hod¢y /\"'/\an] _ S k-1
0.1 R — ho( S(=1 dsy ) A dC,
(0.1) €5 Y /||<||—r o( (=1)" sk S[k])

hi,...,h
1 s In b1
oules hj, j =0,...,n, ont été relevés en des représentants au voisinage de la boule
fermée de C™ de centre 0 et de rayon 7, et s = (s1,...,8,) est un systéme de

fonctions de classe C! au voisinage de {||¢|| = 7} tel que

< 5(0), h(¢) >=

J

n
s;(Oh;(C) =1

=1

dans ce voisinage (on a noté =, la constante (—1)™("=1/2(n —1)!/(2im)™ et dsp) =

N ds;, k=1,...,n). Ainsi, si (f1,...,fn) et (g1,...,9n) sont deux systemes de

j#k

germes de fonctions holomorphes de n variables définissant tous les deux des suites

régulieres dans 'anneau local ,O et reliés par une identité matricielle g = Af, on A

est une matrice & coefficients dans , O dont A? désignera la transposée, on retrouve

(voir [BoH1]), en remarquant que

< 8,9 >=<s5,Af >=< A's, f >
et en utilisant (0.1), la loi de transformation

hodcl/\-n/\dgn] e [hodetAdQ/\---/\an
fla"'afn gi1s5---39n

on obtient aussi de cette maniere, au prix d’un travail supplémentaire basé sur
I'utilisation des formules intégrales d’Andreotti-Norguet au lieu de celles du type
Bochner-Martinelli, les versions généralisées de cette loi de transformation pro-
posées par Kytmanov [Kyt], versions qui correspondent a la transcription, en ter-
mes de calcul résiduel, de la régle de Leibnitz (ou “chain rule”) du calcul différentiel.
Ce que nous souhaitons introduire ici, a travers la théorie des courants, est une
présentation “infinitésimale” de ces formules intégrales, qui nous permettra de
nous affranchir dans nos constructions de 1’hypothese de régularité portant sur
la suite (f1,..., fn) & laquelle est attaché 1'objet résidu (hypothese capitale dans
toutes les réalisations algébriques effectives de la dualité). Il apparaitra alors que la
non-validité de la loi de transformation présentera malgré tout un certain nombre
d’avantages, dans la mesure ou l'on pourra profiter du changement de section s
pour fabriquer diverses formules de représentation intégrale faisant intervenir ces
nouveaux courants résiduels. Nous donnerons certaines applications typiques de
ce type de phénomene, les unes d’inspiration géométrique, les autres d’application
algébrique, & travers des résultats récents issus de [VY] et de [BY4] qui mériteraient
a notre avis d’étre mieux compris dans ce qui devrait étre leur cadre naturel, a savoir
le cadre géométrique pour les uns ou le cadre algébrique pour les autres. L’objectif
de cet exposé est de présenter un certain nombre d’objets, tous issus d’un regard an-
alytique, mais qui nous paraissent de nature a pouvoir jouer un réle dans I'optique
d’une réalisation effective de la dualité hors du cadre des suites quasi-régulieres (ou
définissant une “intersection complete” si 'on pense en termes géométriques), seul
cadre ou jusqu’a ce jour, la théorie algébrique ou analytique des résidus s’avere un
outil performant du point de vue opérationnel. Ce texte correspond pour ’essentiel

Res

b
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a une conférence donnée dans le cadre du colloque de Géométrie Analytique Com-
plexe organisé par F. Norguet et S. Ofman a 1'’Université Paris 7 en Juin 1998.
C’est avec beaucoup de plaisir que je tiens a remercier les organisateurs de cette
conférence pour leur gentillesse et ’excellente atmosphere qui, en plein Mondial, a
prévalu tout au long de ces journées.

1. De nouvelles familles de courants résiduels

Dans ce paragraphe, nous nous intéresserons a une famille finie de fonctions
holomorphes (de n variables), f1,..., fi, dans un ouvert U de C™. C’est & cette
famille que nous allons attacher un éventail de courants que I'on pourrait qualifier
de “résiduels”. Notons que les objets que nous allons introduire sont associés a
la famille de fonctions (et & I'idéal I(f1,..., fm) qu'elles engendrent dans anneau
des fonctions holomorphes dans U) et non, comme c’est le cas dans les approches
développées par Coleff-Herrera [CoH], puis par Dickenstein-Sessa [DiS], aux objets
géométriques correspondants (disons les hypersurfaces réduites Y correspondant
ensemblistement aux sous-ensembles analytiques {f; = 0} de U). En ce sens, notre
approche est plus proche de celle de Passare [P] et de Tsikh [T.

La famille f := (f1,..., fm) étant donnée, nous serons appelés & la “pondérer” de

maniere algébrique et géométrique. La pondération algébrique consiste en la donnée

d’un m-uplet (p1,...,pmn) d’entiers positifs ou nuls. S’il est vrai que la relation
1.1 Res m = Res

( ) f1+17--.,f5{”+1 fh”’,fm

est une propriété fondamentale du calcul résiduel lorsque m < n et (f1,..., fm)

définissent une intersection complete dans U (auquel cas, 1’égalité (1.1) est pensée
comme une identité entre (0, m)-courants dans U et n’est que la traduction analy-
tique dans un cas particulier de la loi de transformation), il n’en est certainement
plus de méme lorsque les f; ne définissent plus une intersection complete dans U.
Il est alors naturel d’introduire ce que nous appellerons une pondération algébrique
des f; par des exposants p; pour construire des courants résiduels en s’inspirant
de la représentation du courant résiduel dans le cas intersection complete sous la
forme du membre de gauche de (1.1). Venons en maintenant & la pondération
“géométrique”. Notre objectif ultérieur est de considérer U comme un ouvert de
carte d’une variété analytique complexe de dimension n et les f; comme les sections
globales de fibrés en droites sur lesquels on considerera des métriques. Il est donc
naturel de s’inspirer de la formule classique résultant du théoréme d’isomorphisme
de Dolbeault,

m

. k— —pr+1 =, oFpPi+1
113%%/ . f”(Z(—l) Yor e N\ O )) Ao
e-be {Z P21 5173 :6} k=1 £k

j=1
valable toujours lorsque m < n, les f; définissant une intersection complete, ¢ étant
une (n,n —m) forme test J-fermée au voisinage de V(f) := {f1 = -+ = fm = 0},
et les p; désignant des fonctions de classe C'! et & valeurs strictement positives dans
U, pour envisager une pondération géométrique des f; correspondant a la donnée
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d’un m-uplet (p1,...,pm) de fonctions réelles analytiques dans U, prenant toutes
leurs valeurs dans ]0,00[. On a de plus utilisé les notations abrégées

PP

Cette pondération nous permettra de construire des courants résiduels en nous
inspirant de la représentation du courant résiduel dans le cas intersection complete
que donne le second membre de (1.2).

Le systeme de fonctions holomorphes (f1,..., fm) ayant été fixé, ainsi que les
pondérations algébrique p = (p1,...,pm) et géométrique p = (p1,...,pm), NOUS
sommes en mesure de définir nos courants résiduels. La construction est présentée
dans [PTY] (sans pondération), puis dans [BY4] (avec pondération, ce qui n’affecte
en fait que peu la preuve de l'existence des limites). A chaque sous-famille 7 :=
{#1,...,ir} constituée de r éléments distincts de {1,...,m}, on associe un (0,7)
courant dans U défini par

p,p

@
(1.3) @ € D NUY = Res | fiys---, fi, = 7[0:]o,
f

avec

r

r — i, +1 A = —Ppi; +1
/ 17120 B0e 1712, A 22( S0 T A B E ) e,

k=1 t
i

ou la notation [0,]y signifie que O est une fonction méromorphe du paramétre
complexe A, sans poéle a l'origine, de valeur en A\ = 0 précisément la quantité notée
[@)\]0, et

”f”pp Zp]|fj‘2(pj+1 fz’ fpll fpW .
j=1
Notons que ce courant-et c’est d’ailleurs la raison pour laquelle nous avons con-
servé la notation de symbole résiduel familiere aux algébristes- dépend de maniere
alternée de l'ordre des éléments de Z. Il s’avere que la fonction méromorphe
du parametre A figurant au second membre de (1.3) a tous ses poles rationnels
strictement négatifs et est a décroissance rapide uniforme sur toute bande verti-
cale Re A\ € [a, §] du plan complexe. On peut donc, en utilisant I'inversion de la
transformation de Mellin, préférer a ’approche (1.3) ’approche plus directe

PP
¥
Res | fiy,- s fi, =
f
(14) . Yr T i iy +1
a2 [ (e AR NSRE ) s
p.p= € k=1

L;ék
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ou encore, au prix de I'utilisation d’un théoreme Taubérien élémentaire, 'approche
(1.5)

pp
¥

Res | fi,,---) fir =
f

T T

B, A £ SR T A BT )

= lim r 7'/ = e A
e T Sy 112, (12, + )+ v

Les propriétés de ces courants ont été dégagées dans [PTY]; ils sont non triviaux
seulement dans le cas ott d < r < min(n,m), ou d désigne la codimension de
lensemble analytique V(f) = {f1 = -+ = fm = 0} par lequel ils sont d’ailleurs
tous supportés. On a d’autre part

EQO p,p
(16) Res fil, ceay f,'r =0

f

pour toute forme test ¢ € D" "(U) et toute fonction h holomorphe dans U et
s’annulant sur V(f). On a enfin (et ce point est plus mystérieux)

he P.p
(1.7) Res | fiys--s fi, =0

f

pour toute forme test ¢ € D™~ 7(U) et toute fonction h holomorphe dans U telle
que l’'on ait, au voisinage de tout point de V' (f), une inégalité

m

(1.8) |f2h| < C(Z |fj|2(pj+1))% ,
j=1

ou encore, de maniere plus algébrique, lorsque le germe de fh en un point quel-
conque z de V(f) appartient & la cloture intégrale (dans 'anneau des germes de
fonctions holomorphes en z) de la puissance ™ de 'idéal engendré par les germes
des ff‘jﬂ, j=1,...,m. Enfin, dans le cas m < n et ol les f; définissent une inter-
section complete, le seul courant non trivial (au signe pres) de la famille de courants
ainsi construite (en l'occurence le (0,m) courant correspondant a l’ensemble 7 =
{1,...,m}) ne dépend ni de p, ni du choix de p et coincide avec le courant résidu
m

A 9(1/f;) initialement construit par Coleff-Herrera. Si Coleff et Herrera ont aussi
j=1

envisagé dans [CoH]|, comme Passare ultérieurement [P], le cas non-intersection
complete, les objets introduits ci dessus ont le mérite, par rapport a ceux proposés
dans ces travaux antérieurs, d’étre portés par I’ensemble V(f) et de dépendre de
maniere alternée de 'ordre dans lequel on prend les éléments extraits de la col-
lection (f1,..., fm) qui ont servi & les construire. Leur définition, via des ver-
sions infinitésimales des formules de représentation intégrale du type Bochner-
Martinelli ou Andreotti-Norguet est assez naturelle, dans la mesure ou c’est, on
I’'a vu, le changement de section dans de telles formules qui conditionne la loi
de transformation et ses variantes dans le cas intersection complete. La liste de
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ces courants, lorsque le choix du paquet de fonctions extrait varie ainsi que les
pondérations algébriques et géométriques, devrait rendre compte de propriétés de

nature algébrique ou géométrique de 'idéal (f1,..., fm).
On vérifie immédiatement que, si p et p sont deux pondérations algébriques telles
que 0 <p; <pj, j=1,...,m, alors, on a les égalités:
pi i, P=D:p ,
() ffn g .0 1
N i _ Piq —Pi i " Pip
(1.9)  Res | gpa® . ppett =Res | fio 7 0
frtl fpptl
pour toute sous famille d’indices {i1,...,4,} de {1,...,m}.
Il s’averera important pour la suite d’enrichir notre collection de courants résiduels
en introduisant un second mécanisme de pondération algébrique ¢ = (q1,. .-, Gm)
(permettant cette fois ’exploration des idéaux ( f1+1, ey fItL) g € N™) et, pour
ce faire, d’introduire les courants résiduels définis comme suit: si Z = {iy,...,i.} est
toujours un sous-ensemble de {1,...,m}, pour toute forme test ¢ de type (n,n—r),
on pose
(1.10)
P.2:p
gl+r—DI(-1)"=
Res iy fi = - X
Jiu Jir q'(2im)"
f
lim L ( 2|f|2p7)qu<zr:(_1)k71 2 TI%,;H /T\ 5( ZTPil+1)) A
e—0t ET'H(]l 1712 =e p z pik’ K pil 2/ P
PP k=1 =1
I#£k
ou
m m
lal = a5 ¢ =[] !
j=1 j=1
et

m
- 2q; | 2p;95 |79
ELAPPH =TT o 157 15"
j=1

Ces courants dépendent de maniere alternée de 'ordre des ig, et sont toujours
annulés (en tant que courants) par toute fonction antiholomorphe dans U s’annulant
sur I'ensemble V(f) des zéros communs des f;. Le courant correspondant au sous
ensemble d’indices 7 est annulé, quant a lui, par toute fonction holomorphe A
satisfaisant au voisinage de V(f) une inégalité

r+lq|

(1.11) | [P fhmam fo P ) < C(Z |fj|2(pj+1)> :

j=1

L’existence de ces courants se prouve exactement comme celle des courants corre-
spondant a la pondération ¢ = 0. Dans le cas ou m < n et f1,..., f,,, définissent
une suite réguliere, ces courants sont nuls lorsque Z est différent du sous ensemble
{1,...,m} et Pon a, comme conséquence des formules de représentation intégrale
d’Andreotti-Norguet et de la méthode de tranchage proposée dans [PTY], section
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4, le résultat suivant: pour tout ¢ € D" ~™(U),

P,q,p
m
¥ 1

Res fl,..f.,fm =<]/=\1ﬁj+w%">'

Ceci justifie notre affirmation précédente, selon laquelle la pondération ¢ correspond

a une hiérarchie “verticale” dans 1’échelle des idéaux engendrés par les puissances

des f;, tandis que la pondération p correspond, elle, a une exploration “horizon-

tale” (& niveau g fixé) de 1’éventail de courants associé au systeme de générateurs
q1+1 1

(fl 7"'7f7€7,m+ )’qum

2. Courants résiduels et courants trace.

Une des formules clef de la théorie du potentiel en plusieurs variables complexes
est la formule de Lelong; si m < n et fi,..., fn sont m fonctions de n variables
définissant une intersection complete dans un ouvert U de C", on a

(2.1) (dd®log(|f1* + -+ | fml)™ = [V ()],

ou [V (f)] désigne le courant d’intégration (avec multiplicités) sur le cycle intersec-
tion des cycles Z;, j = 1,...,m, associés aux idéaux principaux (f;), 7 =1,...,m,
et le produit de courants est défini suivant un principe itératif basé sur 'intégration
par parties et sur le fait que log(|f1|*> + -+ + |fm|?) est une fonction plurisoushar-
monique. Si les f; ne définissent plus une intersection compléte, mais un sous
ensemble analytique de U de codimension pure 1 < d < n, on peut toujours définir
suivant le méme principe les puissances successives de dd®log(|f1]? + -+ + |fm]?),
en particulier le courant positif

[(frs-- s f)la = (dd®log(| fi* + - | fu|*)?-

Ce courant s’avere étre un courant “diffus” qui n’est plus supporté par ’ensemble
analytique V(f) (voir par exemple [BT] pour quelques exemples).

Il se trouve que I'idée qui consiste & approcher les courants résiduels ou les courants
d’intégration via le prolongement analytique (comme le suggérait Gelfand) peut
permettre de corriger un tant soit peu ce probleme. On commence par remarquer,

toujours lorsque m < n et fi,..., f,, définissent une intersection complete dans U,
que, si [[f[ = [A + -+ [ fm]?,
m(m—1)
1 = m (=1)" =z ml\ Py
B 2291 2) _ 2mOA=1GF A df |
(500171010811 £1%) G M1 Fndf

m
oudf := A df;. Ainsi, comme cela était prévisible,
j=1

l(;ra(ufnwalog ||f||2))m] . 5% =L,

ott d(1/f) désigne le courant résidu relatif & fi,..., f, (pris dans cette ordre) et
Pon retrouve donc de maniere approchée la formule de Lelong (2.1). Si maintenant,
on ne suppose plus, ni que m < n, ni que fi,..., f;, définissent une intersection
complete, on remarque que, pour tout r entre 1 et min(m, n), pour tout choix p et
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p de pondérations algébrique et géométrique comme dans la section précédente, on
a

@2) (5007008 713,) =

)+ Al fIZ B

p.p7

ol A](gr,), et B,() ,)) sont des formes dépendant des f; et régulieres hors de V(f). Mieux,
on vérifie au prix d’un calcul aisé en suivant le prolongement analytique de I'identité
(2.2) en fonction du parametre A, que

(2.3)

r p,p
A DS (Hpu“)ReS (f>fA ’

1<iy<-<ip<m  1=1 7

Pégalité (2.3) étant entendue comme une égalité au sens des courants. D’autre part,
le coefficient constant dans le développement de

A (1130 48))

au voisinage de A = 0 est un certain courant (diffus dans U cette fois) que nous
noterons

(17152 48) -

) =0 lorsque m < n indépendamment du choix des pondérations p

Notons que AI(:;,
et p.
Les courants qui semblent appelés a jouer le réle du courant d’intégration une
fois introduites les pondérations algébriques et géométriques p et p sont donc les
courants définis, pour tout r entre codim V(f) et min(m,n), par
(2.4)

V(HOIR? =

. (Aar)ne]”
B (p1+1)"1'(pm+1) > (H(pile)) Res lf;,...,fu '

1<ip<-<ip<m  1=1 f

Ce courant [V (f)]2* est un courant de type (r, r); sa construction dépend du choix
des pondérations p et p choisies. Nous renvoyons & [BY4] pour une preuve détaillée
du résultat crucial suivant

THEOREME 2.1. Les courants [V (f)|2F définis par les formules (2.4) pour r
entre la codimension de 'ensemble analytique V(f) et min(m,n), sont tous des
courants positifs O— et O-fermés. Ce sont ces courants que l’on appellera courants-
trace relativement au choiz des pondérations géométriques p et p. Sim < n et
fi,-- -y fm définissent une intersection complete dans U, alors, il n'y a qu’un seul
courant trace, celui correspondant a r = m; c’est le courant d’intégration avec
multiplicités [V (f)] et il est en particulier indépendant des pondérations p et p.

ESQUISSE DE PREUVE. La preuve de ce résultat, qui se fait dans un premier
temps lorsque les p; sont des constantes, fait apparaitre diverses expressions pour
Pexpression de I’action du courant [V (f)]2”, toutes basées sur I'utilisation de 'une
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des formules (1.3), (1.4) ou (1.5). Par exemple, on a, pour toute forme test de type
(n—r,n—1),

(2.5)
)\(T — 1)' 22\ a”f“pp a”fHZDP )
< [V(NOIRP e >= 7/ f A NN
V() [ (2im)" U” [ 112, 1712, Fopop o
. M/ 2 A
= Gimey ufn;ip:eaHpr’p Yo

. (r=1) / A2 (r)
i ! ] AE A
€ I’I(I;L (22 z€)r Hf“g./? € ”pr’p hoe

! /anfn;pwwnf,p A g,
U

m . fp.p A
=0t (2im)" I£115,( + )

(I)('T) - = 1 Z [\ plz+1 /\a( fplerl)

Ip.p
(pr +1) 1<ii<<ip_1<m

fe=E

r—1
T 1 i +1
v s Y A i 7o (o 120
(pr + 1) 1<ia<<ip_1<m I=1

s

1

Les diverses formules (2.5) permettent de vérifier immédiatement la positivité du
courant (gréace a la quatrieme de ces formules) et le fait qu’il soit O-fermé (suivant
la seconde) et O-fermé (suivant la troisieme). Notons aussi que les formules (2.5)
induisent immédiatement les relations

P _ [V( {71+17 o fﬁ{n-i-l)]g,p
Ve = WU S

ce qui ramene tous les calculs au cas p = 0. O

Si les calculs de ces courants-trace s’averent tres difficiles en général, nous donnerons
ici un exemple simple ou ces calculs peuvent étre menés a bien lorsque m =17 <n
et-pour simplifier-les p; toutes égales & 1 (ce qui signifie que I'on ne prend pas en
compte de pondération géométrique). Il n’y a dans ce cas, la pondération algébrique
p=(p1,--.,pm) étant donnée, qu'un seul courant résiduel (que nous noterons TP?)

m
de type (0,m) relié au courant d’intégration [V (f)]?, par la formule de factorisation

VNG =Th A df

ou df =dfy A--- ANdf,,. Nous allons voir, lorsque m = n, que le calcul de I’action
de TP, donc aussi celle de [V(f)]2, peut s’approcher par des calculs de pseudo-
intégrales de Mellin-Barnes en plusieurs variables, suivant une idée due a M. Passare
et A. Tsikh. Ce courant est aisé & calculer, en utilisant la proposition 3.1 de [PTY],
lorsque m = n et les f; sont des monomes, i.e

[ =¢ g, =1,
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Dans ce cas, on remarque que

< [V(H)%, ¢ >
(141 (pn+1)’

<V ¢ >=

- i+1 . . .
ou f; = f]’.’9+ . Soit K, le cone réel

n

K, :={z €R™Y (pj+ Dajea; >0, k=1,...,n}.
j=1

Lorsque p est tel que K,N{x € R", z1+---+x, <0} = {0} (et 'on peut toujours
choisir la pondération algébrique pour qu’il en soit ainsi lorsque Ky est un cone
strict), on trouve, d’apres le résultat de la proposition 3.1 de [PTY],

< V(N5 o >= [ detlaji]] ¢(0).

Dans les autres cas, le courant [V'(f)]E est soit le courant nul, lorsque p est tel que
K,n{z € R", 21+ - -+, < 0} est un coéne de dimension n), soit un courant
a densité supporté par les axes, mais non concentré a l’origine, sinon (il faut alors
discuter suivant la codimension dans R du céne K,N{z € R", z1+---+z, < 0}).
Le courant peut en tout cas étre totalement explicité en utilisant la formule donnée
dans I’énoncé de la Proposition 3.1 de [PTY].

3. Formules intégrales de type Cauchy-Weil.

Dans cette section, nous considérons toujours m fonctions holomorphes de n
variables complexes, f1,. .., fm, dans un ouvert U de C", ainsi qu’un choix (p, p) de
pondérations algébriques et géométriques. Considérons, dans U x C™ (les variables
étant dénotées C1,...,Cny Y1, ---5Ym), la (1,0) forme différentielle

m

Qp.pr =1 f(C ||p Z (Q)dy;

associée au parametre complexe pour l'instant arbitraire A. Un calcul algébrique
formel facile nous montre que, pour tout entier r € {1, ..., min(m,n)},

OQpp )" = 11202 [(0Qp.p0)" + ArDIog IF12,, A Qppo A (Qpp0) "]

et que

Qppo N (OQp o) = (1) T (r = DU IFOl,,

r

(3.1) » Z ( (—1)F1p2 kapzk /\8 ”f“m,ﬂ )/\(/T\dyk).
k=1

1<iy<-<ip<m k=1

l;ék

La formule de Cauchy-Weil dans le cas classique ou f1, ..., f,, définissent une suite
réguliere dans ’anneau local ,O s’énonce de la maniere suivante: pour tout h € ,,O,
on a le développement suivant (convergent dans O,,)

I R i T LI

gEN™
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ot les gj;, 1 < 7,1 < n, sont des diviseurs de Oka-Hefer, c’est & dire des germes &
Porigine de fonctions holomorphes en 2n variables z, { tels que

(3.3) Fi() = 1= guz 0 —G0), j=1,...,n
=1

au voisinage de l'origine. Une forme faible de cette formule (on ne retient que la
convergence en termes de série formelle et non la convergence dans ,,O) consiste &
dire que pour tout h € ,O, pour tout N € N,

h(¢) det[g;i (-, O))dCy A -+ AdGp
3.4 h = Res O @ fan
(34 2 R PR
q€{0,...,N}
modulo ( 1N R N+ Cest sous cette forme que nous allons proposer une ver-
sion plus générale de la formule de Cauchy-Weil, lorsque les germes f;, j = 1,...,m,

ne définissent plus une suite réguliére dans , O, ni méme (comme c’est le cas dans les
formules de représentation proposées dans [Har]), un germe d’application propre.

Nous considérons ici m germes de fonctions holomorphes f1,..., f,, en n variables
(que nous supposerons relevés en des représentants dans une boule B, (0, R)). Pour
la commodité des formules que nous écrirons ci dessous, nous supposerons dans un
premier temps que m < n, ce qui n’est pas restrictif, puisque nous pouvons toujours
ajouter des variables “muettes” n’intervenant pas dans l’expression des f;. Nous
associerons aux f; des systémes de diviseurs de Oka-Hefer (g;;);, 7 = 1,...,m, et
nous conviendrons de noter

Gi(2,0) :=>_ gin(z,0d¢, j=1,...,m.
k=1

Nous supposerons que fi, ..., f,, définissent un ensemble analytique V' (f) de codi-
mension d (non nécessairement de codimension pure, la codimension étant en-
tendue comme n moins la dimension maximale des composantes) et que les con-
stantes strictement positives R’ et R” sont choisies de maniere & ce que le produit
A := B,,_4(0,R") x By4(0, R") soit d’adhérence incluse dans B, (0, R), et tel que
la restriction de la projection (¢',¢"”) — ¢" & Bn,—4(0,R’) x By(0,R") soit une
application propre. On suppose de plus

0.

(3.5) [Bn_d(o, R') x 8B40, R")} NV (f)

Introduisons une application s des n — d variables ¢’ de classe C! au voisinage de
{II<’'|| = R’} telle que

n—d
<s(¢), ¢ >=> " 5;(¢)¢ #0
j=1
dans ce voisinage. On note
n—d
%) = ) 5i(¢)dg;
j=1
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Nous choisissons enfin une fonction ¢ de classe C*°, & support compact dans A,
identiquement égale a 1 au voisinage de 'origine, et telle que

<s(¢), ' >#0

au voisinage de Supp (d¢) NV (f) (ce qui est loisible sous ’hypothese (3.5)).

Toutes ces précisions ayant été données, nous pouvons énoncer le

THEOREME 3.1. Soient p et p des pondérations algébrique et géométrique rel-
atives au systéeme de fonctions holomorphes f1,..., fn, de n variables, avec m < n.
Pour tout h € ,O, pour tout N € N, on a
(3.6)

h(z) =

En_r((/)/\(l/;\lGil(z,O) ne

hag@/\ <S(§’),C’*Z’>H7T

N Z Z Z Hes fi1""7fi. fq(Z)

qe{0,....,N}™ r=d 1<i3<---<i.<m

f

modulo ’idéal engendré par (f ..., fN+1) avec toujours les notations standard
f4 = fr--- fam. Si maintenant on suppose m > n et lidéal (fi,..., fm) M-
primaire, ou M est l’idéal maximal de O,,, alors la formule développée de Cauchy-
Weil se lit aussi comme la suite de congruences

(3.7)

n p.q;p
h /\ Gil (Z7 C)
=1
h(z) = Z Res fiz) mod (FNFTL ... fNFL
qe{0,...,N}™ fila“'afin
1<i1 < <in <m f
et ce pour tout N dans N.
REMARQUE 3.1. Dans le cas particulier ou f1, ..., f,, définissent une intersec-

tion complete, la formule se ramene via Stokes a la liste de congruences

zn_m@')A(j?\; G;(2.0))

h(Z) = _ Z Res h@tp A <S(</),</_Z/>n—m fq(Z)
q€{0,...,N}™ {11+17 o, famtl
modulo ( 1N+1, ooy fNH1) e pour tout N dans N.

PREUVE DU THEOREME 3.1. La preuve de (3.6) (sous I’hypothése m < n)
est basée sur 'utilisation des formules de Bochner-Martinelli pondérées. On intro-
duit, A désignant un parametre complexe de partie réelle assez grande, la forme
différentielle

Q) = 1P (D2 215 1G5 (2,0))
j=1

On a alors, au voisinage de 'origine, la formule de représentation intégrale pour h
(on pourra se référer aux formules de Bochner-Martinelli pondérés introduites dans
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[Bern], en s’inspirant de la maniere dont elles sont utilisées par exemple dans la
section 5 de [DiG])

(3.8)
(2im)"h(z) =
2N 3 1P T ) s
_ TSN 2\ J=
/ﬁ(;( r >l1 R T ] "

= En—r(¢') 5 v
X Op A <s(¢), ¢ =2 >nr> A (aQA(z7<)) '

On consideére ensuite I'identité (3.8) comme une identité entre deux fonctions du
parametre A admettant toutes les deux un prolongement méromorphe dans tout le
plan complexe. En identifiant le coefficient de A° dans le développement de Laurent
du second membre de (3.8) au voisinage de 'origine avec h(z), on obtient la formule
(3.6). En ce qui concerne la preuve de (3.7), oubliant la condition m < n, on écrit
la formule de représentation compléte qui cette fois devient

(3.8")
(2im)"h(z) =
.
- _ 2 2\ J=
/m(; (M) [1 I+ 12 = ] )
o En—r(¢') = r
X 8@ A < S(<1)7C/ Y >7‘b—7‘> A\ (8QA(Z7<)) +

i p?|fj|2pj7jfj(2) N+m—n .
] (EQA(Z,C))

N+m) 22 2 J=1
h 1-— +
Jor (M [ I+ 12—

On reprend ensuite le méme raisonnement. O

REMARQUE 3.2. On peut montrer, en utilisant par exemple 1’équation fonc-
tionnelle de Bernstein (voir par exemple [Bjol] et [Bjo2])

Q(X,¢,0,9)|If

20A+1) _ 2X
p,(p ) - b(/\)”f”p,p
(b € Q[A]) qui régit le prolongement analytique de

2)

A= 11155

que le second membre de (3.6) ou (3.7) définit un développement convergent au
voisinage de l'origine. Il suffit pour cela de remarquer que, pour tout ¢ dans N™,
pour tout sous-ensemble ordonné Z = {iy,...,4,} de {1,...,m}, Paction du courant

résiduel
() p,q,p

RQS filv"'afir
!
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sur une (n,n — r) forme-test ¢ s’exprime comme la valeur en 0 de la fonction
méromorphe

r(r—1)

(g[+r-D(=1) "=
A A q!(2im)" /

)\ Tl g p,p,q(f§z)/\§07

N

ou

T

7 3 - Piy +1 - Piy 1
Opnal D) = WIFTN O, 7 (D0 AT ABE )
k=1 =
(via la transformation de Mellin dans (1.10)). On peut transformer l'expression
obtenue grace & r + |g| + 2 itérations de I’équation fonctionnelle de Bernstein et
ensuite I’estimer en module par

(gl +r—1)!

A(ps; bsr) 4

sup [ FI50FNQ) NN, ¢,0,0)[0p,,4(f3 T 0)] |

¢ESupp ¢
[Al=n

ou 711 > 0 est choisi strictement inférieur a la distance entre —1 et les autres racines
de b, Q* désigne I’adjoint de Q, et I'expression O, , ,(f;Z; ) provient de I'identité

Qpp.a([;T) N =0y pq(f;T50)dC A dC .

La convergence des développements (3.6) ou (3.7) au voisinage de 'origine résulte
de ces estimations et du fait que p est une pondération réelle analytique.

Sur le principe des formules (3.6) ou (3.7), il est possible de construire d’autres
familles de courants résiduels, générant d’autres formules de représentation du type
Cauchy-Weil développé. Par exemple, nous pouvons définir une seconde collec-
tion de symboles résiduels, indexée cette fois par les sous-ensembles ordonnés 7 de
{1,...,m}, par les éléments p € N™ et les directions ¢ €]0,+oco[™ (on oublie ici
la pondération géométrique en prenant p = 1). On définit Paction d’un (0,7) (ou
r = #7) courant en posant, ¢ désignant une forme test de type (n,n — r),

(p70) r(r—1
v (—1)%1"!
Res fivs-oos fin = -
f (2im)"
t
f2tr/\ f 2p r - - - -
. A/' ||f|| 2l A (S o+ 0T A ) A
- = A=0
ou
LT r m df
1P = HW“ |fz\2p—H|f 20wy [f] Zta ;
i=t k=1

On géneére aussi a partir de cette famille (induisant en quelque sorte une explo-
ration “horizontale” de la gamme des idéaux résiduels correspondant a 1’idéal
(f1,--+, fm)), une exploration “verticale” de la gamme des idéaux du type

1
( ih-‘r ’_._’fglm-f—l)’ qum.
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Etant donné un tel multiindice ¢, une partie ordonnée Z de {1,...,m} de cardinal
r et deux pondérations p € N™, ¢ €]0, co[™, on définit I'action d’un (0,r) courant
sur une forme test ¢ par

80 (pﬁq) r(r—1)
- |
Res | | fi,,.-- fi ::( 1) 2.(r+|q‘),x
’ (2im)"
f t
‘f|2t(\q\+r)>\ |f1_|2p‘f|2q?q r B o
3 e A (0 o+ 0E AT A
p,1 1 /\
S A=0

avec

-4 - 4 7 49m
= v s [P0 = (AP0 o, =R T

Dans ce cas, on obtient des analogues aux formules (3.6) et (3.7), mais en remplacant
les symboles résiduels Res [-]P"?? par les nouveaux symboles Res[[-]]7’?. Le principe
de démonstration est en tout point identique, excepté que l'on travaille cette fois
avec la forme différentielle

@A ASIENS)
=1
172, ’

, J
QN2 Q) = AP [ fon 2

indexée par un parametre complexe de partie réelle prise au départ arbitrairement

grande, et que ’on suivra ensuite grace au prolongement analytique.

Les formules de Cauchy-Weil obtenues sont, lorsque fi, ..., f; ne définissent plus
une intersection compléte, de mauvaises formules de division-interpolation, au sens
ou la formule écrite au cran N ne respecte pas ’appartenance (si appartenance il
y a) de h al'idéal ( 1N+1, ..., fN+1) Pour s’en convaincre, on remarque que, si les
mg premiers éléments f1,..., fi,, définissent une intersection complete, tandis que
frmo+1s -+, fm sont dans le radical de 'idéal (fy,..., fim,), alors la formule (3.6)
obtenue avec une pondération algébrique du type p; =0, j =1,...,mg, p; = P,
j=mg+1,...,m, avec P arbitrairement grand, devient la formule

S mo (¢ ( 72\01 G5 (2:0)

Me=— Y Res |MPN T@esme | () gl (2)
q€{0,...,N}™0 qi+1 Gmg+1
1 sty /Mo
modulo ( 1N+1, oo, fN+1) Cependant, on peut se poser la question de savoir si

un choix judicieux des pondérations algébriques (p dans le premier cas, (p,t) dans
le second cas) ne conduirait pas & ce qui serait cette fois une “bonne” formule de
division-interpolation au cran N.

APPLICATIONS

4.1 Formules de Jacobi généralisées

Soient P, ..., P,, n polynomes de n variables induisant sur P des diviseurs de
Cartier effectifs Dy, ..., D,, dont U'intersection des supports est incluse dans C™ (ce
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qui signifie que les parties homogenes de plus haut degré des P; définissent I'origine
comme seul zéro commun). Alors, ¢’est un résultat classique de Jacobi que

- Q(X)dX

(4.1) degQﬁj;degP] n —1 = Res {Ph”wpn]()

(par le symbole de droite, nous entendons la somme compléte de tous les résidus
locaux aux points de la variété V(P), forcément compacte -donc finie- des zéros
communs des P; dans C™). Le fait que les D; s’intersectent proprement dans P"
joue un role essentiel dans la preuve (et Uinterprétation géométrique) de ce résultat.
Il existe d’ailleurs une version torique du théoreme de Jacobi, due a Khovanski
[Kho] et que 'on peut formuler de maniére quasiment identique: si Fi,..., Fy,
sont n polynémes de Laurent de polyedres de Newton respectifs Aq,..., A,, tels
que les diviseurs de Cartier effectifs div(F;)+ E(A;) sur une variété torlque X lisse
associée a un raffinement de 1’éventail correbpondant au polyedre Ay + --- + A,
(ici E(A;) désigne le T-diviseur de Cartier sur X correspondant & A;) aient des
supports dont l'intersection est incluse dans T", et si G est un polyndme de Laurent,
alors

[G dc
Fy-Fy GG

(4.2) Supp G Cint(Ay+---+ A Z Res,

aeTn
F(a)=0

=0

(par intérieur d’un polyedre, on entend ici son intérieur relatif, soit l'intérieur dans
le sous-espace affine engendré par les sommets du polyedre).

Ces deux énoncés s’étendent au cas ol les P; (resp. les F}) n’induisent plus sur
P™ (resp. sur une variété torique lisse associée a un eventall compatible avec les
polyedres de Newton A; qui leur correspondent) n diviseurs dont I'intersection des
supports est incluse dans C™ (resp. T™). Les deux résultats dans cette direction
sont les suivants [VY]:

THEOREME 4.1. On suppose que Py, ..., P, sont n polynémes de n variables
et qu’il existe des nombres rationnels 1, ..., 0, (non nécessairement positifs) et des
constantes R > 0, ¢ > 0, telles que

(4.3) ”C”>R:>Z|IICII5 Ol >c
Alors, les Pj, j =1,...,n, définissent une variété algébrique V(P) discréte -donc
finie- dans C™, et pour tout polynome Q de C[Xy, ..., X,],
- QX)dX | _
(4.4) degQ§;5j—n—1:>Res {th,Pn =0.
]:

THEOREME 4.2. On suppose que Fy, ..., F,, sont n polynémes de Laurent en

n wvariables et qu’il existe des polyédres rationnels 61,...,0,, dont la somme de

Minkowski est un polyédre de méme dimension que celle de la somme des polyédres
de Newton des I}, et des constantes R > 0, ¢ > 0, telles que

F; 6C BC"
(4.5) ||R6( ” > R - Z exp maxRe < § C)|>) > “
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Alors, les Fy, j =1,...,n, définissent une variété algébrique V*(F') discréte -donc
finie- dans T™, et pour tout polynome de Laurent G' en n variables,
G d¢
4.6 Supp G C int(6y + -+ + 0,) = Res [ =0.
(4.6) & ) ZT: AR GG
F(a)=0

REMARQUE 4.1. Si les §; coincident avec les degrés des P; (tous supposés
strictement positifs) dans I’énoncé du théoréme 4.1, nous retrouvons le résultat de
Jacobi. Siles §; coincident avec les polyedres de Newton des F}, nous retrouvons
avec le théoreme 4.2 le résultat de Khovanskii.

ESQUISSES DE PREUVE POUR LES THEOREMES 4.1 ET 4.2. Les deux preuves
sont formellement identiques et détaillées dans [VY]. Parce que l'argument sur
lequel elles se base illustre 'idée de pondération géométrique introduite lors de
la construction de nos courants résiduels, nous ’esquisserons ici. Nous sommes
dans les deux cas dans des situations de non intersection compléte, non certes dans
C™ (théoreme 4.1) ou T™ (théoreéme 4.2), mais dans un voisinage de ’hyperplan
a linfini {Xy = 0} dans le premier cas, ou du complémentaire du tore dans une
compactification torique compatible avec tous les polyédres en jeu dans le second
cas, voisinage dans lequel les diviseurs induits par les P; (ou les F}) s’intersectent
cette fois non nécessairement de maniere transverse, au contraire de ce qui se passe
dans les énoncés classiques de Jacobi ou Khovanskii.

On remarque d’abord que I'on ne perd pas en généralité en se ramenant au cas ou
les nombres (resp. les polyedres §;) sont tous entiers (resp. a sommets dans Z")
pour j =1,...,n. Ceci résulte des formules de changement de base dans le calcul
résiduel (voir par exemple [Li]).

Pour la preuve du théoreme 4.1, on choisit ensuite un entier A/ > 0 tel que d;4+M >
deg(P;) pour tout j =1,...,n. Pour la preuve du théoreme 4.2, le réle de M sera
tenu par un polyedre A de dimension n, contenant I'origine comme point intérieur,
et tel que conv (Supp (F;)) C J; + A pour tout j entre 1 et n (notons la similarité
des constructions dans les deux cas).

Dans le premier cas, on introduit dans C™ la pondération géométrique

(4.7) pj(C) = ;Mi»oj?
(L+¢)?) =

dans le second cas, on se donne, pour chaque j entre 1 et n, un systéeme

G,...,GW)

de n + 1 polynémes de Laurent de polyedres de Newton d; + A, tels qu’il existe
deux constantes c;, C; > 0 avec, pour tout ¢ € C”,
Re <&,(> . n . max Re<&,(>
< |G ()] := Z |G’(€J)(6<17._.7e<n)‘ < Cje it
k=0

5 A
Cj e £€5,+

On pose alors dans ce cas

(48) Pi(0) =

= g =1,... .
Gy’ ="
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Notons encore le parallele avec la pondération géométrique introduite dans le pre-
mier cas (4.7).

L’idée conmsiste ensuite & introduire une union U de boules fermées disjointes, in-
cluses dans T" dans le second cas, chacune d’elle contenant en son intérieur un point
et un seul de V(P) (resp. de V*(F) :={¢ € T", F;(¢{) =0, j =1,...,n}), tous
les points de ces ensembles étant recouverts. Il résulte des formules de Bochner-
Martinelli classiques que ’on a, dans le premier cas
(4.9)

QO ] _
Res [Pl,...,P ] -

nn-1)

= ém)(f - / 1Plloz"@( Y-t Pe \ Do Pr) ) A€ =

k=1 1=1
1%k

n(n—1) n

(-7 (n-1) -n 1,27,
1 (o )

k=1 =1
ou, dans le second cas,

1k A=0

(4.10)

G d¢ B
QEZT'L ReSO( |:F1 F Cl C :| =
F(a)=0
_ (DT () 20 (N e a¢
- (2im)n /8U 11105 G(k—1(_1) piFr l/:\1 a(Pka)) c -

I£k
-1 n(nz_l) — 1) " n no L 4
i | [ e (o R A\ D) 2
- iz A=0

Ensuite on considére U comme le complémentaire d’une n-chaine ¥ dans I’espace
projectif (pour ce qui est du premier cas) ou dans une variété torique lisse X
compatible avec les polyedres d01,...,0,,A1,..., Ay, A (pour ce qui est du second
cas). Sil'on note O(P, Q, \)*>M (resp. O(F,G, \)>?) la forme différentielle figurant
sous l'intégrale sur OU au second membre de (4.9) (resp. de (4.10)), on peut via
Stokes re-écrire ces formules comme

n(n—1)

(4.9)  Res [PIQ(OCK]; ] — —(_1)(;m)(”_ L' U 3(0(P,Q, A)‘SM)L
P, .

o |

2, Re [ T -d~<-<n] :_<_1>”<(";;)<n_1 [/ oOE G, A)M)L_o

F(a)=0
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Il ne reste plus maintenant qu’a lire au niveau des coordonnées homogenes sur P"
ou sur la variété torique X I'hypothese de propreté (4.3) (resp. (4.5)) faite sur les
P; (resp. les Fj}) au voisinage de 'infini dans P™ (resp. dans X'), puis & exploiter
ces informations au voisinage de tout point x de P™\ C" (resp. de X \ T") pour
voir que, sous I’hypothese faite sur @ (resp. sur G), le calcul de

L@mMRQAﬁ%4

A=0

(resp. de

[aerony] )
b A=0

lorsque ¢ est une fonction test de support dans un voisinage arbitrairement petit
de x (en suivant le prolongement analytique) donne la valeur 0. On renvoie & [VY]
pour le détail de cette technique. Il est clair que c’est le choix d’une judicieuse
pondération géométrique qui nous a permis de représenter sous la forme d’un résidu
a I'infini particulier la somme des résidus a distance finie. O

REMARQUE 4.2. Signalons que dans un travail en préparation, Michel Hickel
a proposé une preuve différente du théoreme 4.1, reposant cette fois sur la version
complete du théoréeme de Briangon-Skoda

In+p—1 C IP’ P > 1’

pour tout idéal I de ,,+10 (voir [LS]). Cette approche, basée sur 1'utilisation, pour
la représentation des symboles résiduels, d’une pondération algébrique et non plus
géométrique comme c’est le cas pour 'approche de [VY], a le mérite d’éviter le
recours aux noyaux du type Bochner-Martinelli et donc a la conjuguaison complexe,
et par la méme de permettre une extension du théoreme 4.1 a un cadre algébrique
moins restrictif que celui de la caractéristique zéro auquel I'approche proposée dans
[VY] nous restreint. Un tel résultat peut naturellement étre exploité aux fins
d’affiner les résultats présentés dans [BY3], sections 3 & 5. Il est aussi probable
qu’une telle approche puisse étre également développée en vue d’établir une preuve
alternative (et moins analytique) du théoreme 4.2.

REMARQUE 4.3. Signalons aussi que de tels énoncés induisent également des
conséquences géométriques du type Cayley-Bacharach (voir [GrH], chapitre 6) qui
mériteraient d’étre étudiées de maniere plus profonde et mieux comprises du point
de vue géométrique.

4.2 Quelques questions liées au jacobien de
n fonctions holomorphes de n variables

Pour illustrer I'idée consistant, étant donnée une famille de fonctions holo-
morphes f;, 7 = 1,...,m, de n variables complexes, a construire une collection
de courants résiduels dépendant du choix d’une pondération cette fois algébrique
p € N™ nous évoquerons ici quelques questions liées au probleme de la division du
jacobien de n fonctions holomorphes fi,..., f, (ou germes de fonctions holomor-
phes) de n variables par l'idéal (f1,..., fn).

Il est bien connu (mais non completement trivial, car la preuve de ce fait repose
sur la théorie de la dualité) que si fi,..., f, définissent une suite réguliere dans
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lanneau local ,,O, alors le Jacobien J(fi,..., f,) = det[0fi/0C]1<k,1<n ne peut

appartenir a l'idéal (f1,..., f»); en revanche, on a toujours, M désignant ’idéal
maximal, MJ C (f1,..., fn)-
Si maintenant P, ..., P, désignent des polynémes homogenes en n variables ayant

un zéro commun distinct de Iorigine, une utilisation judicieuse de l'identité d’Euler
[Spo] permet de démontrer que J(Py,...,P,) € (P1,...,P,) (au sens global) et
méme d’exhiber des quotients explicites. Ce résultat était déja mentionné (dans un
contexte algébrique) dans le traité de E. Netto [Net], volume 2, section 441, mais
sans une preuve au sens rigoureux du terme. C’est a A. Ploski que nous devons
mention de ces résultats. Il est par conséquent intéressant de se poser le probleme
de l'appartenance du Jacobien a l'idéal dans le cas local, lorsque fi,..., f, ne
définissent plus une suite réguliere dans ,O. Les méthodes analytiques ne nous ont
pas encore permis de répondre positivement (en exhibant une formule de division
explicite comme dans le cas homogene) a cette question naturelle, mais nos diverses
tentatives pour exhiber un contre-exemple se sont toutes soldées par des échecs.
De fait, tout récemment, et aprés que ce manuscrit ait été rédigé, M. Hickel [Hi]
a démontré, en utilisant les résultats algébriques de Scheja-Storch [ScS], que le
jacobien de fi,..., f, appartenait bien toujours a l'idéal (fi, ..., fn), ce dés que les
fj, 3 =1,...,n, ne définissaient pas une suite réguliere dans ,,O.

Voici en tout cas les deux résultats positifs développés dans un travail récent
en collaboration avec C. Berenstein. Etant donné un idéal I dans un anneau local,
on notera a(I) le nombre minimal d’éléments de I nécessaires pour engendrer un
idéal ayant méme cléture intégrale que I dans ’anneau.

THEOREME 4.3. Soit fi1,..., fn n éléments de ,O et J leur Jacobien. Sil
désigne Uidéal engendré par fi, ..., fn, alors on a toujours Uinclusion VIJ C I; de
plus, on dispose, pour tout h dans /I, d’une formule de division explicite

hd =upifi+--unnfn.

THEOREME 4.4. Soient f1,...,fn n éléments de ,O engendrant un idéal 1
tel que a(I) = n, ou que a(I) = n, mais tel qu’il existe d € {1,...,n — 1} avec

VI=\/(f1,..., fa). Alorsle Jacobien J de fi,..., fn appartient & I et l'on dispose

dans le second cas d’une formule de division explicite

J=uwmfi+ -+ unfn.

REMARQUE 4.3. Si fi,..., fn, ne forment pas une suite réguliere dans ,O,
le fait que a((f1,-.., fn)) soit égal & n ne peut se produire, comme nous l'a fait
remarquer M. Hickel, que lorsque tous les idéaux (f{““, sy et p e N7 ont

une composante M-primaire immergée.

PREUVES (ESQUISSES). Elles reposent sur les formules de division-interpolation
du type (3.6), écrites dans I'anneau des germes de fonctions holomorphes en n + 1
variables, quitte & introduire des variables additionnelles “muettes” comme dans
la section 3. Suivant le lemme de normalisation de Noether, les variables sont
organisées en deux blocs ¢, (", et la forme 3({’) sera toujours celle qui a été
introduite dans la section 3.

Commencons par le théoréme 4.4. Dans le premier cas (celui ou a((f1,..., fn)) =
d < n, on divise le Jacobien J de f1, ..., f, grace & la formule (3.6), en prenant m =
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d et comme germes de fonctions holomorphes d éléments fi, ... fy de (fi, -5 [n)

tels que (fl, . .,fd) = (f1,..., fn) (la construction de ces éléments est possible
du fait de I'hypothese faite sur 'analytic spread). On prend dans ce cas comme
pondération algébrique la pondération triviale p; =0, j =1,...,d. Dans le second
cas, on fait la méme chose, mais en prenant cette fois m = n et comme germes
de fonctions holomorphes les germes fi,..., f,, avec une pondération algébrique
définie par p; =0, j = 1,...,d, pj =nM, j =d+1,...,n, ol M est un entier
tel que f{%p ooy fM goient dans la cloture intégrale de (fi,..., fq) (le fait que
\/(fl, cesfn) = \/(fl, .., fa) implique que le choix d’un tel M soit possible).

En ce qui concerne la preuve du théoreme 4.3, on utilisera une formule de division
du type (3.6) avec fi1,. .., fn, le choix de la pondération algébrique étant dans ce cas
indifférent, pour diviser non plus .J, mais h.J, avec h € VI. Les objets dénotés ¢ et
Y. sont ceux introduits dans la section 4, une fois la situation de division préparée
via I'utilisation du lemme de normalisation de Noether.

Dans tous les cas, on montre (via une résolution des singularités) que la formule
(3.6) (avec N = 0) se réduit, lorsque I’on divise J, soit &

d
J&p/\<(6)cfz> 4\ i(z:0)

(4.11)  J(z) = — Res P mod (fi1,..., fa),
Nl,..., / ¢
f17"'7fd

ou GJ = Z Gk dCk, avec f]( z) — fJ(C) = ki Gik(z,¢)(zx — Ck), dans le premier cas

-1
du theoreme 4.4, soit a
Topn = Ss A A G0 ]

(4.17°)  J(z) = —Res ff =1 mod (f1,.-., fn)-

flv"’,fn

dans le second cas envisagé dans I’énoncé de ce méme théoréme, les G; désignant
alors les (1,0) formes associées a des systemes de Oka-Hefer pour les f;. Quant &
la division de hJ par (f1,..., fn) lorsque h est dans le radical de (fi,..., f,) (qui
elle joue un réle dans la preuve du théoreme 4.3) elle se réduit &

(4.12)

0
(<)
hJ@(p/\ S e—s A /\ Gj(z,¢)
hJ = — Res s s mod (f1,..., fn)
1y---5Jn
- f17"'7fn
_ _ 0
hdet[gjk]1<jk<nOp A @g% A /\ df;
= —Res f f =1 mod (f1,..., fn)-
1y--+yJn
L flv"'afn

Nous avons omis ici I'indexation correspondant a la pondération géométrique p car
celle ci n’est pas ici prise en compte (on prend p; = 1 pour tout j). L’argument
conduisant & ces formules est détaillé dans [BY4]. On voit alors que le théoréme
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4.3 résulte simplement du fait que

Ydfy A Adfy,
wEDOHReS fla"'7fn
f17 MR fn
est un germe de mesure positive portée par V(fi,..., fn) et de utilisation de la
formule de division (4.12). Quant au théoréme 4.4, il résulte, lorsque l'analytic
spread de (f1,..., fn) est strictement inférieur a n, de ce que, dans ce cas
0
RO
Res | fi,....fa| =0;
fi,-s fa
dans l'autre cas (celui ou le radical de (f1,..., f,) est défini par fi,..., f4 avec

d < n), c’est cette fois le choix de p qui implique la nullité du courant

P

Res fl,....,fn
fla"'afn

Ces deux faits se voient facilement apres désingularisation (on renvoie & [BY4] pour
les détails). Ainsi, en utilisant (4.11) ou (4.11’), on achéve la preuve du théoréme
4.4. O

Citons également une application importante de ces techniques, mélant cette
fois les deux pondérations algébrique et géométrique, et développée dans [BY4]: on
peut exprimer, étant donnés m polynoémes homogenes de n+ 1 variables définissant
dans P” un sous ensemble algébrique V' de dimension pure, le courant d’intégration
(les multiplicités étant prises en compte) correspondant a V. Ce travail prolonge
un travail déja effectué dans [BY5] sous ’hypothése restrictive que V' soit définie
comme intersection complete.
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