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Chapitre 1

Polynomes et Polyedres

1.1 Complexité algorithmique d’un polynéome
ou d’un polynéme de Laurent

Soit A un anneau et P un polynome en n variables a coefficients dans A.
La premiere idée qui vient a l’esprit pour quantifier la complexité algorith-
mique d'un tel polynoéme est d'utiliser comme parametre de quantification le
degré de ce polynome. Si F' est un polynome de Laurent a coefficients dans
A, c’est a dire un élément de A[Xlil, ..., X, c’est dans un premier temps
naturellement au degré de F' (mais considéré cette fois comme polynéme en
les 2n variables X1, X7, ..., X,,, X, 1) que l'on pense.

Une remarque cependant s’impose apres ce choix : un polynéme (disons en
deux variables) aussi simple que

P(X1, Xo) =1+ X + X,

semble avoir (du moins intuitivement) une complexité moindre qu'un po-
lynéme générique en deux variables de degré total 10000. Il semble donc, au
vu de cet exemple, plus raisonnable de décrire la complexité en termes du
support du polynome P, c’est a dire de I’ensemble

supp P := {l € N"; q,(P) # 0}
sl

P(Xy,., X)) = 3 a(P)XL,

lEN”

ou l'on a noté pour simplifier

Xt= X X

1
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quand [ = (I, ...,1,). On peut définir de la méme maniére la notion de sup-
port pour un polynome de Laurent. Du fait que la géométrie des convexes
(et en particulier des polyedres convexes) est d’'un maniement plus facile
que la géométrie des polytopes arbitraires, cette notion de support appelle
naturellement la définition complémentaire suivante

Définition 1.1 Soit P (resp. F') un polynome (resp. un polynome de Laurent)
en n variables; on appelle polyédre de Newton de P (resp. de F') I’enveloppe
conveze fermée du support de P (resp. de F).

Le support d'un polynéme P (ou d’un polynome de Laurent F') en n variables
(lorsque le cardinal de ce support est strictement supérieur a 1) engendre un
sous-espace affine L = L(P) (ou L = L(F)) de R" de dimension k = k(P)
ouk =k(F) € {l,...,n};latrace de Z" sur ce sous-espace L est un réseau k-
dimensionnel (noté Azpy ou Arr)). Une seconde approche visant a quantifier
la complexité algorithmique du polynéome P (ou du polynéome de Laurent F')
consiste a dire que celle-ci est mesurée par le volume normalisé

vr(P) = Volyp) [A(P)],

ot A(P) désigne le polyedre de Newton de P et Vol p) la mesure de Lebesgue
k-dimensionnelle sur 1'espace affine L(P) ~ RF normalisée de manicre & ce
que le volume k-dimensionnel de la maille élémentaire du réseau Az (p) vaille
1. On procede de la méme maniere en ce qui concerne le cas d’un polynome
de Laurent F'. Dans le cas particulier ou k =n, on a

v(P) :=n!Vol, [A(P)],

ou Vol,, désigne la mesure de Lebesgue n-dimensionnelle dans R".

Notons que ce point de vue rend compte de la complexité de maniere tout
a fait différente que n’en rend compte le degré : par exemple, si Fy est un
polynome générique en 2 variables de degré total 10000, on a

v(Py) = 10* x 10* = 108
tandis que si P est le polynome
P(X1, X5) =14 X0 4 X, |

on a
v(P) = 10000 = 10*.
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Par contre, au niveau des degrés, il n’y a pas de “retour d’information”
concernant cette différence évidente de complexité entre Py et P (en effet
deg Py = deg P = 10%). Mieux, si k(P) = n, on peut décider de mesurer la
complexité de P par la quantité

p(P) = (v(P))r

et Pon voit sur notre exemple que, tandis que u(FPy) = deg(FPy) = 10*, on a
p(P) ~ 100, ce qui est significativement une estimation bien moindre que ne
I’est donc celle que I'on aurait obtenu en traitant le polynéome P comme un
polynome du type Fy, c’est a dire un polynome “plein” de degré 10000. Nous
avons bien tenu compte, dans notre nouvelle quantification de la complexité,
de l'aspect “creux” du polynome P.

Nous n’avons ici considéré que la complexité des polynomes au sens géométrique
(via le degré ou la donnée du polyedre de Newton) ; le codage du polynome,
si par exemple celui-ci s’avere a coefficients entiers, nécessite un nombre de
bits en relation avec la taille (au sens pour l'instant naif) du polynome, et
cela nous aiguille vers une autre notion de complexité, la notion de com-
plexité au sens arithmétique. Par taille ou encore hauteur logarithmique (au
sens naif) du polynome P € Z[X, ..., X,] (ou du polynome de Laurent
F e Z[X{', ..., X;*1]), nous entendons la quantité
h(P):= sup log|a(P)|.

lesupp P

Degré et hauteur logarithmique au sens naif, ou bien polyedre de Newton
et hauteur logarithmique au sens ci-dessus, sont donc les deux parametres
conditionnant (au moins au sens naif) la complexité d’un polynome a coef-
ficients dans Z. Si P est un polynome a coefficients rationnels et  désigne
le PPCM des dénominateurs des coefficients a;(P), [ € supp P, une fois ces
dénominateurs écrits sous la forme réduite, on convient d’appeler taille ou
encore hauteur logarithmique au sens naif la quantité

h(P) := max(log |0|, h(dP)).

1.2 Le volume mixte d’un systeme de n polyedres
dans R"

Une opération interne naturelle sur l’ensemble des polyedres convexes
fermés de 'espace affine R" est l'addition de Minkowski : étant donnés deux
polyedres convexes A; et As, on définit le polyedre convexe A; + Ay par

A +Ay={{eR {=6+6, &L e, &eA}. (1.1)
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Il s’agit la d’une opération interne associative.

Si P, désigne I'ensemble des polyedres convexes fermés de 1'espace affine R",
on définit un opérateur M sur P, x --- x P, en “polarisant” (relativement
a cette opération d’addition) la forme dont 'action est définie sur P,, par

A v nl Vol, (A) . (1.2)

Remarquons que cette forme est a valeurs dans IN. Ceci nous conduit alors a
la définition suivante

Définition 1.2 L’opérateur “prise de volume maxte” est ['opérateur n-linéaire
(relativement a laddition interne de Minkowski) défini sur P, X --- X P, par

M(AL A = (=D > (=1)#Vol, (3 Ay), (1.3)

Ic{1,...n } kel

c’est a dire comme opérateur obtenu en polarisant (relativement a ’opération
d’addition de Minkowski) la forme volume normalisée défnie en (1.2).

Exemple : Le volume mixte de deux polyedres convexes A; et Ay du plan
affine R? s’exprime donc via la formule

M(A1, Ag) = aire (A + Ay) — aire Ay — aire Ay,
I’aire corresondant ici a la mesure de Lebesgue normalisée au sens habi-

tuel (Paire du simplexe conv {(0,0), (1,0),(0,1)} vaut 1/2! = 1/2). A titre
d’exemple, on vérifiera que le volume mixte des deux polyedres

Ay =1[-2,2]%, Ay =conv{(-2,2),(1,1),(1,-1),(-2,-2)}

vaut M(Ah Ag) = 28.

L’espace P,, peut aussi étre équipé d’une opération externe
10,00[XPp i A= AA,
olu, par définition
M :={eR" =M, ne A} (1.4)
(il s’agit juste de la prise d’homothétique). La n-linéarité de I'opérateur M

relativement a l'addition de Minkowski implique la n-linéarité de ce méme
opérateur considéré cette fois comme opérateur sur P, x --- x P, lorsque
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P, est équipé de la loi d’addition interne de Minkowski (1.1) et de 'action
externe (1.4); il suffit en effet dans un premier temps de prouver par exemple

M(Ala "'7Ak717 Z)\jAkj>Ak+17 EERE) An) = Z)\]M<A1a "'7Ak717Akj7Ak+17

Jj=1 J=1

lorsque les \; sont des rationnels tous strictement positifs (on se ramene au
cas entier apres une homothétie de rapport le PPCM des dénominateurs des
A;), puis dans un second temps d’utiliser la continuité des applications

A €]0, oo["— Vol,, (ZAkAk) Ic{1,..n},

kel

et la définition (1.3) de l'action de I'opérateur M. On déduit ensuite de la
n-linéarité de l'opérateur M (relativement a 'opération interne d’addition
et a 'opération externe de prise d’homothétique) que la fonction

n n

(A1, oo An) €]0, 00[— Vol, (Z)\ Aj) = |M(ZAjAj,...,ZAjAj) (1.5

Jj=1 Jj=1

est une fonction polynomiale homogene de degré n en les variables \;, le
volume mixte M(Ay,...,A,) se trouvant étre précisément le coefficient du
monome A;...\, dans le développement de cette fonction polynomiale (1.5).

I est important de souligner que la formule (1.3) donnant I’expression du
volume mixte, si elle est théorique, pose néanmoins de sérieux problemes
de complexité au niveau algorithmique. Les calcul du volume mixte se font
en fait suivant un argument plus “visuel”, suivant la présentation proposée
par exemple dans [17] (section 2). On introduit tout d’abord la notion de
subdivision mizte d'une famille A := (A, ..., A,) de 7 € N sous-ensembles
finis de R". On commence tout d’abord par introduire la définition de cellule
de la famille A, avec les notions qui lui sont afférentes.

Définition 1.3 Si A = (Aq4,..., A.), on appelle cellule de A tout r-uplet
(Cy, ...,C) de sous-ensembles finis de R" tels que C; C A; pour tout j =
1,...,r. L’enveloppe convexe d’une cellule (C4,...,C,), avec C; C A, est par
définition
convC' = conv (Cy + ...+ C,),

ou C1 + ...+ C, est défini de maniére tout a fait analogue a la maniere dont
était définie la somme de Minkowski de deux polyedres convexes, ¢’est a dire
comme

Ci+...+4C.={&+...+& R €0, ., 6 €0
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Le type d’une cellule (C4, ..., C,.) de la famille A est par définition
type C := (dim (conv (1), ..., dim (conv Cr)> e IN"

(la dimension d’un polyédre convexe de R"™ étant par définition la dimension
du plus petit sous-espace affine de R" qui le contienne).

Rappelons aussi que si A est un polyedre convexe fermé de R", une face de
A est par définition un sous-ensemble § de A (qui s’avere étre de fait aussi
un sous-polyedre fermé de A) tel qu'il existe une forme linéaire z* sur R",
tel que 0 soit le plus grand sous-ensemble de A ayant la propriété

min < z*,§ >=min < 2", £ > =1,...,n.
nir & >= min &>, J=1,..,
Notons que A tout entier est une face de A (on prend z* = 0). Si A est un
polyedre de dimension k, les faces de dimension k£ — 1 sont appelées facettes
du polyedre.

Nous pouvons maintenant introduire le concept de subdivision mixte d'une
famille A = (A, ..., A,) telle que R" soit I'espace engendré par 'union des
Aj? j = 1, T

Définition 1.4 Une subdivision mizte d’une telle famille A = (A4, ..., A;)
de sous-ensembles finis de R"™ est par définition une collection finie de cellules
{eW,...,C™} de A telle que

e dimconv (C®)=n, k=1,..,m

o Vky, ky € {1,...,m}, Uintersection des ensembles conv (C*1) et conv (C*2))
est une face a la fois de conv (C*V)) et de conv (C'*2)).

e L’union des enveloppes convexes des cellules C®) | k = 1,....m, est égale
au polyédre convexe (et de dimension n du fait de l’hypothése faite sur A)
A+ .+ A, 0uAji=conv A, j=1,..,r.

e enfin, pour toute cellule C*) = (ka), ., C%) ona

> dim (conv C](-k)) =n.

=1

Réalisation pratique d’une subdivision mixte : Pour réaliser concretement
(et en méme temps visualiser) une subdivision mixte pour A = (A, ..., A,),
voici un moyen algorithmique de procéder (cette méthode se trouve décrite
dans [27] et nous la retrouverons ultérieurement) : on commence par choisir,
pour j =1,...,7 des “poids” génériques

w;‘ = (’LUjl, ...,wjn) e N"
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puis I'on consideére, dans R"** (la nouvelle coordonnée étant dénotée t) les
ensembles “relevés”

Aj = {6, <wj,€>); £€ A}

Les enveloppes convexes de ces ensembles (considérés maintenant dans R""
sont les polyedres convexes (et de dimension n) de R™*" définis par

Aj = <wj,>); §€eNj=conv A}, j=1,..,n

(du fait de la linéarité des applications & +—< wy, § >). On peut aussi

construire (exactement comme on a construit la somme de Minkowski de

polyedres convexes) la somme de Minkowski A des polyedres convexes AJ,
=1,...,r, soit le polytope de R"™! défini par

A=A +...+A,.

On obtient ainsi un certain polyedre convexe de R™"*, de dimension n + 1
(pourvu que le choix des poids w} soit générique). De plus, toujours sous des
hypotheses de généricité concernant ces mémes poids, on voit que les facettes
de ce polyedre (toutes de dimension n, puisque le polyedre A est de dimension
n+1) peuvent étre triées en deux classes : celles pour lesquelles le vecteur nor-
mal unitaire rentrant orthogonalement a la face est un vecteur du demi-espace
{t > 0}, celles pour lequelles ce vecteur normal unitaire rentrant est un vec-
teur du demi-espace {t < 0}. Par définition, [enveloppe conveze inférieure
du polyedre A est précisément la collection C des faces n-dimensionnelles du

polyedre A & normale rentrante pointant vers les t > 0 (la collection des
autres facettes de A est, quant & elle, | ‘enveloppe convere supérieure de A)
Si C est un élément extrait de la collection C, la projection de I’ensemble

ém{iﬂj}

s’écrit sous la forme

T

r(Cn{> A4} =C+...+C,

=1

ou (] est un sous-ensemble de Aj;,..., C, un sous-ensemble de A,. Lorsque les
poids w}, j = 1,...,r, sont choisis de maniere générique, toutes les conditions
sont remplies pour que la collection de tous les r-uplets (C1, ..., C,.), lorsque C
parcourt la famille C, soit une subdivision mixte pour la famille (Aq, ..., A).
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La connaissance d'une subdivision mixte pour une famille A = (Ay, ..., 4,,) de
sous-ensembles finis de R™ dont 1'union engendre R" (comme espace affine)
fournit un moyen bien pratique pour calculer le volume mixte M(Aq, ..., A,),
ou A :=conv A;. On a en effet la

Proposition 1.1 Soit A = (A, ..., A,) une famille de sous-ensembles finis
de R™ dont l'union engendre R"™ (comme espace affine). Si Ay, ..., A, sont
les enveloppes convezes des ensembles Ay,..., A, et siC = {CW .. C™} est
une subdivision mizte de la famille A, on a la formule combinatoire suivante

M(A, LAY = > Vol, {conv(Cl) X ... X conv(C’n)} . (1.6)

cecC
type C=(1,..., 1)

Remarque. Comme les ensembles conv ()}, 7 = 1,...,n attachés a une cel-
lule C = (C4,...,C,) de type (1,...,1) sont des segments [a b;] de 'espace
affine R", le volume du parallélotope conv (C) x ... X conv (C,,) se calcule
immédiatement via la formule

Vol, {conv(Cl) X ... X conv(C’n)] = |det(by — a1, ..., b, — ay)|.

Preuve de la proposition. On introduit des parametres Ay,..., A\, > 0 et
I'on introduit, pour chaque valeur A = (A, ..., \,;) €]0,00[", la famille

A)\ = ()\1./41, ceey )\nAn) .
Si C est une subdivision mixte de A, la famille C, dont les éléments sont les
()\101,...,)\710“), C: (01,...,Cn) EC,

est clairement une subdivision mixte de A,. Ceci implique (du fait des
différentes clauses qui régissent la définition d’'une subdivision mixte) que

Vol (MAL + -+ + AA,) = Vol [conv(MCh) x ... x conv(A,Cy)]
ceC

= > Ay, [conV(C’l) X ... X conv(C’n)} :
Ccec

La proposition résulte alors du fait que l'on sache que le volume mixte
M(Ay, ..., A,) est exactement le coefficient de A . .. A, = M dans le développement
de la fonction polynomiale

A VOln(/\lAl + -+ /\nAn> .

La proposition est ainsi démontrée.
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1.3 Sous-ensembles algébriques discrets de C"
ou de T"

Dans cette section consacrée a quelques rappels algébriques bien connus,
nous allons nous intéresser a une classe de sous-ensembles algébriques de 'es-
pace affine C" (resp. de Uouvert affine T" := {¢ = ((1,..., () € C"; (... G #
0}) discrets (c’est a dire constitués uniquement de points isolés dans l'espace
affine C" (resp. dans 'ouvert affine T").

Définition 1.5 On appelle sous-ensemble algébrique discret de [’espace affine
Cn

tout sous-ensemble Z de C" constitué de points isolés d’une part, et tel qu’il
existe une famille { Py, ..., Py} d’éléments de C[Xq, ..., X,] avec

Z={CeC Pi(() = .= Pul) = 0} (L.7)

d’autre part. On appelle sous-ensemble algébrique discret de l'ouvert affine
T" tout sous-ensemble VW de T" consitué de points isolés dans T" d’une
part, et tel qu’il existe une famille {F\, ..., Fp,} d’éléments de C[X{, ..., X ]
avec

W={¢CeT" Fi(¢) = .. = Fn(() = 0} (1.8)

d’autre part.

L’étude de tels ensembles (du point de vue par exemple de leur complexité)
se trouve des le départ grandement facilitée par le fait bien connu que de tels
ensembles sont automatiquement finis. On a la

Proposition 1.2 Tout sous-ensemble algébrique discret de [’espace affine C"
(resp. de louwvert affine T") est de cardinal fini.

Preuve. Considérons tout d’abord le cas des sous-ensembles algébriques dis-
crets de 'espace affine C". Soit Z un tel sous ensemble et

[(Z) = {P € ClXy,...X,]; V¢ € Z, P(C) = 0}.

On sait que I(Z), en tant qu’idéal de C[ X7, ..., X,,], admet une décomposition
en idéaux primaires

I(Z2)=91N---NQ,

et que l'ensemble Z est inclus dans 'union des idéaux premiers Py, ..., Py,
constituant la liste Ass(C[X1, ..., X,,]/1(Z)), que sont les radicaux des idéaux
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primaires Q;, j = 1,...,] (en ce qui concerne les bases de la théorie de la
décomposition des idéaux de K[Xq, ..., X,,|, ou K est un corps commutatif,
on se reportera par exemple au chapitre 2 de [25]). Le fait que tout point de Z
soit isolé implique que tous les idéaux premiers maximaux ({1 —aq, ..., G, — ),
a € Z, doivent figurer dans la liste {Py,..., P} (et d’ailleurs que tous les
éléments de cette liste sont de ce type). On en déduit bien que le cardinal de
Z est fini (et d’ailleurs en fait égal a [).

Considérons maintenant un sous-ensemble algébrique discret W de I'ouvert
affine T". Soient Fi, ..., F,, m polynomes de Laurent tels que

W={CeT Fi(()=...= Fu(¢) = 0}.
Il existe un entier N tel que, pour tout 7 = 1,...,m, le polynome de Laurent
Pj(X) = (X1..X,) Y Ey(X)
soit en fait un polyndéme. Considérons la liste
Ass(C[Xy, ..., X,|/(Pr, ..., By)) = {P1, ..., Pi}

des idéaux premiers attachés a 'idéal (P, ..., P,) via la décomposition pri-
maire. Cette liste se scinde en deux sous-listes : celle des idéaux premiers qui
ne contiennent aucun des monomes coordonnées X, ..., X,,, et celle de ceux
qui contiennent au moins I'un de ces monomes. Le fait que les points de W
inclus dans 'ouvert affine T" soient des points isolés implique qu’il y a une
bijection entre cet ensemble de points et la sous-liste des idéaux premiers de
la liste Ass (C[X1, ..., X,]/(Py, ..., Py)) constituée de ceux qui ne contiennent
aucun des X, j = 1,...,n. L’ensemble W est donc fini. <

L’un des objectifs de ce cours sera de montrer comment extraire des infor-
mations relatives a un sous-ensemble algébrique discret de I'espace affine C"
(resp. de l'ouvert affine T") a partir de la donnée d'un systeme d’équations
algébriques définissant cet ensemble. On commencera par énoncer ici un
résultat important du point de vue algébrique par la suite.

Proposition 1.3 Soient Pi, ..., P,, m éléments de C[Xy,..., X,] tels que
l’ensemble

Z=2(P):={CeC" P(()=...= Pu(() =0}
soit un ensemble discret. Alors, ’espace vectoriel quotient

CIX1, ..., Xo]
(P, P
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(ot (P, ..., Py) désigne l'idéal engendré parles P, j = 1,...,m, dans C[Xq, ..., X,)])
est un C-espace vectoriel de dimension finie. Soient de méme Fi, ..., F,,, m
polynomes de Laurent dans C[Xlil, oy XEY tels que lensemble

W=W(F)={CeT"; Fi(()=...=F,() =0}
soit un ensemble discret. Alors, ’espace vectoriel quotient

C[Xi!, ..., X

n

(Fyy .., Frn)

(ou (Fy, ..., ) désigne lidéal engendré par les F; dans C[Xi, ..., XF]) est
aussi un espace vectoriel de dimension finie.

Preuve. Considérons tout d’abord le cas des polynomes; comme on I'a vu,
si

Z={Cel A()=...= Pu(() = 0}

est un ensemble discret, cet ensemble est en fait fini, de cardinal M (P), et il
y a une correspondance bijective entre les points de Z et ’ensemble

Ass(C[Xy, ..., X,|/(Pr,y ..., By)) -
Le radical de l'idéal (P, ..., P,,) est l'intersection des éléments de la liste
Ass(C[Xy, ..., X,/ (P, ..., Pn))

c’est a dire des idéaux premiers maximaux (X; — aq, ..., X, — ay), ol o =
(o, ..., ) décrit 'ensemble des points de Z(P). Pour chaque j entre 1 et n,
le polynome en X;
Qi(X;) = I (Xj-ay)
acZ(P)
appartient donc au radical de (P, ..., P,). Il existe donc un entier ¢; € N*
tel que

i M (P)

Qp(x)) = XpM T

appartienne a l'idéal (P, ..., P,,), et ce pour tout j = 1,...,n. Ceci implique
bien que le systeme des classes modulo (P, ..., P,,) des monomes

XD XBe B <qM(P)—1,5=1,..,n,

est un systeme générateur du C-espace vectoriel quotient C[ X1, ..., X,]/ (P4, .., Pm).
Il s’ensuit bien que cet espace est de dimension finie.
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Dans le second cas, la preuve est identique; on introduit comme dans la
seconde partie de la preuve de la proposition 1.2, les polynomes

Pi(X) = (X1..X)VF(X).
Soit N = #W(F'). Si l'on pose, pour j = 1,...,n,
Qi(X;) = I (Xj—ay),

aEW(F)
c’est cette fois le polynome
Hj(X)=X;...X, Q;(X))

qui se trouve dans le radical de I'idéal engendré par les P;. Il existe donc,
pour chaque j entre 1 et n, un entier ¢; € IN* tel que

i (XN '
HY = (X X)X+ +7), = [I (—a)¥ #0.
aeW(F)

On en déduit immédiatement que le systeme des classes modulo (Fy, ..., F;,)
des monomes de Laurent

X XP on —gM(P)+1<8; <¢M(P)—1,j=1,...n,
engendre le C-espace vectoriel quotient C[Xi!, ..., X7 /(FY, ..., F,). <

1.4 Elimination creuse

Dans cette section, nous considérons n + 1 sous-ensembles finis Ajy,...,A,,
de Z", de cardinaux respectifs Ay > 1, ..., A, > 1, soit

Aj =A{aj0, 4,1}, j=0,..,n,

et nous notons

U(Ao, ..., An)

le sous-ensemble de I'espace projectif produit

pAo=tednl = PATH(C) x L x PATH(C)

constitué des points ([coo : ... €oag—1])s s [Cno & -+ : Cnoa,—1]) de cet espace
tels que le systeme d’équations
Aj—1
>, ¢ =0, j=0,..,n, (1.9)
1,=0

ait au moins une solution dans 'ouvert affine T". Nous pouvons alors affirmer
le résultat suivant :
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Proposition 1.4 Etant donnés n+1 sous-ensembles finis de Z", Ay, ..., Ap,

de cardinauz respectifs Ag > 1,..., A, > 1, Uadhérence (dans le produit d’es-
paces projectifs PA~bAn"1 Gouiné de la métrique produit usuelle) du sous-
ensemble U( Ay, ..., A,) défini précédemment est une sous variété algébrique
irréductible propre, définie sur Q, de la variété algébrique projective PA0~1wAn=1,
Ceci signifie qu’il existe une famille finie de polynomes @1, ..., P, a coeffi-
cients dans Z, multihomogénes en les blocs de variables co = (Co 0, -+, C0,49—1);---5
Cn = (Cn0y s CnA,—1), tels que

U(A07 ey An) =
={c=(co,...,cp) € PP A Do, e,) =0, 1=1,...L}.
(1.10)
Lorsque cette sous-variété est une hypersurface de PAo~1r4An=1 (ce qui veut

dire que l'on peut se contenter de prendre L = 1 dans (1.10)), on appelle
résultant creux attaché aux sous-ensembles Ay, ..., A, le polynome irréductible
unique (au signe prés) R(Ag, ..., An) dont le lieu des zéros dans PAo—1-An=1
est précisément Uhypersurface U( Ao, ..., An). Si la sous-variété algébrique
U(Ao, ..., Ay,) nest plus de codimension 1, on conviendra de ce que

R(Ao, 7An) =1.

Exemple 1. Considérons n = 2 et les trois sous-ensembles
Ao = A1 :={(0,1), (1,0)}, Az :={(1,0),(0,1),(0,0)}.
On vérifie aisément que dans ce cas
R(-Ao, A, «42) = CooC11 — C10C01 -
Exemple 2. Si n = 1, le calcul du résultant creux R(A;,.4z), ot
A={0,...,d — 1}, A, ={0,...,dy — 1}
nous donne le calcul classique du déterminant de Sylvester de taille dy +ds—2.

(pour d’autres exemples plus complexes, on se reportera aux articles [26],

[30] et [31]).
Preuve de la proposition. On considere, dans

T" % ]PAofl,...,Anfl

)
la sous-variété algébrique

Aj—1

Y i={(C (co, - n)); Y 1, ¢ =0, j=0,..,n}
l

5=0
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(dite aussi variété d’incidence). La premiere projection m; (celle de ) sur
louvert affine T") est surjective. Si ( est fixé dans T", alors 1’ensemble
77 1(¢) se présente comme le produit des n 4 1 hyperplans respectivement de
PA~1(C), ..., PA"71(C) orthogonaux respectivement aux directions ({20, ..., (%41,
7 =0,...,n. Ces fibres sont donc des sous-variétés linéaires et de dimension
constante k (et irréductibles). On dispose donc, avec ), de l'espace sous-
jacent & un fibré de rang k au dessus d’une base irréductible (T" est bien une
variété quasi-affine, c’est a dire un ouvert d’une variété affine, irréductible).
L’irréductibilité de U(A) (qui est 'image de ) par cette fois la seconde pro-
jection) en résulte, d’on aussi bien sur celle de 'adhérence de U(A) dans
PAo—LAn—1

Pour montrer que la sous-variété algébrique U(.A) est propre, on peut se
ramener au cas ou les sous-ensembles A; sont du type

Aj:{(O,...,O)}UBj, BjC]Nn, 7=0,....n.

Supposons
B; = {Bj1, --‘753',,4]-—1}, 17=0,...,n.
Considérons les polynomes
Aj—1 5
Sij(X) = Z cj; X, j=0,..n,
1;=1

comme des polynomes a coefficients dans I’anneau aux indéterminées

C[C()l, <5 €0,A0—15 -3 Cn1y ey Cn,An—l] .

Puisqu’il s’agit de n+1 polynomes en n variables, ces polynémes doivent étre
algébriquement liés. Il doit donc exister un polynoéme Q, non identiquement
nul, a coefficients dans 'anneau C|coq, ..., Co Ag—1; - Cn,15 -5 Cn,An—1], t€l que

Q(COI, "'7CO,A0—17 ....,Cn’l, '-~7Cn,An—17 S(], ceey Sn) = 0 .

Mais il en résulte alors que tout élément ¢ = (cy, ..., ¢,) de U(A) doit satisfaire
automatiquement la relation

Q(C()la (R CO,AOfla ceeey Cn,la ceey Cn,Anfla _CO,Oa EERE) _Cn,O) =0 )

ce qui montre bien que que U(A) # P14~ comme voulu. Le fait que
U(A) se trouve définie sur Q résulte de la théorie de ’élimination classique
(voir par exemple [23], chapitre IX,& 3). <&
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Nous donnerons ultérieurement une condition nécessaire et suffisante pour
que la variété algébrique U( Ay, ..., A,) soit de codimension 1 : cette condi-
tion s’énoncera en fait de maniere tres simple, en disant que la variété
U(Ay, ..., A,) est de codimension 1 si et seulement si 'un au moins des vo-
lumes mixtes

M(conv( Ay, ..., conv Aj, ..., conv(A,))

est non nul (ici le chapeau signifie I'exclusion).

1.5 Elimination pleine
 Considérons maintenant non plus n + 1 mais n > 1 sous-ensembles finis
A; de N" définis par

Aj=ADj) ={€eN"; &+...+& =D}, j=1,..,n,

ou Dy, ..., D, sont n entiers strictement positifs. Le cardinal de I’ensemble /Tj
est égal a la dimension de I’espace des polynomes homogenes en n variables
et de degré D; et vaut

#A(Dy) = Apy) = (" ).

On indexera les éléments de j(Dj) suivant
A(DJ) = {&j’o, ceey &j,A(Dj)—l} .

Considérons les polynomes homogenes Py, ..., P,, de n variables Xy, ..., X,,, a
coefficients dans ’anneau aux indéterminées

Zley, ..., cn] = Zcrp, = CLA(Dy) -1 On0s ""Cn,X(Dn)—l]

définis par

Notons aussi
AD;)) ={le N I +...+1,.1 < D;}.

Les ensembles A(D,), ..., A(D,,) constituent n sous-ensembles finis de IN"~*.
Les volumes mixtes

—

M1 (A(D), oo, A(Dy), s A(D)) 5 G =1,000m,
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sont ici immédiats a calculer et 'on a

Mo (A(Dy), ..; A(D;), ....; A(D,)) = ,};[jDk’ j=1,.n.

La théorie de I’élimination creuse développée dans la section 1.4 précédente

nous permet d’associer a une telle famille un sous-ensemble algébrique U (A(Dy), ...

de PAPD~LADn) -1 (qui d’ailleurs s’avere irréductible, propre, et défini sur
Q). Nous avons alors le résultat suivant :

Proposition 1.5 Dire que ¢ = (¢, ..., ¢,) appartient a U(A(Dy), ..., A(D,))
est équivalent a dire que, pour ce choix spécifique de c, les polynomes

(7)1(0, Xla ...,Xn>, Ce ,Pn<C, X1> 7Xn))

(considérés comme polynomes homogenes en X1, ..., X,, a coefficients précisés
par ce choix de ¢) ont au moins un zéro commun ¢ € C"\ {(0,...,0)}.

Remarque. Compte tenu de ce que nous avons admis par anticipation dans
la section précédente concernant la condition nécessaire et suffisante suivant
laquelle on peut affirmer que U(A(D,), ..., A(D,,)) est de codimension 1, on
est assuré que c’est le cas ici et qu'il existe donc un polynéme R(Dx, ..., D),
dit résultant des n-formes a coefficients indéterminés P, ..., P,, tel que 'on
ait I’équivalence entre les deux conditions suivantes :

(i) R(e)#0
(i) >0, VeeS™ ={CeC [lcl=1}, max[P;(c,&)|=n.

1<j<n

Ce polynome est irréductible et défini sur Q. On trouvera une présentation
classique (et beaucoup plus complete) du résultant de n formes homogenes
(construction, propriétés caractéristiques) dans le chapitre IX, section 3,
de [23] (en particulier le lemme 3.7 fournissant un moteur de construc-
tion basé sur l'utilisation d’'un argument d’algebre linéaire). Cette théorie
de I’élimination pleine est essentiellement due a Macaulay. Le principe de
I’élimination creuse est lui en germe dans les travaux de Cayley.

Preuve de la proposition.

Supposons dans un premier temps que ¢ = (¢y, ..., ¢,) S0it un point de

]PZ(Dl)—l,...,X(Dn)—l

tel que

c e U(ADY), .. ADy)).
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Ceci signifie quil existe une suite (¢™);o de points de PAPV=L-ADn)=1
convergeant vers ¢ (pour la métrique usuelle sur le produit d’espaces projec-
tifs) et telle que, pour chaque k € IN, les polynomes “dés-homogénéisés”

Pi(c™ Yy, . Y ) =P 1Y, Y ), G=1,.,n

(considérés comme polynomes en Y7, ..., Y, & coefficients spécifiés c¥)) aient
au moins un zéro commun £* € T"!. 11 en résulte que les n fonctions

é-: (517 7£n) € S2n_1 = Pj(c(k)7£1a "'7671)

(considérées comme des fonctions continues sur la sphere unité de C") ont
au moins un zéro commun (£®) sur $*~1. De la suite de points (E*));sg
(qui est une suite de points d'un compact) on peut extraire une sous-suite
convergente (disons vers £ € $2"71). En faisant tendre k vers l'infini et en
utilisant le fait que la suite (c*));>o converge vers ¢, on en déduit

Pj(c7gl7”-agn):0, ]:17,71
Il existe donc bien une solution dans C"\{(0, ..., 0)} pour le systéme d’équations

Pile, X1,..X,) =0, j=1,...n.

Prouvons maintenant la réciproque. Supposons que ¢ € PAP1) =LA -1

soit tel que les polynomes P;(c, X1, ..., X,,), j = 1, ..., n, alent un zéro commun

¢ceC"\{(0,...,0)}.
Supposons pour fixer les idées que (; # 0. Alors les polynomes en n — 1
variables P;(c,1,Y7, ..., Y, 1), 7 = 1,...,n, ont un zéro commun ¢ dans C"'.
On peut approcher & par une suite de points (€*));>¢ de T""!. Les polynomes
“perturbés”

Pj(ca 17}/17 -">Yn71) - Pj(ca 17§(k))7 .7 = 17 ey 10,

ont donc une racine commune dans T" . Ces polynémes sont aussi des po-
lynomes de supports respectifs les ensembles A(D1), ..., A(D,). Si (é");5q

désigne le point de Pespace PAP1)~L-ADn)=1 ¢orrespondant A ces polynomes,

on a par conséquent

P e U(A(Dy), ..., A(D,)) .
Mais le fait que

Pi(c,§) =0, j=1,..,n
et que la suite (£™)),>0 converge vers ¢ implique évidemmment que la suite
()50 converge vers ¢ dans PADD-1LADn)-1 On e déduit bien

c €U(A(Dy), ..., A(D,))

et la proposition est ainsi démontrée. <




18 CHAPITRE 1. POLYNOMES ET POLYEDRES

1.6 Enoncé des théoremes de Bézout et de
Bernstein

Nous avons en main tous les éléments pour conclure ce chapitre par les
deux énoncés des résultats (I'un da a Bézout dans le cadre “plein”, l'autre a
D. Bernstein [5] dans le cadre “creux”) concernant une information effective
quant au premier étre que 'on peut associer a un sous-ensemble algébrique
discret de C" (resp. de T™) qu’est la dimension de I’espace vectoriel de di-
mension fini introduit dans I’énoncé de la proposition 1.3. Nous avons les
deux résultats suivants :

Théoréme 1.1 (Bézout) Si Py, ..., P, sont des polynémes de degrés Dy, ..., D,
définissant un sous ensemble algébrique discret de C", la dimension du C-
espace vectoriel quotient

C[Xy, ..., X4]

(P, ..., P)
est au plus égale au produit des degrés D ...D,, l’égalité ayant lieu si et
seulement si

R(Dx, ..., D[] #0,

ot ¢ = (c1,...,¢n), ¢; désignant le vecteur des coefficients de la partie ho-
mogene de degré D; du polynome P;.

Nous allons formuler un résultat analogue concernant les sous-ensembles
algébriques discrets de T".

Théoréme 1.2 (D. Bernstein) Soient Ay, ..., A, n polyédres convezxes de
R" et A; .= A;NZ", j=1,...,n. Soient Fi, ..., F,, n polynomes de Laurent
de supports respectifs inclus dans Ay, ..., A, et définissant un sous-ensemble
algébrique discret dans T". La dimension du C-espace vectoriel quotient

CIXF, ., X1
(Fy, ..., Fy)

est au plus égale a M(Aq,...,A,). De plus Iégalité a lieu si et seulement
st pour toute direction ), ¢ = 1,...,s, orthogonale a une facette du polyedre
A=A+...+A,, ona

RIAT ..., AT () 0,

ot
Al ={le Aj; < l>=min <, {>}, j=1,...n,
§EA;
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R(A?;, ...,AZ"*) désigne le résultant creuz de ces ensembles calculé relative-
ment au réseau Z" N (n)* ~ Z"' et ¢ = (CTF, ...,Cﬁ) désigne le vecteur
constitués des listes de coefficients des polynomes de Laurent obtenus a partir
des F; en n’en conservant que la partie “la plus en retrait” dans la direction
n;, c’est a dire la combinaison de tous les monomes dont le support se trouve

.
inclus dans .,4;-71 )

Le chapitre suivant du cours sera consacré a une premiere preuve (relative-
ment élémentaire) de ces deux théoremes. La quantité présentée ici comme
la dimension de ’espace quotient sera aussi interprétée (dans le chapitre 2)
comme le nombre de points d’intersection (comptés avec multiplicité) des
hypersurfaces {P; = 0} dans C", j = 1,...,n (ou {F; =0}, j = 1,...,n, dans
T"). La formulation du théoreme de Bézout, si elle remonte a Bézout dans le
cas classique de l'intersection de deux courbes de ]PQ(C), est essentiellement
due a Cayley, Macaulay,... En ce qui concerne le résultat de Bernstein, il
s’agit d'un résultat beaucoup plus récent [5] et pourtant tout a fait parallele.
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Chapitre 2

Les théoremes de Bézout et de
Bernstein

2.1 Multiplicité locale d’intersection

Dans cette section, nous nous placerons au voisinage d’un point 2z, d'une
variété analytique complexe X de dimension n et nous considererons m
germes de fonctions holomorphes fi,..., f,, sur X au voisinage de zp, tels
que le germe de variété défini en 2z par les f;, j = 1, ..., m, soit de dimension
0. Le théoreme des zéros de Noether, appliqué dans I’anneau local Oy .,
nous assure alors que

OX,ZO
<f17 cey fm)

est un C-espace vectoriel de dimension finie; la dimension de cet espace
vectoriel est appelée multiplicité locale d’intersection au point zy des germes
d’hypersurfaces (considérées avec multiplicité) {f; = 0}, j = 1,...,m. On la

note M(fl? L) fm7 ZO)‘

Il faut prendre garde ici au fait qu’il existe une autre notion de multiplicité,
plus en relation avec le point de vue issu de la théorie des anneaux locaux
(voir par exemple le livre de Serre [29]) : I'idéal NV, (f) engendré par les f;,
j =1,...,m, dans I'anneau local Oy ,, est un idéal M primaire (M désignant
I'idéal maximal de cet anneau local). On sait alors (voir par exemple [29],
sections II (B)) qu'il existe un entier v tel que, pour tout v > 1y, la fonction

OX7Z0

W (H)]

prenne les mémes valeurs qu'une fonction polynomiale de degré la dimension
de I'anneau local Oy ., soit ici n, et a coefficients rationnels. Cette fonction

v — dim

21
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polynomiale s’écrit

Py(v) = e(fT;,Z(])y" T

et la multiplicité au sens de Serre de I'idéal M-primaire NV, (f) est par définition
Uentier e(f; z) (voir [29], section V (A)). Nous verrons que cette multiplicité

au sens de Serre s’appréhende plus facilement via des outils analytiques que

la multiplicité d’intersection que nous avons introduit précédemment. Cepen-
dant, dans le cas m = n, ces deux notions coincident, comme nous le verrons
ultérieurement. Dans le suite de ce paragraphe, nous nous en tiendrons ce-
pendant a la premiere notion introduite.

On sait bien, dans le casn = m = 1, X = C, qu’il existe une formule intégrale
pour représenter la multiplicité en un point; si f désigne un représentant
défini dans un disque D(0,€) du germe f, tel que zo soit le seul zéro de f
dans ce disque, alors la multiplicité locale de {f = 0} en z; est donnée par
la formule

1 Q)

w(f;z0) = %in Jov @dé}

olt U désigne n’importe quel ouvert contenant zy tel que U C D(0,¢) et que
OU soit C par morceaux. C’est 14 une conséquence immédiate du théoréme
des résidus. Il se trouve que ce résultat s’étend sans difficulté au cas X = C",
m = n. Mieux, la souplesse qu’octroie le nombre de degrés de liberté (ici
n au lieu de 1) autorise un éventail beaucoup plus riche de formules de
représentation intégrale pour la multiplicité.

On verra toutefois que 'existence de telles formules de représentation intégrale
(formules dans lesquelles le symbole intégral lui méme ne joue qu’'un role
neutre) pose bien plus de problemes dans le cas ou m > n (une telle formule
se trouve par exemple proposée dans [24], mais son étude dépasse pour I'ins-
tant le contenu de ce cours). A titre d’exercice, on pourra montrer cependant

que dans le cas oun = 1 et fi,..., f, sont m fonctions holomorphes dans
un ouvert U de C, alors, pour toute fonction ¢ de support compact dans U,
holomorphe au voisinage de {f; = ... = f,, = 0},

.11 UL
Yl fme)pl) <l f L oS T)

Oée{flz---:f'nLZO}

On raisonnera localement au voisinage d’un point « et I'on écrira

Fi(Q) = (€= )" g;a(C), gjale) #0,

au voisinage de «, auquel cas bien sur

H(fl? BT fmva) = 1<i§l<fml/j<()é) .
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Ce qui précede nous incite a nous cantonner au cas m = n; dans ce cadre,
nous avons le :

Théoreme 2.1 Soient fi,..., f, n fonctions holomorphes dans une boule
B(0,¢€) de C", telles que {0} = B(0,e) N {fi = ... = fn = 0}. Alors, si
U est un ouvert de C" contenant zy tel que U C B(0,¢€) et que OU soit C*
par morceauz, st si s = (s1,...,5,) est un n-uplet de fonctions de classe C*
dans un voisinage V' de OU, avec

s1(Ofi(Q) +. o+ s fa() =1  V(eV, (2.1)
alors
R A n | " "
(1o fn30) = = (2@'7r)(" : /au (jZI(—l)Jlsg’ l:/\l ds)) /\]i\1 df .(2.2)

1%
En particulier, si s; = fi/|fII?, ou || f]|? := i | £, on a
=1
(S (=05 A df) A A df;
1=1 j=1

)
(—1) 2 (7’L — 1)' J=1 145
(2im)" oU [PAlRe
Ces formules, dites formules de Bochner-Martinelli, se transposent immédiatement
du cadre de C" au cadre d’une variété analytique complexe de dimension n
(compte tenu du fait qu’il s’agisse de formules locales).

Preuve. Remarquons tout d’abord que I’hypothese (que le seul zéro commun
a f1,..., fn soit l'origine) implique que la forme différentielle df; A ... A df, ne
saurait étre identiquement nulle au voisinage de 0. Prouvons le pour n = 2.
Il est clair que df; #Z 0 au voisinage de 0 (sinon f; = 0 au voisinage de 0, ce
qui contredit le fait que 0 est un zéro commun isolé de (f1, f2)). Il existe donc
¢ (que l'on peut supposer aussi voisin de 0 que 'on veut) tel que df;(§) # 0.
Mais la condition
dfi Ndfa =0

au voisinage de £ implique alors que f5 est une fonction de f; au voisinage de
¢ ; la variété des zéros communs de (f; — f1(§), fo— f2(€)) serait de dimension
strictement positive et devrait donc pouvoir s’échapper d’une boule B(0, €)
au voisinage de laquelle f; et f, sont holomorphes. Ceci est exclus si £ est
assez voisin de O car alors

HIZ[hiB6 [’fl — i@+ f2 — fz(g)” > ;“I?ifle IF(Ol >0.
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On laisse en exercice le soin d’adapter cette preuve du cas n = 2 au cas
quelconque.

Venons en maintenant a la preuve de la formule proprement dite.

Elle se fait tout d’abord dans le cas tres simple ou les fonctions f; sont les
fonctions coordonnées f; = (;, j = 1,...,n (on voit ici 'importance que revét
le fait que m = n). On sait que, si €y, ..., €, sont n nombres strictement positifs
et si le n-cycle réel analytique

Fe={|GI =1, |Gl* = e}

est convenablement orienté, alors on a, pour toute fonction A holomorphe au

voisinage de 0, pour tout €y, ..., €, assez petits,
1 h(C)dG A ... NdC, 1 mod|¢)”?
h(0) = — / S / h(¢ I
=Gk e ek "ON G
1 1 n
= h d|¢|* . 2.4
T e e 16 A i (2.4

Si maintenant nous désignons par ¥, 1 le n — 1-simplexe de R" (de volume
de Lebesgue n — 1 dimensionnel 1/(n — 1)!) défini par

Yn-1:=1{§ €[0,00["; &1 + ...+ & =1},

nous en déduisons, par simple “moyennisation” des identités de Cauchy (2.4),
lorsque 7 est assez petit, la formule de représentation

0 = [ O A G aves(0 =
(—171G A dcl)A A d¢;

n(n—1) ( _

()T (n—-1)! 2
= iy Jgo, 1) Il

Par simple changement de variable, on en déduit que si ¢y,...,g, sont n
fonctions holomorphes au voisinage de 0 telles que

<.
e

dg
det [3Ck]1<]k<n @) #0,
alors, pour toute fonction h holomorphe au voisinage de 0, et pour tout 7
assez petit

n(n—1) ( i( ) /\ dgl) A /\ dg;

1

o) = S = o

Hg||2n
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Passons maintenant a une version non plus locale, mais semi-locale de ce
résultat en supposant que gy, ..., g, sont n fonctions holomorphes au voisinage
d’un ouvert borné U de C", a frontiere C' par morceaux. Supposons aussi
que ||g||* > 0 sur AU et que les zéros communs de gy, ..., g, dans U sont des
points « isolés dans U et tels que
07,
det {aicﬁ 1<j,k<n (@) #0,
ce qui implique (d’apres Bolzano-Weierstrass) que ces points « constituent
un sous-ensemble fini V(g; U) de U. Supposons que h soit une fonction holo-
morphe au voisinage de U. On remarque (c’est un calcul tres simple) que la
forme différentielle
n A (2 n
(S (=115 A dgi) A A dg
7j=1 =1 7=1
h e = h(
1g]/* ;

(=118 A ds)) NdG A NG,
1 =1
1#35

n

ou §; = g;/|lgll*, j = 1,...,n, est une forme différentielle fermée dans 'ouvert
U\{]|g]| = 0} (de classe C" jusqu’au bord de U); ceci résulte simplement du
fait que, dans U \ {]|g|| = 0}, on a

§1§1++'§n§n51

et donc, en différentiant et en utilisant I'holomorphie des g;, j =1, ..., n,

Z gjdgj =0 mod (dgl, ey dgn) s

J=1

d’ou il suit bien str que (toujours dans l'ouvert U \ {[|g|| = 0}),

(

J

(=118 A\ da)) AdGA. . AdG,] = nd3iA. . A5, NG A AdG, = 0.
=1 1=1
I#j

On déduit alors du théoreme de Stokes que l'on a

( 1)%4)( 1)! (]il(_l)j_lgj Z\l d?Z) : j/i\l 49;
— 2 n — ! - I#j B
2. )= (2ir)" /8U () IIQITQ"

aeV(g;U)

Revenons maintenant au cas des fonctions fi, ..., f,, holomorphes au voisinage
de 0 et prenons U comme dans ’énoncé du théoreme. Si 7y, ..., 7, sont des
nombres complexes de module assez petit (||7|| < mingy || f]), on a

min || f =7l >0,
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ou f—n:= (fi—m, ..., fn—nn). Un résultat important de géométrie différentielle,
le théoreme de Sard [28], assure que I'ensemble des valeurs critiques de I'ap-
plication

(considérée comme application d’un ouvert de R** dans un ouvert de R*")
est de mesure de Lebesgue nulle dans C" ~ R**. On rappelle que (1, ..., 7,)
est une valeur critique de (fi,..., f,) si et seulement si 1 est I'image par
(f1,..., fn) d'un point critique, c’est a dire d’un point ¢, ol le rang de la
matrice Jacobienne de f est strictement inférieur au rang “générique” de
cette matrice Jacobienne (ici 2n). Ainsi, pour 7 de norme assez petite et
“générique” (c’est a dire hors d’un ensemble de mesure de Lebesgue nulle
dans C™), on est assuré que, outre le fait que g = f — 7 n’a qu'un nombre
fini de zéros communs dans U (et aucun sur OU), tous ces zéros communs
sont des zéros simples. On a donc, pour toute fonction h holomorphe au
voisinage de U,

o (=179 A dg") A A dg
_ 0T ) SR
> hia) = /w0 (25)

eV (glnlit) (Qiﬂ)n ||g[77] HQn

En appliquant cette formule a la fonction A = 1, il vient

vl el N g N
(B )

=1
ml. 77y — (=1)"> (”_1)!/ ! I#j
card V(g™ U) Giry o g

Puisque le membre de droite de cette formule se présente clairement comme
une fonction continue de 7 (n étant hors de I'ensemble exceptionnel), et que
le membre de gauche est un entier, on en déduit que cette fonction de 7 se
prolonge a un voisinage de 0 en une fonction constante, a valeurs dans IN.

Il reste a démontrer que 'entier obtenu ainsi correspond bien a la dimen-
sion de 'espace vectoriel O/(f1, ..., fn), soit au nombre u(fi, ..., fn;0). Notre
démarche ici suit celle proposée par exemple dans [15], chapitre 6. Notons
N = N(f) ce nombre. On commence par remarquer que N (f) est exactement
le degré de transcendance de l'extension [O : f*O,], ou O, désigne 'anneau
local des germes de fonctions holomorphes de n variables en 0 (les variables
étant ici notées () et f*O,, le pull-back (via I'application f de (C",0) dans
(C",0)) de 'anneau local O,,. Ceci signifie que N est le plus petit entier
tel que, pour tout élément h € O, il existe des éléments ay,...,aq € O,
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(dépendant bien stur de h et s’annulant en 0 si A(0) = 0) avec

d
WN(C) =D a;(fO)R(C)N

j=1

(en tant que germes en ¢ = 0). Pour vérifier ce point, il suffit de remarquer
que, si w est générique et voisin de 0 dans C", I'application gl*! := (f; —
Wi, ...y fn —wy) présente N zéros simples, tous dans U, notés alwht glwlN
et que 'on a, pour tout k entre 1 et IV,

vt (X (=071g" A dgi™) A A dg)”
> (n—1)! =1 2 i=1

k 1#j
T A g

S (hitye = U

(2.6)

(il s’agit ici d’un cas particulier d’application de la formule (2.5), avec h
remplacé par h*). Comme le montre un calcul que I'on laisse en exercice (ce
n’est pas immédiat au premier coup d’oeil) le second membre de la formule
(2.6) définit une fonction holomorphe de w au voisinage de 0. On déduit des
formules de Newton l'expression des N fonctions symétriques élémentaires
des k(o) I =1,..., N, comme des germes de fonctions holomorphes en w,
notés ai, ...,an. On a par construction meéme des a;, I'identité

WM (¢) = Zlaj(f(é))h(é)]v_j‘

D’autre part, N est le plus petit entier possible tel que I'on puisse trouver
une relation du type ci-dessus pour tout élément h de O,. En effet, comme
les points al“bt . ol sont génériquement distincts, il est impossible de
trouver un entier d < NN, tel que, pour tout h € O, il existe d germes de

fonctions by, ..., by de w (dépendant toujours de h), avec

b;(f(ONR(S)*

1

h(¢) =

d
J:
(en tant que germes en ¢ = 0). Ceci implique deux choses : d’une part, il en
résulte que la dimension du C-espace vectoriel quotient

O/(f1, - fn)

est au plus N. D’autre part, si 'on considere O, comme un O,,-module via
le transport (ou pull-back) par I'application f, 'action de a € O,, sur h € O
étant définie par

aeh:=(—a(f(¢)h(c),
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il résulte d'un argument de platitude que O est un O, module libre de
rang N. Le lemme de Nakayama (voir par exemple [22], page 119) implique
alors que si (uq, ..., ug) est un systeme de générateurs de O¢/(f1, ..., fn), alors
d > N ; ceci montre donc aussi que

dim O¢/(f1, .y fa) > N

et que l'on a donc 1'égalité attendue

On a donc démontré la formule (2.3). Pour passer de la formule (2.3) a la
formule (2.2), on introduit, pour ¢ € [0, 1], la fonction de classe C! dans
0,1] x V

(1.0 = t5(0) + (1 = O
puis on note, si h est une fonction holomorphe au voisinage de U
(=)™ (n - 1)! - ; ;
I(h:t) = '/ RS (=17 s (8, ) A dsi(t,)) A N dfs
(k3 ) (2dm)m ou (;( P slE) lz/\l sl )) j/:\l &
1]
On vérifie que
diI(h;t) =0,

donc que I(h;0) = I(h;1). Comme
1(h50) = Nh(0) = (fr, - £230) h(0),

on a aussi
I(h; 1) = p(f1, -, fn3; 0) 2(0).

La formule (2.2) s’obtient en prenant h = 1 au voisinage de U, et 'on en
obtient en prime la variante

) n n n
(=1) <§m§f — V! [y (S0 s A\ dse) A

J=1

1(f1y -+ f3 0) h(0)

I#]

(2.7)

valable sous les mémes hypotheses pour s, mais cette fois pour toute fonction
h holomorphe au voisinage de U. La preuve du théoreme est ainsi terminée.

o
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2.2 La preuve du théoreme de Bézout

Nous allons donner une preuve du théoreme de Bézout (théoréeme 1.1)
reposant sur un argument de perturbation emprunté a V. Arnol’d, argument
dont nous nous inspirerons pour donner plus loin une preuve du théoreme de
D. Bernstein.

Considerons ici n polynomes Py, ..., P,,, de degrés respectifs Dy, ..., D,,, définissant
un sous-ensemble algébrique discret, donc fini de part la proposition 1.2,
Z(Py,...,P,), de C". L’ensemble Z(P, ..., P,) est donc constitué de p points
ay,...,a, de C™ affectés des multiplicités d’intersection pu(P; ay), ..., u(P; o),

ot u(P; o), j = 1,...,p désigne la dimension du C-espace vectoriel

O¢n o
(Pl, ceey Pn)0¢n7gj

introduite dans la section précédente 2.1. Nous admettrons ici deux choses :
— D’une part, que le nombre

N = p(P; o) + ...+ w25 o)

est exactement la dimension du C-espace vectoriel C[ X7, ..., X,/ (P, ..., P).
Ce nombre N est en effet le nombre de zéros (tous simples) de I'application
(P, — €1,..., P, — €,) (lorsque €1, ..., €, sont génériques et de module assez
petit) dans une boule B(0, R) contenant tous les points de Z(FP, ..., P,). En
reprenant dans le cadre semi-local cette fois et non plus local les arguments
utilisés dans la preuve du théoreme 2.1, on montre que N est bien la dimen-
sion du C-espace vectoriel C[ X1, ..., X,,|/ (P, ..., Py).

— D’autre part, si vy, ..., v, désignent n entiers strictement positifs et si « est
un point de Z(P, ..., B,), alors

WP P75 @) = 1 P ).

n

Ceci se voit encore via un argument de perturbation; siles €;;., 1 < j <mn,
[; =1,...,v;, sont génériques et de module assez petit, les polynomes

Uj

H(PJ —ej,lj), j=1,...n,

=1

ont en effet vy ... v, u(P; a) zéros communs (tous simples) distincts au voi-
sinage de a.

I1 résulte des deux points ci-dessus que si v € IN*, on a

dimg (C[X1, ..., Xol/(Prs ) P)) = UlndimCD(C[Xl, X/, PY)).
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Pour prouver le théoreme de Bézout, nous allons montrer dans un premier
temps

dimg,(C[X1, ..., X,.]/C[PY, ..., P H vD; + 1

d’ou nous déduirons en divisant les deux membres de cette inégalité par v™,
puis en faisant tendre v vers +o0o, que

d1m¢(C[X1, 7Xn]/(P17 ceny Pn)) é Dl c. Dn .

Ceci concluera a la majoration de N par le produit Dy ... D,. Il ne restera
plus ensuite pour prouver le théoreme de Bézout qu’a étudier a quelle situa-
tion géométrique correspond le fait d’avoir I'égalité et non plus I'inégalité.

Soit B(0, R) une boule de C" de rayon assez grand de manieére a ce qu’elle
contienne tous les zéros communs de P, ..., P,. Le nombre de zéros com-
muns (comptés avec multiplicités) de (P, ..., P’) dans B(0, R) est donné
(cela résulte de la formule (2.2) et du théoreme de Stokes) par

(S (=17 B" A dPF) A A dP}
T (n—1)! i=1 % =
Np(U) — : / l#]
(2im)" Icl=R ([P + .+ [ Paf)m

Il résulte de cette formule que ce nombre est aussi le méme que celui du
nombre de zéros communs dans la méme boule des polynomes

Djv+1

P =tX77 4 PP j=1,0m

lorsque t € C désigne un parametre de module assez petit. Or la dimension
de I'espace quotient

ClX1, s Xul /(Progty ooy Progt)

lorsque t # 0 est immédiate a calculer et vaut (vD; +1)...(vD, + 1) (car
une base du quotient est réalisée par tous les monomes X' .. . Xkn - avec
0 <k; <vDj pour j =1,...,n). On a donc automatiquement

H vD +1),
7j=1
d’ou le résultat Clx X,
dimg, =2l = p D,
e Tp By = ’

ce qui clot la preuve du premier volet du théoreme de Bézout.



2.2. LA PREUVE DU THEOREME DE BEZOUT 31

Remarque. A ce point de la preuve, on peut faire la remarque suivante.
Le fait que la dimension de C[X1, ..., Xu]/(Piyty ..., Powt) S0it égale au pro-
duit (vDy +1)---(vD, + 1) s’interpréte aussi analytiquement, suivant une
approche mise en lumiére par exemple dans [1], section IV-21, ou [32], sec-
tion I1.8 . Notons pour abréger P;,; = @;, degQ); = d; et considérons un
polynome quelconque H € C[Xq, ..., n] Soit, pour R assez grand, U(q, R)
Pellipsoide de C™ défini par

Ulg, R) = {IG " + -+ [G*™ = R}

La formule de Stokes, couplée avec la formule (2.7), implique

(1P A G A A da

(=172 — 1)) o

H

a€Z(Q1,@n) (2im) OUsR = ¢
(il suffit en effet de choisir comme application s dans la formule (2.7) la
fonction définie par s = (1, ..., $p) oU

d.
G

55(¢) =
ZCQz

Ensuite, on peut exploiter le fait que QQ; = thj—i—Rj, deg R; < d; et développer
en série géométrique

1 1 1 1
SRy T Eipn  Sdw
=1 =1 1 + % lil
Sl
=1
en fonction de la quantité
1 Z Cllel
) =1
Pi=g e
£ Il

qui est strictement inférieure disons a 1/2 sur OU(q, R) lorsque R est assez
grand. Apres intervertion (licite) entre l'intégration sur le bord de U, g et la
sommation en série géométrique, on remarque que l’orthogonalité des e,

k € Z, dans L*(R/Z) implique que la quantité

Y H()

a€Z(Q1,--,Qn)
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est égale au coefficient du terme

dans le développement en série formelle de

HQ A NdQu
TEEE IR
_HdQl . AdO, LB

(2.8)

Ce développement en série formelle se présente comme un développement du
type développement de Laurent a n variables puisque l’on vérifie aisément
(puisque le degré de R; est strictement inférieur a d; pour tout j) que tout
monéme C2 ne figure qu’au plus dans un nombre fini de termes du développement.
Ceci acheve cette remarque, remarque qui nous sera utile par la suite lorsque
nous aurons a interpréter ce type de résultat en termes de calcul résiduel.
Notons des a présent ici que dans le cas n = 1, ceci revient a interpréter

>, H(a)
{acl; Q(a)=0}

comme
Y. H(a)= —Res,[HQ'd(/Q).
{aet; Q(a)=0}

Reprenons maintenant la suite de la preuve du théoreme et Supposons que

R(Dx, ..., D,)[c] #0,

ou ¢ = (c1,...,¢p), ¢; désignant le vecteur des coefficients de la partie ho-
mogene p; de degré D; de P;. Les polynomes homogenes py, ..., p, n’ont donc
aucun zéro commun sur la sphere unité $**~! de C" et il en résulte I’existence
de v > 0 tel que

P

HCH

¢ e €\ {0}, Z
D’ou il résulte qu’il existe K tel que

L(OINN
IICI

V¢ e Cn, HCH>K=>Z

w@
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Lorsque P, ... P, sont des polynomes dont les coefficients (¢) des parties ho-
mogenes de plus haut degré sont suffisamment proches des coefficients des P;
(les autres coefficients étant les mémes que ceux des P;), on peut donc, en uti-
lisant le théoreme 2.1, exprimer la dimension de espace C[X1, ..., X,)]/( P}, ..., Py)
(c’est a dire le nombre de zéros communs avec multiplicité aux ]5]-, 7=1,..n,
dans C") via la formule

dimg, M =
(P, ... P)
G i G "
- (2im)" /HCR (;(_ Adsi(t.)) A A\ d

ou

- p;
T ngw (Z HCIIQD )

et R est assez grand (en tout cas certainement R >> K). Nous pouvons
maintenant oublier la clause selon laquelle ¢ était proche de c. La fonction

CIX1, oy X0
¢ dimy —=—"—=—
(Pl, P )
est une fonction continue de ¢ sur {¢ R(D,...,D,)[¢] = 0}; comme elle

est a valeurs dans N, elle est localement constante. Or le complémentaire
de I'hypersurface R(Dy, ..., D,) = 0 est connexe dans le produit d’espaces
projectifs complexes duquel ce résultant définit une hypersurface algébrique ;
on en déduit que la fonction

C[X1, ..., X,]
(P, ... P,)

¢ — dimg

est constante dans {¢ R(Dq, ..., D,)[¢] = 0}. En calculant sa valeur en un ¢é
tel que p; = Cf}j,j =1,...,n, on voit que cette constante vaut Dy ... D,. On a

donc montré ainsi que si R(Dx, ..., D,,)(c) # 0, la dimension de C[ X1, ..., X,/ (P4, ...

valait Dy ... D,.

Supposons maintenant que R(D1, ..., Dy,)[c] = 0. Il existe donc { = (&1, ...,&,) €
(C™)*, tel que si p; désigne la partie homogene de plus haut degré de P;, on
ait

(&1, ...6) =0, j=1..,n
Il existe aussi a := (g, ...,a,) € C"\ {0} tel que, pour tout j = 1,...,n,
P;(a) # 0. Considérons maintenant n polynéomes homogenes pg 1, ..., Pon, de

, Pn)



34 CHAPITRE 2. LES THEOREMES DE BEZOUT ET DE BERNSTEIN

degrés respectifs Dy, ..., D,,, sans zéros communs dans (C")* et tels que, pour
Jj=1,...,n,onait py;(§) po;(a) # 0 (il est évidemment possible de construire

de tels polynomes puisque &, a # 0). Soit maintenant P, := (Py4, ..., Py le
systeme perturbé défini par

Pya(X) = polta+-€) B(X) ~ 1 Byt 2o, (X) =

=P (po,j(ng 1) Fi(X) = Pila + i)poaj(X)) '

Iy

Ce systeme perturbé possede par construction méme une racine

() =a+ f
qui tend vers I'infini lorsque ¢ tend vers 0. Lorsque ¢ tend vers 0, il s’agit bien
d’une perturbation du systeme (P, ..., P,). Pour t assez voisin de 0, mais
non nul, ce systeéme perturbé est, comme le systeme (pg 1(X), ..., o (X)), un
systeme tel que les coefficients ¢; des parties homogenes de plus haut degré
satisfont R(Dy, ..., Dy)[ci] # 0 (c’est le cas, comme on le vérifiera, lorsque ¢
tend vers +oo et donc lorsque t est générique, c’est a dire hors d'un sous-
ensemble fini de C). Pour ¢ # 0 et de module assez petit, le systéme perturbé
(Pigs ..., Pyy) a par conséquent Dy ... D, zéros, dont un ({(t)) s’échappe a
Iinfini lorsque ¢ tend vers 0. Ainsi, le nombre de zéros communs au systeme
(P, ..., P,) est-il strictement inférieur & Dy ... D,,. Ceci acheve la preuve du
théoreme de Bézout.

2.3 La preuve originelle du théoreme de Bern-
stein

2.3.1 Une premiere tentative (inachevée mais intéressante)
via un argument de perturbation “a la Arnol’d”

Formellement, une preuve naturelle du théoréeme de Bernstein (ou tout au
moins du fait que la dimension du C-espace vectoriel quotient est majorée par
le volume mixte des polyedres de Newton Aq,...,A,,) consisterait a singer
I’argument de perturbation “a la Arnol’d” proposé dans la section 2.2. Soient
(F1,...,F,) n polynémes de Laurent en n variables définissant une variété
discrete dans T" et r << 1 et R >> 1 deux réels strictement positifs tels
que le domaine borné

Ulr,R) :=={CeC [G...C|l >, [CI<R}CT"
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contienne tous les points de W(F, ..., F,,). Il résulte toujours du théoreme
2.1 et de la formule de Stokes (ainsi que des remarques faites en préambule
dans la section 2.2) que si v € N, si 8,1, ..., Sy, sont n fonctions de classe C*
au voisinage de OU(r, R) et telles que

s1EY + ...+ s, F) =1

dans ce méme voisinage, alors

- CIXT . XY
dim =
¢ (Fh ey Fn)
n(n—1)
(1) = (n-1 1 / - 1. A A
= : — —1)7" s, \ dsuy) A )\ dEFT .
(2im)™ v Jou(r,R) (;( ) ! ﬁ;/\l l) ji\l !
(2.9)
Si A désigne la somme de Minkowski des polyedres Ay, ..., A, il est immédiat

de remarquer que, pour chaque valeur de v, il existe n collections de points
Ei(Ajv) CR"N\ Ay, j=1,..,n,

telles que :

— d’une part le systeme de polyedres convexes “perturbés”

Aj(v) == conv (vAj + & (4, v))

est un systeme dit a_arétes indépendantes, ce qui signifie que tout systeme
(V15 -, Tn), OU 775 est le vecteur directeur d'une face de dimension 1 de A;(v)

(on dit aussi une aréte de A;(v)), est une base de R". Ceci implique qu’étant
donnée une face o quelconque du polyedre

n

Aw) =3 A (v)

j=1

s’écrivant 0 = o1 + ... + 0,, oll 0; est une face de A;(v), j =1,...,n, 'une
au moins des faces o; de la décomposition de o se réduit automatiquement
a un singleton.

— d’autre part

lim
v—+400 yn
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On se convaincra aisément de ce qu’une telle construction est possible. On
peut d’ailleurs supposer aussi que chaque polyedre

Conv(gj(A]7/U))7 ]: 17"'7”7

est de dimension n et contient vA; dans son intérieur, auquel cas on a bien
stir

A(v) = conv ( CJ Ei(A,, v)) .

j=1
On peut aussi faire en sorte que les points de £;(A;, v) soient exactement les

sommets de A;(v), ce qui implique que 'ensemble des sommets de A(v) est
I’ensemble des points

L+... .+, le&(Av).

On se fixe ensuite v assez grand pour que

MAL(V), ..., A (V) — M(VA, ..., vA,)

,Un

< (2.10)

N[ —

On introduit le systeme de Laurent perturbé (Fy ¢, ..., Fypt), O

FoeX)=t( Y XY+ FI(X), j=1..n.
IS ACAVED)

Lorsque t tend vers 0, il est immédiat de constater que I'application

Svt = (Sv,t,lv ceey sv,t,n) P
ou 5
. ’U,j
vatzj T n
2 SviFjut
Jj=1

converge uniformément vers s, sur le bord de U(r, R). Pour ¢ assez pe-
tit, le nombre de zéros communs (avec multiplicités) du systeme perturbé
(Fioty - Fupe) dans U(r, R) étant donné par U'intégrale

()" (n = 1)! /

(2im)™

(=1 5005 A\ dswes) AN A,
=1 j:l

1#j

il en résulte bien que ce nombre de zéros est égal (d’apres la formule (2.9))
au nombre
CIXi, .. X, .. O, .., XF
=" dim
(FY, ..., FY) ¢ (F,..., Fp)

dim
¢
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Il est facile de s’apercevoir que, pour t # 0, les polynomes de Laurent
(Fivty-..s Fooye) définissent encore un ensemble algébrique discret dans T".
Pour ce faire, nous introduirons ici quelques outils inspirés d’une approche
analytique du probleme. Etant donné un polyedre convexe ¥ de R", nous
appellerons fonction indicatrice du convexe Y la fonction définie sur I'espace
dual (R")* ~ R" par

Vy* € R", Hyg(y*) =sup <y*,&> .
£ex -

On se propose de vérifier que, pour t # 0, il existe deux constantes v > 0 et
K > 0 telles que

< F’v S Cn
Ve, |Re¢l > K — 3 Al el

> . 2.11
j=1€Xp (H’A‘;(v)<Re C)) = ( )

On notera le parallele entre cette clause de croissance a 'infini de la fonction
Foo = (Fipi, ., Fron) et celle satisfaite (toujours a l'infini) par une ap-
plication polynomiale P = (P, ..., P,) dont le résultant des coefficients des
parties homogenes de plus haut degré est non nul. Le recours a I’exponentielle
s’avere ici techniquement utile pour transférer la structure multiplicative de
T" en la structure additive de C", mais ne joue nullement un role essen-
tiel. La vérification de (2.11) tient au fait suivant : dans chaque direction w*
de R™ \ {0}, il existe au moins un indice j = j(w*) dans {1,...,n} tel que
I’ensemble N
{le Aj(v); <w*,l>= min <w",§>}
£en;(v)

se réduise a un sommet du polyedre A;(v) (cette clause est assuré par le
fait que le systéme perturbé est un systeme a arétes indépendantes). Mais
le théoreme de Liouville (selon lequel il ne saurait exister de fonction holo-
morphe bornée autre que les constantes sur une variété analytique complexe
de dimension 1) implique I'impossibilité, pour I’ensemble analytique

{C e Fjyi(e,...,e¥) =0, j=1,...,n}

de contenir un ensemble analytique de dimension 1 (c’est a dire une courbe)
qui resterait “piégé” dans la bande {||Re(|| < K}, comme l'exigerait la
contrainte (2.11). Ceci montre donc que les polynémes de Laurent “per-
turbés” Fy .4, ..., F oy définissent un sous-ensemble algébrique discret (et

donc fini de T").

Reprenons le fil de 'argument de perturbation. Pour ¢ assez petit, les systemes
(Y, ..., FY) et (Fiyt, ..., Fope) ont méme nombre de zéros communs (comptés
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avec multiplicité) a l'intérieur de U(r, R), comme on l'a vu précédemment.
On en déduit donc

+1 +1 +1 +1
¢ (F17"'7FTL> vt ¢ (Fl,v,ta-“an,v,t)

Si 'on prouvait 1'inégalité

. CIXF, L XY — —
dim L= < M(AL(v), ..., Ap(v)),
¢ (Fl,v,ta-"7Fn,v,t) o ( l( ) ( ))

on aurait donc bien montré, compte tenu de (2.9)

. CIXiE, L X
nl< .
ditm (Fy,..., Fp) < M(B1, - Ba)

Or il se trouve qu’exactement comme dans le cas du théoreme de Bézout, la
configuration géométrique de la situation “perturbée” fait que l'on a en fait
I’égalité

O X Ra), o Ba()). (2.12)

dim

¢ (Fl,v,t7 LR Fn,fu,t)

Cette égalité se ramene a la preuve d’une formule combinatoire de géométrie

des convexes car I’on va voir que si G est un polynome de Laurent quelconque,
le calcul de I'expression

> G(a)

QGW(Fl,v,hnan,v,t)

(en fonction de ¢, de v et des coefficients des Fj) est tout a fait explicite
(et algorithmiquement peu cotteux). Avant d’abandonner cette piste, nous
indiquerons néanmoins le résultat énoncé dans [14] et dans la these de Hai
Zhang [33, 34]. Nous reviendrons sur ce résultat lorsque nous aurons & notre
disposition 'outil que constituent les variétés toriques dont P"(C) est un
exemple particulier.

Soit [ un sommet de A(v); nous pouvons écrire formellement

"Xt
Frod(X) . Fros(X)
T4+ (1= Ryy(X) 4+ (1 = Ry (X)) + oo+ (1 = Ry (X)) 4 ...,
(2.13)
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ou

P (X)L F (X))

B tn X1t '

Du fait que [ est un sommet de A(v), chaque monome n’apparait au plus
qu'un nombre fini de fois dans le développement figurant au second membre
de (2.13). Si maintenant G est un polynoéme de Laurent quelconque, on ap-
pelle résidu au sommet [ de la forme différentielle

Rv,t (X)

G A dFj..
j=1
IT Fjor
Jj=1

le coefficient du terme .
A a6
j=1 Gi

dans le développement en série de Laurent

G A dF;,.
j=1

n
H F},v,t
j=1

G 7\ dFjj,v,t
j=1

= T(l (1= Rye(X)) + (1= Ry 4o+ (1= Rug (X)) +..).

On notera 'analogie avec les développements explicités dans la remarque de
la section 2.2 (formule (2.8) par exemple, ot le rdle de [ est joué par le point
(dy,...,d,) de R™). Ce nombre sera donc par la suite interprété (au signe pres)
comme un résidu a l'infini (relatif au sommet [) pour la n-forme différentielle

G A dFj..
j=1
H F},v,t
J=1

et on le notera .
G ‘/\1 dF’j,v,t

ResSoo [Jn] :
H F}',v,t
=1

On montrera ultérieurement qu’il existe des entiers relatifs k;, [ décrivant la
famille des sommets du polyedre A(v), entiers qui ne dépendent que de la
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géométrie du systéme de convexes (Aq(v), ..., A, (v)), tels que

(
3 G(a
a€EW(F1,u,t5e Fnot)
G A dF;,,
— Z (—1)"k; Ressoy []n:l} :

I; 1 sommet de Z(v) 'Hl F},v,t
‘7:
(2.14)

Des lors la formule de combinatoire qu’il s’agit de prouver pour obtenir le
théoreme de Bernstein est facile a poser; comme on le voit immédiatement,
on a, si

l=0L+...+ 1, [ sommet de A;(v),

4\ dF’j,U,t

Resooy []nl] =det(ly, ..., 1,) .
H -Fj,v,t
j=1

Ainsi la relation combinatoire a prouver si I'on désire démontrer 'identité
(2.12) est l'identité combinatoire

M(AL(v), ..., Ap(v)) = (=1)" > ky det(ly, ..., 1) - (2.15)
1 sommet de A(v)
1=l 4.+

I existe un mécanisme combinatoire assez simple pour calculer les coefficients
k;, mécanisme sur lequel nous reviendrons dans la suite du cours ; une fois ceci
compris, la preuve de 'identité combinatoire (2.14) se fait naturellement par
induction (pour plus de détails sur cet aspect combinatoire, voir [13]). Nous
abandonnerons ici cette piste, mais nous y reviendrons avec tant la machinerie
des variétés toriques (chapitre 3) que celle du calcul résiduel (chapitre 4).

2.3.2 (Aq,...,A,)-généricité au sens de Bernstein
Soient Ay, ..., A, n polyedres convexes de R", A; := A, NZ", et

2 :
F; = Z XL, j=1,..,n,
ll'E.Aj B

n polynomes de Laurent de polyedres de Newton respectifs Ay, ..., A,. Pour
chaque direction w* de R" \ {0} (I’espace R" est ici considéré comme espace
dual de la copie de R" ou vivent les ensembles A;), on peut poser

A}V* ={le A;; <w",l>= ?EliAn_ <w (>}, j=1,...,n
S J
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(ces ensembles ont été pour l'instant seulement introduits lorsque w* était
I'un des vecteurs orthogonaux aux facettes de A = A;+...+ A, et ce dans
I’énoncé du théoreme de Bernstein 1.2, mais nous en aurons besoin ici pour
chaque w* dans R™ \ {0}). On peut poser

Fj[w*] = Z cjﬁllei, j=1,...n.

ey

Il s’agit de versions tronquées des polynomes de Laurent originaux Fj. Nous
aurons besoin dans un premier temps de la

Définition 2.1 Le systéme (F1, ..., F,,) de polynémes de Laurent a polyédres
de Newton précisés Ay, ...,A\, est dit (Aq,...,A,)-générique si pour toute
direction w* de R™ \ {0}, on a

{cer; F"(Q)=0j=1,..n}=0.

Ce que signifie de fait cette hypothese est que, pour tout choix de faces
(01, ..., 00) (avec o, face de A;) tel que oy + ... + 0, soit une face propre de
Ai+ ...+ A,, les polynomes de Laurent

Fj(aj) = cj,lini, ji=1,..,n,

leO’j

n’ont aucun zéro commun dans T". Le fait que o1 + ...+ o, soit propre im-
plique qu’il existe un vecteur w* orthogonal aux faces oy, ..., 0, ; il en résulte
qu’il existe une transformation monoidale X =YY, U € GL,(Z) telle que la
résolution du systeme

(05) _ s n
F7%(X)=0,j=1,..,n, XeT"

se ramene a celle d'un syseme
Gi(Ye, .. Y,) =0, j=1,...,n, (Ys,.,Y,) T,

c’est a dire un systeme de n équations a n — 1 inconnues. L’argument utilisé
pour montrer la propreté de m dans la preuve de la proposition 1.4 permet
donc de conclure que le systeme (F1, ..., F},) est certainement (Aq,...,A,)-
générique des que les coefficients des [} ne sont pas liés par une certaine

relation algébrique.

Il existe aussi une caractérisation analytique de la (Aq, ..., A,)- généricité;
c’est la proposition suivante, dont la preuve résulte des remarques qui précedent
et d'un argument par induction ([18]). On laisse cette caractérisation souvent
utile en exercice ici.
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Proposition 2.1 Le systéeme (Fi, ..., F,,) de polynomes de Laurent a polyédres
de Newton précisés Ay, ..., A\, est (Aq,...,AA,)- générique si et seulement si
pour toute face propre 0 = o1+ ...+ 0, de Ay + ...+ A, il existe €(cg) > 0
tel que

n | FCD (e )|
2 oxp(Hy, (Re ()

=1

> (), VCecCr. (2.16)

On déduit facilement de cette proposition le résultat suivant :

Proposition 2.2 Soient Ay, ..., A, n polyédres convezes de R" et Fi,..., F,
n-polynéomes de Laurent de polyedres de Newton respectifs Aq, ..., A, consti-
tuant un systeme (Aq, ..., Ap)-générique au sens de Bernstein ; il existe alors
des constantes v > 0 et C > 0 telles que

n|Fy (et . en
Ve e, [Recl > K — 30 1L )

|
2 oxp(Ha, (Re () = 1 (2.17)

Preuve. On suppose que (Fy, ..., F},) est (Aq, ..., A,)-générique. Pour prouver
la proposition, il suffit de montrer que pour tout w* € R"™ \ {0}, il existe un

secteur conique ouvert S_,« de R" de sommet 0, contenant —w*, et des
constantes K (w*) et y(w*) telles que
" |Fi(e .., e )|
V(¢ e C", |Re(|| > K(w*) et Re( € S_y» = > y(w*).
[Re (]| = K(w”) jzl exp(Ha, (ReC)) (w")

Un argument de compacité permettra ensuite de conclure. Apres changement
de variable, on peut supposer w* = e} = (1,0, ...,0) et

Fj(egl, ey ec”) = ekf<1fj(e<2, oy €57) Tj(€<1, ey ec") ,

ou r; est une somme d’exponentielles a fréquences réelles incluses dans le
demi-espace {x; > k;}. Les ensembles ¢; + kje; sont des faces des polyedres
respectifs Ay, ..., A, faces dont la somme est une face propre de A = A; +
...+ A,. On peut donc appliquer la proposition et affirmer que, pour tout
Cel”,
n ‘ekjﬁfj(@@, m’eCn)’ S>>0,
=1 eXp(H6j+kjel (Re())

Comme les fréquences de r; sont dans le demi-espace {z1 > k;}, il existe p > 0

et k > 0 tels que, pour tout ¢ € C", avec Re(; < —k et |Re(;| < p|Re (],
7 =1,...,n, on ait

H5j+k’j€1 (R‘e C) = HAj (Re C)
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et
" |7’j(€<l, oy €57)]

5 €
2 oxp(Hs iy (Re ) 2 exp(Fa, (Re)) ~ 2

j=1

Pour un tel ¢, on a donc

de part l'inégalité triangulaire. Nous avons ainsi le secteur conique et les
constantes K (w*) = k et v(w*) = €¢/2 voulues.

De fait, la réciproque de cette proposition est vraie, sans que nous ayions
encore les moyens de la prouver a ce point du cours; nous avons donc une
caractérisation analytique de condition de généricité de Bernstein.

Nous pouvons aussi traduire encore algébriquement, mais de maniere différente,
les conditions de généricité de Bernstein en énoncant la

Proposition 2.3 Soient Ay, ..., A, n polyedres convezres de R"™ et Fi, ..., F},
n polynomes de Laurent de polyedres de Newton respectifs Aq, ..., A\, ; avec
les notations du théoreme 1.2, si le systeme (Fy,...,F,) est (Aq,...,A,)-
générique, alors on a nécessairement

11 R(AT .., AT) (") #£0. (2.18)

n; facette de A1+...4+An

Preuve. Si les conditions de généricité de Bernstein sont remplies, on a,
pour tout 1 orthogonal a une facette de Ay +...+ A, (il s’agit de directions
particulieres),

¢ UAT AT

Comme les conditions de Bernstein restent valides apres perturbation, on a
aussi

Tl UAT .. AT
(Padhérence étant prise dans le produit d’espaces projectifs correspondants).

De part la définition des sous-résultants, il vient bien la condition

R(AT . AT () £0.

n; facette de Ai+...+Ay

Ceci acheve la preuve de la proposition.

Remarque. Ici encore, cette proposition a en fait une réciproque que pour
I’instant nous n’avons pas encore les moyens de prouver. La preuve nécessitera



44 CHAPITRE 2. LES THEOREMES DE BEZOUT ET DE BERNSTEIN

le recours a I’homogénéisation et par conséquent la théorie des variétés to-
riques (qui sera développée au chapitre 3). On pourra cependant ’esquis-
ser en dimension 3, en montrant que si n* est orthogonal a une facette
S de Ay + Ay 4+ Ay et si RT(AT, AT, AT) #£ 0, alors, pour toute face
0 = 01+ 09+ 03 de X, les polyndomes de Laurent Fl(al), FQ(UQ), Fém) n’ont au-
cun zéro commun dans T?. Ceci assure bien (dans le cas n = 3 au moins) que
la condition (2.18) implique la généricité au sens de Bernstein. 11 serait assez
facile de concevoir une démonstration élémentaire (mais assez pénible) de ce
résultat en dimension supérieure ; I'usage des coordonnées homogenes sur une
variété torique adaptée rendra cette preuve plus lumineuse, c¢’est pourquoi
nous l'omettrons ici.

Du fait de la remarque ci-dessus, nous ne serons dans cette section capables
que de démontrer en fait une version imparfaite du théoreme 1.2, a savoir que
I’égalité entre dimension du quotient et volume mixte a lieu si et seulement
si le systeme ([, ..., Fy,) est (Aq, ..., A, )-générique; il en résultera que si la
dimension du quotient est égale au volume mixte, alors la condition (2.18)
est remplie. Par contre subsistera le probleme de savoir s’il y a bien égalité
entre dimension du quotient et volume mixte lorsque précisément (2.18) est
satisfait.

2.3.3 La preuve de D. Bernstein

Etant donnés n polyedres convexes Ay, ...,A, de R", et (Fi,..., F,) un
systeme de polynomes de Laurent de polyedres de Newton précisés Aq,...,A,,
tel que ([, ..., Fy,) soit (Aq, ..., A,)-générique, on peut affirmer, du fait de
la proposition 2.2 et du théoréeme de Liouville (qui exclut quun ensemble
analytique de dimension strictement positive puisse rester piégé dans un tube
{IIRe(|| < K}), que 'ensemble

{¢eT" Fi(¢) =... = Fu(() = 0}

est un ensemble discret, donc fini. De plus, comme 1’on a

n R (e
Ve, [Re¢) > K = Y 1)

|
2 xp(Ha, (Re () = "

on conserve, pour tout systeme (F1, ..., F},) obtenu en perturbant (suffisam-
ment peu) les coefficients des F}, I'inégalité

n (e, e
vceCn7 HRe(||ZK:>Z| J(e ) , € )

S
= exp(Ha, (Re()) = 2
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Admettons ici pour simplifier les choses que les conditions de généricité au
sens de Bernstein se lisent via la condition (2.18); ceci signifie que dire que
(F1, ..., Fy) est (Aq, ..., A,)-générique équivaut a dire que le vecteur de co-
efficients (¢, ...,c") (considéré comme élément d'un produit P d’espaces
projectifs), ou i}, ..., n¥ sont les directions orthogonales aux facettes de Ay +
...+ A,, n’appartient pas a une sous-variété algébrique projective X de
P ( sous-variété définie elle méme comme une sous-variété produit). La
fonction qui a (Fi, ..., F},) a coefficients hors de X associe la dimension du
quotient C[Xi!, ..., X]/(F}, ..., F,) est une fonction continue (considérée
comme fonction des coefficients, et essentiellement des coefficients ¢, ..., ¢"),
a valeurs dans IN, localement constante et donc constante dans 1'ouvert
(connexe) de P\ X. Il en résulte qu'il existe N(Aq,...,A,) tel que, pour
tout systeme (Fi, ..., F},) qui soit (Aq, ..., A, )-générique, on ait

CIXF, . X

Nous allons établir ici le premier résultat clef.

Proposition 2.4 On a N(Ay,...,A,) = M(Aq,...,A,) pour tout systéme
de n polyedres convezres de R".

Preuve. On commence par remarquer la chose suivante : les deux applica-
tions

(Al, ...,An) — M(Al, c. 7An>

et
(Al, ceey An) = N(Al, Ce ,An)

sont n-linéaires. Pour le volume mixte, c’est une propriété déja vue, pour
lautre application, on remarquera que si A; et A} sont deux polyedres et
si (Fy, Fa, ..., F,) (resp. (FY, Fa, ..., F},)) est un systeme (A, ..., A, )-générique
(resp. (A}, Ag, ..., Ay )-générique), alors (F1 F], Fy, ..., ;) est (A1+A], Ag, .. Ay)
générique. D’autre part
CIXiE, ..., X

n

(FLF], Fs, . F)

CIXi, ..., X

n

(Fla F27 sy Fn)

CIXH, . X
(F, Py F)

dim = dimg; + dimg,
La multilinéarité de N en résulte. Prouver la proposition se ramene donc a la
prouver lorsque A; = ... = A, = A, ce que nous allons faire par induction

sur la dimension n.

Nous supposons le résultat acquis au cran n — 1 (le cas n = 1 est immédiat
a vérifier). Prenons un polyedre A, [y un point de l'intérieur relatif de A et
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w* € R™\ {0}. Le réseau
Z =7 Nt

est un réseau n — 1 dimensionnel. Si 'on note A’ la face de A définie par

Al — {£eA; <w {>= rnréigl <w*,n >},
on peut supposer (au prix d’une translation qui n’affecte ni la valeur de
N(A,...,A), ni celle de n!Vol,(A), que A est incluse dans w**, et se
trouve donc étre un polyedre dans un espace de dimension n — 1, a sommets
dans le réseau Z" := Z" N w*t ~ Z"7'. Si w* n'est pas orthogonal & une
face de A, le nombre

n—1 fois

Ny (AT Al

(calculé relaivement a ’espace de dimension n—1 ot vivent les objets concernés
ici) est nul (puisque A™") est un singleton). Ceci reste vrai (si I'on utilise I’hy-

pothese inductive) lorsque w* n’est pas orthogonal & une facette de A (dans

ce cas en effet, la dimension de A"l est strictement inférieure & n — 1 et

son volume n — 1-dimensionnel au sens de Lebesgue est nul). Si w* = n},

1 =1,...,s, est orthogonal a une facette de A, alors, I'hypothese inductive

permet d’affirmer

n—1 fois

Ny (A AP = (o — DIVol,_ (A i =1,...s.  (2.19)

Pour un tel 7} (orthogonal a une facette de A), désignons par II;, ,« la pyra-

mide de sommet [y et de “base” Al). On a bien siir la formule géométrique
évidente (puisque A est décomposé en pyramides de sommet o)

n! Vol, A = n! >~ Vol, (I ) - (2.20)
i=1

Le réseau quotient Z"/ Z") est un réseau de rang 1, engendré par un vecteur
e; parfaitement défini des que l'on impose < 7f,e; > > 0. Notons 7; la
projection

Zr ~ 7 @ Ty v T, .

La hauteur Hy, ,+ de la pyramide II;, ;- est donnée par la formule

m(lo) —min{< n/, £ >; £ € A} = Hy, pre; .



2.3. LA PREUVE ORIGINELLE DU THEOREME DE BERNSTEIN 47

Le volume de cette pyramide, est donné (du fait de (2.19)) par

n—1 fois

Np_p (AL Al
(n—1)!

La formule a établir pour achever la preuve inductive de la proposition est
donc

1 1
Vol,, (I, ) = E(VOI (base) x hauteur) = ﬁHLo,n;‘

n fois s 13—1 fois X
N (A, o, A)= D" Hyy e Nooy (AP AT (2.21)

1

Pour prouver cette formule, on fixe un systeme de polynomes de Laurent

(F1, ..., Fy) quiest (A, ..., A)-générique et tel que (Fz[n:], e 7[;72‘}) soit (AL . Al
(n — 1 fois)-générique pour i = 1,...,;s. On perturbe ensuite ce systeme en
posant, pour t # 0,

lg

X
Fl,t :Fl—i_T, Fj,t:Fj7 ]:277n

Comme [y est intérieur a A, le systéme perturbé est tout autant (A, ..., A)-
générique que le systeme (F, ..., F,,) originel et les zéros communs de (Fy 4, ..., Fi, ¢)
dans T" s’organisent en N (A, ..., A) branches ¢t — ((t). Les fonctions t — ((t)
sont des fonctions algébriques du parametre ¢ : on peut utiliser par exemple

le Nullstellensatz qui nous permet d’affirmer que chaque fonction coordonnée

t — (;(t), 7 =1,...,n, satisfait une relation algébrique

Q;(t,¢(t) =0,

ou Q; € C[T, X]. Il existe donc (par le théoréme de Puiseux, voir par exemple
[10], pp. 106-112), si t — ((t) est une telle “branche” de zéros communs, des
vecteurs a € T", a* € Q", dépendant de la branche, et tels que, lorsque t
tend vers 0,

C(t) = at* (1+o0o(1)).
Si o* = 0, on aurait, toujours lorsque ¢ tend vers 0,

ake

Fi(C(t) = -t 0(1) =0,

ce qui est absurde. On a donc a* € Q" \ {0}, et ce pour toute branche de
zéros. Nous allons montrer que le nombre de branches ¢t — ((t) de zéros tels
que le multi-exposant de Puiseux a* = af soit colinéaire a une direction fixée
parmi les 0/, i = 1, ..., s, vaut exactement

n—1 fois

Hig: Ny (AP, A
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Comme le nombre total de branches vaut (puisque le systéme perturbé est
(A, ..., A)-générique) exactement N(A,...,A), le partitionnement de l'en-
semble des branches selon la direction du multi-exposant de Puiseux « nous
donnera au niveau du dénombrement la formule (2.21) voulue.

Montrons tout d’abord que le nombre de branches dont le a* pointe dans la
direction n;, i = 1, ..., s, est bien majoré par la quantité

n—1 fois

Higmr N1 (A["ﬂ7 ...,A[”i*])

Pour simplifier les choses, on peut se ramener (modulo une transformation
monoidale X =YV avec U € GL,(Z) et une translation, ce qui est possible
car les nf sont dans Q" \ {0}) au cas ou

min{&;, { € A} =0,

et Iy = (H,0,..,0), H = H,,,. Supposons donc que t ~ ((t) soit une
branche de zéros dont le multi-exposant de Puiseux pointe dans la direction
(1,0,...,0). En écrivant

G(t) = ait™ (14+0(t), j=1,..,n,
(lorsque ¢ tend vers 0) et en reportant cette information dans les relations

Fou(Ct) =...= F,(¢@) =0,
on voit que (as, ..., a,) est une racine (dans T"!) du systeme

OO = = FlA0-01 —

Le nombre de choix possibles pour (as, ..., a,) se limite, du fait de I'hypothese
de récurrence et de la (AIL0-01 - Al(L0--0])_généricité du systeme

(F[(1707""0)] Fé(l,o,...,o)]) ,

2 yeees

au nombre
n—1 fois

Nn—l (A[(1707"'70)]’ ceny A[(1707"'70)]) .

La généricité de (F}, ..., F},) (relativement cette fois a (A, ..., A)) impose que
pour un tel choix de (as, ..., a,), on ait

FI0 g, an) £0.
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En reportant maintenant l'information concernant le comportement de la
branche ¢ — ((t) au voisinage de 0 dans la premiere équation, il vient

Fii(C(t)) = affy e g 00O, a,) +0(1).

On a donc nécessairement —1 + Hay = 0 et afl = —Fl[(l’o""’o)](ag, ooy ).
Ainsi, nous ne disposons (et encore, seulement si H # 0) que d’un unique
choix pour o (a; = —1/H) et (toujours si H > 0) de H choix pour ay, ce qui
limite donc bien le nombre de branches dont le multi-exposant de Puiseux
pointe dans la direction (1,0, ...,0) ~ nf a

n—1 fois

HN,_; (A[(l,o,...,o)]7 . A[(l,O,...,O)])

comme voulu. Ceci reste vrai lorsque H = 0 (aucune branche n’est alors
possible avec un tel multi-exposant de Puiseux).

On doit maintenant minorer le nombre de branches dont le multi-exposant
de Puiseux pointe dans la direction 7. On suppose toujours la situation
“redressée” pour que nf = (1,0,...,0), [, = (H,0,...,0) et

min{&, £ € A} =0.
Fixons (si H > 0) oy = 1/H et introduisons le changement de variables
Yi:Xlt_oq, Yj:Xj, ]:2,,n

Le systeme {F;;(X) = ... = F;,(X) = 0} s’exprime en les nouvelles va-
riables

YlH i FI[(I,O,...,O)](YQ’ - Yn) + Pl,t(Y) -0
F2,t(3/27 ) Yn) + PZ,t(Y> =0

Fn,t(Yéa X Yn) + Pn,t<Y) =0,

ol les coefficients de tous les polynomes P;;, j > 2, sont, lorsque ¢ tend vers
0, des fonctions algébriques de t tendant vers 0. Pour ¢t = 0, ce systéme (en

Y) a exactement
n—1 fois

HN, (A[(l,O,‘..,O)], '_"A[(l,O,...,O)])

solutions. Le systeme correspondant a t # 0 et petit, systeme se présentant
comme une perturbation du précédent, doit avoir au moins autant de so-
lutions (c’est toujours le principe de largument basé sur lextension du
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théoreme de Rouché au cadre de n fonctions holomorphes de n variables,
cadre développé dans la section 2.1). Nous avons donc la minoration voulue
pour le nombre de branches dont le multi-exposant de Puiseux pointe dans
la direction 7.

Tout ceci acheve la preuve de la proposition. <

Cette proposition se doit d’étre complétée par ’étude de ce qui se passe dans
le cas “non générique” qui dans la suite de ce cours sera le cas qui retiendra
notre attention; on dit aussi, en langage plus “dynamicien”, qu’'un systeme
de n polynomes de Laurent de polyedres de Newton respectifs Aq,..., A,
présente de la résonance lorsqu’il est non (Aq, ..., A, )- générique. Nous avons
alors la proposition suivante :

Proposition 2.5 Soit (Fi,..., F,) un systéme de polynoémes de Laurent de
polyédres de Newton respectifs Ay, ..., A, présentant de la résonance relative-
ment a la configuration (Aq, ..., A,) (c’est a dire non (Aq, ..., A,)-générique,
ou encore, modulo ce que nous avons pour l'instant admis, tel que les condi-
tions (2.18) soient en défaut). Alors, si Waisc(Fh, ..., F,) désigne ’ensemble
des zéros communs isolés de (Fy, ..., Fy,) dans T", on a

> p(Fr, . By a) < M(Aq LA, (2.22)

Qewdisc(Flv--nFn)

avec la convention que le membre de gauche de (2.22) vaut —oo dés que
Waise (F1, ..y F) = 0.

Preuve. La preuve est une transposition au cas torique de 'argument qui
clot la preuve du théoreme de Bézout (voir le dernier paragraphe de la section
2.2). On suppose que § = (&1, ..., &) est une solution (dans T") d’un systeme
d’équations du type

F% = =Fln) =0

9

ol o; est une face de Aj, j =1,...,n, et oy +... + 0, est une face propre de
A=A1+...+A,. Quitte a effectuer une certaine transformation monoidale
Y = XY avec U € GL,(Z), puis a multiplier les polynomes de Laurent par
des monomes, on peut supposer que les faces oy, ..., 0, sont toutes incluses
dans le plan {x; = 0} de I'espace R". Les polynomes de Laurent Fj(aj ) =

lex] . . . A .
F; 7, j=1,...,n, deviennent ainsi des polynomes de Laurent en les variables
Ty, ..., T,, ayant une racine commune (&, ...,&,) € T" ! (on a en effet, apres

changement de variables, { = (0,&, ...,&,)).
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Nous ferons tout d’abord I'hypothese que le volume mixte de Ay, ..., A,, est
non nul. Il est alors possible de construire un systeme (fo 1, ..., fon) de po-
lynoémes de Laurent de polyedres de Newton respectifs Ay, ..., A,, qui soit
(A, ..., A,) générique, ce qui implique que le systeme d’équations {fy1 =
... = fon, = 0} admette au moins une racine a dans T". On peut d’ailleurs
aussi imposer comme exigences additionnelles que

fj70(07527"'7€n) F'](Q)?éo, ]:1,,’)7,

On introduit ensuite le systeme “perturbé” (Fi4, ..., F,.+), ol
Fip = poi (1 =1)§ +1ta)) F; — F;((1 =) +ta)) pjo, j=1,...n

(on notera 'analogie avec les P;; construits a la fin de la section 2.2). Pour
t = 1, donc pour t générique et voisin de 0, ce systeme est (Aq,...,A,)-
générique et admet donc M(Aq, ..., A,) racines qui induisent M (A, ..., A,)
branches lorsque ¢ tend vers 0. Par contre, pour ¢ = 0, le systeme “limite”
(qui est équivalent au systeme (F7,..., F},)) admet comme nombre de zéros
isolés la quantité

Z M(Flw'-aFn; Q)

a€Waise (F1,.-,Fn)

Par construction méme, une des branches de zéros tout au long de la pertur-
bation est la branche

ts (1—t)E + ta,

branche qui tend (lorsque ¢ tend vers 0) vers un point (en l'occurrence &)
n’appartenant pas a T", donc se trouvant, en quelque sens, a l'infini du
champ dans lequel on travaille (a savoir ici T"). Puisqu’une branche au moins
s’échappe a l'infini, il n’y a plus adéquation entre le nombre de zéros isolés
du systeme limite (F7y,..., F,) dans T" et le nombre de zéros du systeme
perturbé. D’ou I'inégalité stricte

Z /.L(Fl,,Fn, Q) < M(Al,,An)

Qewdisc(Flw-aFn)

Si maintenant M(Aq, ..., A,) = 0, on voit que le systeme {F} = ... = F,, =
0} ne saurait avoir de zéro isolé dans T" car sinon notre théoreme de Rouché
(version m = n) de la section 2.1 nous assurerait qu’un systéme perturbé (qui
lui serait générique) aurait au moins autant de zéros que {F; = ... = F,, = 0}
aurait de points isolés (les multiplicités étant prises en compte), ce qui est
absurde puisque le volume mixte des A; est supposé nul.

Ceci acheve la preuve de la proposition et conclut, modulo ce que nous avons
admis concernant ’équivalence entre la généricité au sens de Bernstein et
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I'hypothese (2.18), la preuve du théoréme 1.2. On obtient méme un peu plus
puisque, si (F, ..., Fy,) présente de la résonance, on dispose d’une information
sur le nombre de zéros communs isolés de Fi, ..., F,, dans T", et ce sans faire
I'hypothese que (F1, ..., F,) définissaient un ensemble algébrique discret dans

™. &

2.4 Quelques conséquences du théoreme de
Bernstein

La premiere conséquence du théoreme de Bernstein concerne un résultat
que I’énoncé de la proposition 1.4 laissait en suspens : quand, étant donnés
n + 1 sous-ensembles finis Ay, ..., A, de Z", 'ensemble U(Ay, ..., A,) est-il de
codimension 17 Autrement dit, quand peut-on réellement parler de résultant
creux attaché aux sous-ensembles Ay, ..., A, 7 La réponse a ces questions est
donnée par la

Proposition 2.6 Etant donnés n+ 1 sous-ensembles finis Ao, ..., A, de 7",
Uensemble U (Ao, ..., Ay) est de codimension 1 si et seulement si l'un au moins
des volumes miztes M (Ao, ..., j, ... A,), j=0,..,n, (le chapeau signi-
fiant Uexclusion), ot

Aj=convA;, 7=0,...,n,
est différent de 0.

Preuve. Supposons que la codimension de U (Ao, ..., A,) soit égale a 1. Cette

variété est alors définie dans P40~ x. .. x P4~ par 'équation R( Ao, ..., An)[co, ..., ] =
0 (¢; désignant le vecteur des coefficients du polynémes de Laurent & sup-

port précisé A;, j = 0,...,n). Il existe certainement j € {0,...,n} tel

que le bloc de variables ¢; soit effectivement présent dans l'expression de

R (Ao, ..., An)[co, ., cn]. Silon fixe génériquement les blocs de coefficients ¢,

[ # 7 (on note ces blocs fixés ¢, | # j), il est clairement possible de trouver

un choix du bloc ¢; tel que

R(Ao, ---7An)[é07 -y Cj,y ,Cn] =0.

Ceci implique qu’il existe des suites (Cl(n))nZOa [ # 7, avec

lim cl(n) =q,

n—oo
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telles que, si Fl("), [ # j, sont des polynomes de Laurent de supports respectifs

A, 1 # 7, a coefficients précisés cl(n)

{CeT; KV =0, 1#j}#0.

Comme les ¢, [ # j, ont été choisis génériquement, on peut supposer que le
systeme limite (FT°, .., F°, ..., ) est (Aq, ..., Ay, . Ay) générique. Clest

encore le cas pour le systeme perturbé (Fl(n), ey P}(n), ..., E/) (avec n assez

grand). Par conséquent, il résulte du théoreme de Bernstein que

, alors

o~

M(Al, ey Aj, ,An) > 0.

Ceci démontre un sens de la proposition.

Supposons maintenant qu'’il existe j € {0,...,n} tel que

o~

M(Al, ceny Aj, ,An) > 0.
On supposera par exemple j = 0, soit
M(A, ., A,) > 0.

Si les blocs de coefficients ¢y, ..., ¢, (correspondant a des polynomes de Laurent
de support précisé Aj,...,.A,,) sont génériques, I’ensemble

‘/cl,...,cn = {C € Tna Fj,Cj (C) = 07 ] = 17 7”}

(o1 Fj., désigne le polynome de Laurent a support A; et coefficients précisés
¢;) est non vide. Si Fp,, désigne un polynome de Laurent de support A, et
a coefficients précisés ¢y, on peut former I'expression

H FO,co(a> .

Il s’agit d’un polynéme symétrique (& coefficients dans C(cy)) en les solutions
de n équations algébriques (& coefficients dans C(cy, ..., ¢,)) et la théorie de
Galois nous assure que cette expression est un élément de C(cy, ..., ¢,). On
en déduit que ’ensemble

U(A07 ceey An>7

qui est clairement défini comme le lieu des zéros du numérateur de cette
fraction rationnelle, et est donc bien de codimension 1. <

Ce que nous venons de faire dans la seconde partie de cette preuve est la
construction du résultant creux, lorsque cela s’avérait possible. De cette
construction (et par conséquent du théoréeme de Bernstein, qui assure par
exemple dans la situation précédente que #V,, ., = M(Aq,...,A,)), résulte
la
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Proposition 2.7 Soient Ay, ..., A,,, n+1 sous-ensembles finis de Z" tels que
Uensemble U( Ay, ..., A,) soit de codimension 1 dans P71 x ... x PAL,
Alors

(coys ey n) = R( Ao, s An)cos s Cn

est une fonction polynomiale homogéne de degré M(Ay, ..., A\j, Ay enle
bloc de variable c;, et ce pour tout j =0,...,n.

En conclusion, remarquons que les deux propositions 2.6 et 2.7 montrent qu’il
y a une certaine cohérence a poser

R(Ag, s Ay) = 1

lorsque U (Ao, ..., A,) est de codimension strictement supérieure a 1.

Remarquons aussi que dans le cas de 1’élimination pleine, on a le résultat
suivant, conséquence de la proposition 2.7.

Proposition 2.8 Soient D+, ..., D,, n entiers strictement positifs ; la fonc-
tion
(c1y ey Cn) = R(D1, ..., Dp)[ca, ..., )

est une fonction polynomiale homogéne de degré Dy - - - D\J --- D, en le bloc
de variables c;, et ce pour tout j =1,...,n.

2.5 Remarques prospectives

De fait, étant donné un polyedre convexe A de R", a sommets dans Z"
(d’ailleurs Z" peut étre remplacé par un quelconque réseau A de dimension
n), les deux quantités combinatoires intéressantes (parce qu’elles ont une
interprétation géométrique) sont les nombres T'(A) et B(A) introduits par
A. Khovanskii [19] : par définition T'(A) est le nombre de points du réseau A
inclus dans A, tandis que

B(A) := (—1)" card {l € A;[ intérieur a A}

(ici, I'intérieur désigne toujours l'intérieur relatif, sauf si le polyedre est de
dimension 0, auquel cas 'unique point qu’il contient sera considéré comme
intérieur). Si A est de dimension n, le volume du polyedre A est relié a la
fonction 7' par la formule combinatoire asymptotique suivante :
T(vA
Vol,,(A) = lim M (2.23)

veEN* (3
v—~400
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Etant donnés m polyedres convexes Aq, ..., A,, de R™, nous verrons au cha-
pitre 3 comment on peut les considérer comme des diviseurs de Cartier sur
une certaine compactification de T", convenablement “adaptée” au systeme
de polyedres (A, ..., A,,). Cette compactification pourra méme étre réalisée
comme une variété projective lisse X = X(Aq,...,Ax) de dimension n (sur
le modele de P", P™ x ... x P", etc... Des lors, 'interprétation géométrique
des deux fonctions T" et B se lit au travers des deux formules ([19])

T Ar+. . AvAn) = X (X {1 A1+ . 4o An}) = x(X, [,%1’1@. . .®£§fﬂm) ,

Bv1Ai+. . 4vnAn) = X (X, —{viA1+. . 4v,A,}) = X (X, LER, ®. .. QLR ),

ou x(X,F) désigne la caractéristique d’Euler-Poincaré du faisceau cohérent
F, soit

dim X=n ) )
XX, F):= > (=1)'dim H'(X, F),
i=0
et v1,...,v, € N. C’est le théoreme de Riemann-Roch qui nous permet, nous
le verrons, une fois ces correspondances géométriques établies, d’affirmer que
les fonctions

(U1, e, V) € N™ = T(01A1 + ... + v AR)

et
(U1, ey V) € N™ = B(v1 Ay + ... + v, A)

dépendent polynomialement de (vy,...,v,,). En particulier, si m = 1, on a,
pour tout v € IN*,

T(vA) = Vol,(A) v" + ...

(d’aprés (2.23)), tandis qu’un résultat classique de géométrie algébrique nous

dit que

Ae... oA
X(X,EUA)Z—( .n'. )v"+...,

ou (Ae...eA) est le degré de self-intersection du diviseur A. Nous déduisons
donc de cette nouvelle interprétation des choses la formule

(Ae...0A)=n!Vol,(A) = M(A, .. A).

Ceci n’est rien d’autre qu’une reformulation du théoreme de Bernstein dans
le cas ol tous les A; sont égaux. En effet, n polynémes de Laurent Fi, ..., F},
de polyedre de Newton précisé A induisent n diviseurs de Cartier

D]' = le(FJ) +A
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sur la variété projective X' (on peut pour se repérer penser par exemple a ce
qui se passe lors du passage de I'affine au projectif via ’lhomogénéization, qui,
on le verra au chapitre 3, jouera un grand role ici). Le degré d’intersection
Dye...0D, est égal au degré de self-intersection (Ae...eA). La généricité au
sens de Bernstein équivaut a ce que les diviseurs Dy,..., D,, ne s’intersectent
que dans T" (et non a l'infini). On comprend alors pourquoi 'on a dans ce
cas la formule

w(Fy, ..., Fya) =(Dye...eD,) =
QEW(FM‘..,F»,L)

=(Ae...0A)=n!Vol,(A)=M(A,...,A).

Dans le cas m < n, on trouve de méme que si Fi, ..., I, sont m polynomes
de Laurent a polyedre de Newton précisé A et a coefficients génériques, on
a, si x( ) désigne toujours la caractéristique d’Euler-Poincaré,

XOV(F,, ..., Fy, Z Y1 dim(H (W(F, ..., F), C) = (=1)"™™ nlVol, (A)

(notons que la généricité implique la lissité de la varitété analytique com-
plexe de dimension n — m, donc définie comme ce que l'on appellle une
intersection _complete, W(Fy, ..., Fy,)). Le théoreme de Bernstein apparait
comme un cas particulier de ce résultat (c’est précisément le cas m = n).




Chapitre 3

Variétés toriques

3.1 Variété torique (projective) attachée a un
sous-ensemble fini de 7"

Dans cette section, nous présenterons une premiere approche (naive) au
concept de variété torique. La caractere analytique de cette approche pourrait
en autoriser (tout au moins partiellement) I'extension & un cadre permettant
le traitement non plus seulement des étres algébriques que sont les polynomes
de Laurent, mais aussi des étres transcendants que sont les sommes d’expo-
nentielles a fréquences dans R", dans la droite ligne de la théorie initiée a
une variable par G. Polya et que I'on trouvera présentée par exemple dans
[4] ou [3].

Définition 3.1 Etant donné un sous-ensemble fini (et ordonné) A = {ly,....L4_,}
de 7", on appelle variété torique projective X4 attachée au sous-ensemble A

(de cardinal A) ladhérence dans P*~" (au sens de la topologie de Zariski sur
PA71) de ensemble

Xﬁ = {(ClO P ClA—l); ¢ceT"}.

Un cas particulier important :

Si nous supposons que [; — L, ..., L4 — Ly engendrent (en tant que Z-module)
le réseau Z", I'application

C c T — [1 : gll—lo L ClA—l—lO]

est une bijection entre T" et ensemble des points de X4NTA71. Si F désigne
le morphisme de C-modules

C[Ty,...,Ta_1] — C[XTEL, .., XFY

57
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défini par
F(TJ) = Xth )

I'ensemble X4 NTA7! est défini comme Pensemble des points

[1 Y.t yAfl]y Y1,--,Ya-1 € TA_l,

avec
P(yi,...,ya-1) =0 VP € KerF'.

Le noyau de F' est dans ce cas particulier facile a calculer et on pourra le
vérifier en exercice. Un systeme générateur de ce noyau est donné par les
polynomes

9ap(T) =T~ T*,

avec
a, be N a#b a—beKer®,

ot ® désigne "endomorphisme de C*~! transformant la base canonique (ey, ..., e4_1)
en le systeme (I, — lg,....,Lq_q1 — o). Ainsi, si By = B — By ,...,Ba_1n =

Bi ., — By ., (Bf,Bf € N*' B} et B ayant des supports disjoints)

sont des éléments de Ker® N ZA7 tels que

Ker ®NZA ' =ZBy + ...+ ZBu_1_,,

'ensemble X4 N T47! (ensemble en bijection avec T") est défini en co-
ordonnées inhomogenes (y1, ..., ya—1) dans T4 (donc dans C4') par les
équations

A1l . A1

B’ B’
Hyk]k:Hyk]k7j:]_7...,A—1—TL.
k=1 k=1

Dans ce cas particulier la variété X4 (qui est d’ailleurs aussi 'adhérence de
X5 relativement a la métrique usuelle de ]PA*I) est la sous-variété algébrique
de P4~ définie (ensemblistement) par les équations homogenes

A—-1
B, A-1 S BY A-1
=1 Bkt i Bjk~ .
" g =y It k=1 A-1-n.
k=1

Dans ce cas particulier, X4 se présente (ensemblistement) comme une sous-
variété de P41 définie par ce que 'on appellera un idéal homogéne binomial
(c’est a dire engendré par une collection de binémes).

Retour au cas général :

Notons aussi que 'intersection de X4 avec I’hyperplan

apyo + ... +as_1ya—1 =0
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de PA~1 apparait, dans ce tableau, comme une certaine compactification du
sous-ensemble algébrique de T" défini comme le lieu des zéros (dans T") du
polynome de Laurent

A-1
F(X)=> a;Xb.
j=0

Exemples.
e 5i A= A(D) ou A = A(D) (suivant les notations de la section 1.5), la

variété X4 ainsi obtenue est I'espace projectif P!, que I'on réalise ainsi
plongé dans P(SP(C")) via le plongement de Véronése ([15], page 178).

e Sin = p+ v (les variables étant notées xo, ..., z,-1, Yo, ..., Yo—1), la variété
torique X 4 associée au sous-ensemble A défini comme le support du polynome

F(X) = <:Z x»(ji w)

(Pordre étant par exemple I'ordre lexicographique xoyo, ToY1, -, ToYy—15 T1Y0s -+
mais ceci, on le verra plus loin, importe peu) est la réalisation de P*~' xP* !,
considéré comme plongé dans P***~! via le plongement de Segre ([15], page
192).

o Siw* = (wf,...,w;_,) (oww; € N* pour j =0,....,n—1) et si, pour D fixé
dans IN*, A,- p désigne I'ensemble des points [ de Z" tels que < w*,l >= D,
on obtient [’espace projectif a poids P"-*, défini ensemblistement comme le

quotient de I'espace affine C™ par la relation de colinéarité pondérée

PRyZe=INEC, 27 =X57, j=0,..,n—1.

Pourquoi X4 ne dépend que de la géométrie affine de A.

De fait, si A C Z", B C Z™ , avec A = B, et L est une transformation affine
injective de R" dans R™ telle que, si x = (z1, ..., z,) € R",

L(x)r, = Yo + Z/Yklxlv k=1,...,m,
=1

(7% € Z pour tout j entre 0 et n, pour tout k entre 1 et n) et que L(A) = B,
alors ’application
LT — T

qui & (81, ..., $) associe (tq,...,t,), ol

— j R
ti=s"...8)m j=1..,n,



60 CHAPITRE 3. VARIETES TORIQUES

réalise l'identification entre X9 et X2 dans PA~!. La variété X4 ne dépend
donc que de la géométrie affine de I’ensemble A.
Exercice.

On laissera en exercice dans cette section le soin de transposer la construc-
tion de X4 au cadre ou A = {ly,...,l4_1} est un sous-ensemble de R", en
décrivant quelle est Uadhérence dans C*, pour la topologie usuelle de C*, du
sous-ensemble

{(1,¢h o, raamhoy, ¢ e T}

Cette adhérence se présente-elle comme une sous-variété analytique complexe
de C*, comme cela était le cas dans le cas ott A C Z" ?

3.2 Variété torique (affine) attachée a un cone

Dans cette section d’obédience plus algébrique (notre référence majeure
ici sera le livre introductif de W. Fulton [12]) notre objet de départ est
un réseau de points A dans un espace vectoriel affine réel, réseau que nous
supposerons isomorphe a Z". Ce réseau génere un espace vectoriel affine réel

Ar = { Ml + .+ Al A, s €ERL L, L €AY
Cet espace vectoriel affine est isomorphe a R"™ si A est isomorphe a Z".

Définition 3.2 Un cone o de AR est par définition un sous-ensemble de Ar
tel qu’il existe £ ..., & € A, avec

0= {Z )\kék; 7>\17 "’7)\8 € [07+OOH :
k=1

Le cone o est dit strict s’il ne contient aucun R-sous-espace vectoriel de Ag
ou, ce qui revient au méme, si o N (—o) = {0}.

Transformons maintenant tous ces objets par le jeu de la dualité algébrique :

e Le réseau Homy(A,Z) est le réseau dual du réseau A.

e Ce réseau dual (noté aussi A*) génere le R-espace vectoriel Hompg(Ag, R)
(noté AR).

e A un cone o de AR, on peut associer un cone ¢ de Ag, défini par

gi={w" € A}; <w",{>>0 V{eo}.

Le principe de reflerivité en dimension finie nous assure que le dual de A*
s’identifie a A, celui de A} & Ag, et celui de 7 a o.
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Par définition, une face d’un cone o de Ar est un sous-ensemble de o du type
T =Ty ={{ €0; <w",{>=0},

ol w* est un certain élément (non en général unique!) du cone dual 5. Toute
face de o génere aussi un cone rationnel, en fait un “sous-cone” du cone o. La
face maximale (pour la relation d’inclusion) d'un cone rationnel est le cone
lui-méme (w* = 0).

On peut compléter notre dictionnaire concernant les correspondances in-
duites par le principe de dualité en notant que la correspondance

TNt

réalise une bijection entre les faces de o et celles de . En effet, une face 7*
de & est un sous-ensemble de & du type & Nw', ot w € & = o ; si T est une
face de o contenant w dans son intérieur relatif (ceci signifie que w est dans
le sous-espace affine engendré par 7), on a

sewt=snEFNuwt)=5n71".

De fait, cette face 7 est unique et donnée par
T=0on ()"

(toujours selon le principe de réflexivité). Le cone minimal de o au niveau de
Iinclusion est donc & N &+, soit (5)*, soit o N (—0o). Si o est un cone strict,
ce cone minimal est donc {0}.

Le lemme suivant (dit lemme de Gordon) sera capital, car il nous permettra
d’associer de maniere naturelle a un cone o de Ag un semi-groupe de type
fini.

Lemme 3.1 Sio est un cone de Ag, alors dNA* est un semi-groupe de type
fini, disons engendré par wy,...,w;. De plus, dire que o est un cone strict se
lit aussi en disant que

vect(d NA) = vect(d) := {\w] + ...+ \w/; A\,...., N € R}
est le R-espace Ay, tout entier.

Preuve. Le cone dual & s’écrit

o

t*
{Z )\kéz, )\1, "'7At* & R}
k=1
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ou les éz, k=1,..,t" peuvent étre choisis dans le réseau A*. C’est ici qu’in-
tervient de maniere cruciale le fait que le cone o soit ce que 'on appelle un
cone rationnel, c’est a dire construit comme s’appuyant sur une collection de
points d’un réseau A, et non d’une collection finie arbitraire de points d’un
espace affine réel de dimension n. Pour se convaincre de ce qu’il est possible
de choisir de tels {, dans le contexte rationnel oll nous nous plagons), on
s’entrainera (dans le cas A = Z") a représenter géométriquement le cone &,
I'espace dual (R™)* étant supposé superposé a la copie R".

L’ensemble

t*
K* = {Z )\kéz, )\17...7)\15* c [O, 1]}
k=1

est un compact de Af; (c’est 'image de [0, 1] par une application continue) ;
on a donc

card {A* N K*} < 400
(puisque le rSeau est un ensemble discret). Cet ensemble K™* N A* génere le
semi-groupe ¢ NA* (que ¢ N A ensemble ait une structure de semi-groupe est
évident) : en effet, si

§*:ZA,€§;§€&€A*,

k=1

on peut, en écrivant A\ = ug + pi, avec pup € N et pp € [0, 1], réaliser £*
comme

=2 m& s,
k=1

avec £* € K* (notons que les £ sont aussi dans K*)

Dire que vect(d) = Aj équivaut a ce que que 79 = 0N (—0o) est de dimension
0, puisqu’il résulte de la régle de correspondance des faces 7 < & N 7+ que
dim vect(7y) + dim(vect(¢)) = dim Ag. Ceci prouve la derniere assertion du
lemme de Gordon. <

A tout semi-groupe S de type fini, on peut associer une C-algebre (finiment
engendrée) C[S]. Cette algebre est, en tant que C-espace vectoriel, engendrée
par les symboles x,, u € S, la “regle” de multiplication étant

Xu1 * Xuz = Xuidus s
en conformité avec la regle d’addition interne dans le semi-groupe.
Définition 3.3 Suivant le formalisme de la théorie des schémas (voir par

exemple [16], chapitre 2), on appelle variété torique affine U, attachée au
cone strict o le schéma

U, := Spec(Clg N A*]).
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Dans ce formalisme algébrique, les points fermés = de U, (ce sont, suivant
la théorie des schémas) les idéaux premiers maximaux de C[g N A*]) corres-
pondent aux homomorphismes de semi-groupes de & N A* dans C = T N {0},
équipé de sa structure de semi-groupe multiplicatif. Les symboles y,, u €
g N A*, s’interpretent comme des fonctions régulieres sur U, (considéré du
point de vue ensembliste), via la regle

Xu(®) =2(u), uesnNA”.

Pour présenter cet objet sous un jour plus concret, et le relier a la notion de
variété torique projective introduite dans la section précédente, nous nous
donnerons un systeme de générateurs du semi-groupe o N A* systeme que
nous supposerons enrichi de points additionnels pris dans & N A*, de maniere
a ce que ce systeme (que nous noterons [, ..., Ly) engendre aussi A* en tant
que groupe (situation analogue a celle évoquée dans I’étude du cas particulier
de la section précédente). Si F' désigne ’homomorphisme de C-algebres

C[Ty,....Tn]) — CXT, .., XY T — XY,

alors U, se trouve réalisé (du point de vue ensembliste) comme ’adhérence
dans CV de I'ensemble des points

{(¢h () €T

Il s’agit, on I'a vu dans la section précédente, d’un sous-ensemble algébrique
de CV défini par un jeu d’équations binomiales. Comme le tore T™ se trouve
en bijection (via une transformation birationnelle car monomiale) avec Ien-
semble

{(¢h, . ¢v); ¢t}
on peut voir du point de vue ensembliste la construction de U, comme un
moyen de “fermer” le tore ouvert T".

Mais le plus important n’est pas tant le fait que U, se présente comme
la réalisation d’une fermeture du tore ouvert, que celui que le groupe T"
ait une action sur U,. Pour décrire tres simplement cette action, la vision
algébrique de U, est la plus commode. Un point ¢ = ((y, ..., (,) de T" s’iden-
tifie & un morphisme de groupes entre A* (groupe additif) et C* (groupe
multiplicatif). L’action

T xU,—U, ((,x)—(execlU,

se décrit simplement par

[ @ a](u) = C(u)z(u) = f[lc;“ x x(u) VuesnA*r.
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Cette action étend a U, I'action naturelle de T" sur lui-méme (opération de
groupe).

I1 faut aussi noter ici que U, contient un point particulier unique, dit point distingué,
qui est 'homomorphisme x, de (6 N A*, +) dans (C* N {0}, x) défini par

To(u) = lsiueot
7 z,(u) = 0 sinon

Ce point est 'unique point de U, fixe sous I'action de T" lorsque vect(o) = Ag
(dans le cas contraire, il n’existe pas de tel point fixe : en effet, un point x
de U, est fixe sous l'action de T" si et seulement si z(u) = 0 pour tout
u € GNA* avec u # 0; or dire que o # {0} équivaut a dire précisément que
vect o # AR).

Exemples. Si o est engendré par ey, ..., e, k < n, ol eq, ..., e; est une partie
d’une base {ey, ..., e,} du réseau A, alors

k n
cgNA* = Z]Ne}‘#— Z Ze;
j=1 j=k+1
et
Uy = C* x (C*)"F.
Le cas typique est celui ou k& = n et ou donc U, se présente comme une
copie de C". Le point distingué est dans ce cas l'origine. Ce sont de telles

copies que nous “recollerons” par la suite pour réaliser les variétés toriques
projectives définies a la section 3.1.

3.3 Eventails et “collage” de variétés toriques
affines

3.3.1 Cones stricts, faces strictes

Etant donné un cone strict o de Ag (toujours supposé rationnel, c’est a
dire construit, comme a la définition 3.2, a partir de points du réseau A), on
peut, nous I'avons vu, lui associer une variété algébrique affine qui, dans le
langage de la théorie des schémas, est

U, = spec Clog N A*]

(schéma associé a un semi-groupe), et qui, plus concretement, se “visualise”
ensemblistement comme 1’adhérence dans CV de

{(¢h, . ¢); Ce T,
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lorsque {l;, ...,Lx} est un systeme de générateurs du semi-groupe N A* qui
soit en méme temps une base du réseau A* considéré en tant que groupe.

Si 7 désigne un cone rationnel strict qui se présente comme une face de o,
on peut lui associer une variété algébrique affine U,. Comme on la vu, les
“points” de U, correspondent aux homomorphismes de semi-groupes de 7MA*
dans C = T N {0} (considéré comme semi-groupe multiplicatif). Or si 7 est
une face de o et u* un vecteur de A* appartenant a 'intérieur relatif du cone
FN71t ona7t=o0cnN(u*)t. Prenons w* dans le réseau A*; dire que w* est
un élément de S, revient a dire que

<w',{>>0 Vier.
Mais alors, il est clair que si k est un entier positif suffisamment grand, alors
<<w'+ku",n>>0 Vneo,

ce qui signifie w* 4+ ku* € S,. Ainsi, I'on a S, = S, + (—u*)IN. Ainsi tout
élément y,,~ de l'algebre C[S;] peut-il s’écrire

Xw*—ku* = XIU*/<Xu*)k :
On dispose ainsi (de C[S;] dans C[S,]) d'un C morphisme d’algebres, puisque
C[S:] = (ClSo))x,-

(il s’agit la du morphisme de localisation). Ce morphisme induit un mor-
phisme de schémas U, — U, et I'on peut considérer U, (lorsque 7 est une
face stricte de o) comme un ouvert principal du schéma U,,. Plus moin, nous
utiliserons les U, pour “souder” divers U, entre elles.

3.3.2 Eventails et polyédres

Nous commencerons par une premiere définition brute de la notion d’éventail,
suivie immédiatement apres de I'exemple qui pour nous sera fondamental
d’un éventail attaché a un polyedre convexe A.

Définition 3.4 Etant donné un réseau A, on appelle éventail toute collec-
tion finie de cones rationnels stricts (ou réduits a {0}) de Ar, saturée pour
l'opération de “prise de face” et telle que ['intersection de deux cones quel-
conques de la collection soit une face de chacun d’eux (ce qui implique auto-
matiquement la saturation via ['opération d’intersection).
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Exemple fondamental : Soit A un polyedre convexe de Ag, supposé de
dimension égale a celle de 'espace affine Ag ; on associe a un tel polyedre A
la relation d’équivalence sur ’espace affine Af; donnée par

VIRAVS <=
{£eA; <vi,§>=min<vf,n>}={{€A; <v5,§>=min<vj,n>}.
2 2 neA = > > neA -

Les adhérences (au sens de la topologie usuelle de 'espace affine Aj) des
classes d’équivalence pour cette relation R constituent un éventail relati-
vement au réseau Ag. On remarque d’ailleurs que 'union des cones de cet
éventail (et 'on peut d’ailleurs se contenter uniquement des cones de dimen-
sion maximale, soit dim Aj) est I'espace affine Aj; tout entier.

Un autre exemple dans le cas n = 2 : Dans R? rapporté a la base
canonique {(1,0), (0,1)}, les trois cones de dimension 2

Og = R+€1 + R+€2, o1 = R+62 — R+(€1 + 62) , 09 = R+61 — R+(€1 + 62) s

induisent la donnée d’un éventail. A titre d’exercice, on construira les trois
cones duaux.

3.3.3 La construction algébrique de la variété torique
affine attachée a un éventail

Considérons un éventail constitué, outre {0}, de cones stricts de Ag. Si oy
et o9 sont deux cones de 'éventail, on sait que o1 Moy est une face (stricte) a
la fois de oy et de 09, ce qui fait que 'on peut voir le schéma U,,~,, comme
un ouvert principal tant de U,, que de U,,. Des lors, la construction dune
variété algébrique affine a partir des U,, o décrivant 1’éventail, se fait “par
collage”, suivant un procédé de géométrie algébrique classique qui se trouve
par exemple décrit dans [16], exemple 2.3.5 page 75 et exercice 2.12, page 80.
Le recollement de fait a partir du schéma algébrique W, union disjointe des
schémas U,, o décrivant I’ensemble des cones de 1’éventail. On “colle” selon
le processus indiqué dans l'exercice 2.12 de [16], page 80, les deux ouverts
Us,, et U,, le long du schéma intersection Uy, n,,. La variété algébrique X (F)
ainsi obtenue est appelée variété torique associée a l’éventail F.

Pour donner un exemple concret de ce processus de recollement, on vérifiera
par exemple que la variété X' (F) attachée a I’éventail induit par les trois
cones g, 01,09 de Zi = R? est I'espace projectif P?(C). On verra sur cet
exemple que le recours aux coordonnées homogenes induit un processus pra-
tique intéressant pour “visualiser” le recollement. Les trois schémas corres-
pondant aux cones de I'éventail dont les duaux sont de dimension maxi-
male (en loccurrence ici og, 01, 03) et que l'on doit recoller aux fins de



3.3. EVENTAILS ET “COLLAGE” DE VARIETES TORIQUES AFFINES67

réaliser la variété torique dans ce cas particulier sont Uy = Spec C[X1, Xy],
Uy = Spec C[X; 1, X1 Xy, Us = Spec C[X5 1, X1 X5 1] ; il s’agit de trois co-
pies de C? et le recollement correspond a celui que I'on opere pour coller
les trois ouverts de P?*(C) que sont Vo = {[1 : @1 : xo]; x1,20 € C?},
Vi = {[xo: 1: a3]; 20,20 € C?}, et enfin Vo = {[wg : 21 : 1]; mo, 2, € C?},
réalisant ainsi I’espace projectif de dimension 2 sur C.

De fait, une meilleure compréhension intuitive (et plus analytique) de ce
“collage” est celle qu’utilise 1’école Russe (et que 'on trouvera par exemple
présentée dans [19], dans [2]), ou encore, plus en détail, dans [11]) dans la
situation ou tous les cones de 1'éventail dont la dimension est maximale (et
donc égale a n) sont des cones simples. Nous devons donc ici préciser quelques
nouvelles définitions, entre autres celle de squelette d'un cone rationnel strict.

Définition 3.5 Etant donné un céne rationnel strict o de AR, A étant rap-
porté a une base {ey,...,e,}, on appelle squelette du cone o l'ensemble des
points

)\161 —f- . —I— /\nen

appartenant a une face de dimension 1 (on dit aussi une “aréte” de o) et
tels que PGCD(\y,...,A,) = 1. Le cone o est dit simplicial si son sque-
lette est constitué de vecteurs de Ar lin€airement indépendants; il est dit
simple si ce méme squelette peut étre complété en une base du réseau A. Un
éventail simplicial est un éventail constitué uniquement, outre le cone {0}, de
cones simpliciauz, un éventail simple est un éventail constitué uniquement,
outre le cone {0}, de cones simples.

Considérons un cone simple et de dimension n, dont le squelette est constitué
des points
ajier + ...+ e, Jj=1,..,n,

du réseau A. Si A est la matrice

11 12 oo qp
91 Q99 e Qo
(6751 [67%)] e Ann

et B son inverse, on remarque que les n vecteurs colonnes aj, ..., a; de B
constituent un systeme générateur du cone dual &, systeme qui de plus,
puisque le déterminant de la matrice A vaut 1, engendre ¢NA* comme groupe.
On peut associer au cone o la transformation monoidale (et inversible) de

T" dans T" . .
o (G C) o (Hg;“ﬂ,...,ng;m).
=1 =1



63 CHAPITRE 3. VARIETES TORIQUES

Cette application se prolonge de I'ouvert T" a l'ouvert
Q, :={CeC" (;#0siundes ajp, k=1,...,n, est strictement négatif} ,

en une application que l'on notera encore pour simplifier 7,, réalisant une
transformation monoidale inversible (donc biholomorphe) entre €2, et son
image 7(€2,).

Etant donné un éventail simple F de Ar dont les cones maximaux sont de
dimension n, la variété analytique complexe de dimension n que I'on obtient
en recollant les diverses cartes locales (£2,,7,) correspondant aux cones de
dimension n (voir [11] pour plus de détails) de 1’éventail, est un bon modele
analytique, pourvu que l'on s’en tienne a l’aspect ensembliste, de la variété af-
fine X(F) construite suivant le principe de recollement des schémas (présenté
au début de ce paragraphe) a partir, elle, de tous les cones de I’éventail (et
non plus seulement ceux de dimension maximale). Ce modele est d’autant
plus intéressant qu’il existe un procédé algorithmique que nous ne décrirons
pas ici (on se reportera a [20], ou, pour une présentation moins abstraite, a la
suite d’exercices proposée dans [12] pages 47-48) pour “raffiner” un éventail
F en un éventail simple (c’est a dire construire un nouvel éventail, simple
cette fois, F tel que chaque cone de F soit une union finie de cones de F ).
Les cones de dimension maximale de F ont bien str automatiquement méme
dimension que les cones de dimension maximale de F. Si cette dimension
maximale vaut n, 'approche analytique décrite ci-dessus fonctionne pour
la réalisation non de la variété torique affine correspondant a 1’éventail F
(qui elle n’est pas, du point de vue analytique, une variété analytique com-
plexe lisse en général), mais pour celle de la variété affine torique associée
A 'éventail raffiné F. Nous utiliserons beaucoup cette construction par la
suite car il est beaucoup plus pratique, surtout lorsqu’il s’agit de mettre en
oeuvre des techniques d’inspiration analytique, de travailler sur des étres
géométriques lisses plutot que sur des étres singuliers.

3.4 Partionnement en orbites

3.4.1 Le cas de la variété torique affine correspondant
a un cone rationnel strict

Soit ¢ un cone rationnel strict de Ag. Soit (wi,...,w;) un systeme de
générateurs de ¢ N A*, que I'on supposera aussi engendrer A* en tant que
groupe.

Les points du schéma affine U, correspondent, on I’a vu, aux homomor-
phismes de semi-groupes entre ¢ N A* (additif) et CU{0} (multiplicatif). Un
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tel homomorphisme x est déterminé par la connaissance des nombres com-
plexes x(wy), ..., z(wy). Pour “classer” ces homomorphismes, donc les points
de U,, nous distinguerons deux cas.

e Si tous les nombres z(w5), j = 1, ..., ¢, sont non nuls, z peut étre prolongé en
un homomorphisme de A* (additif) dans C* (multiplicatif), soit un élément
de

Oyoy := Hom(A*,C*) = Hom({0}* N A*, C*) ~ T".

Le tore T" agit de maniere naturelle (et transitive) sur le groupe Oyq.

e En général, certains r(w;) seulement, j = 1,...,¢ sont non nuls, disons
pour fixer les idées x(wj ),...,z(w} ), et I'on peut considérer x comme un
homomorphisme de (5NA*) N7+ (semi-groupe additif), ot 7 est une certaine
face de &, a valeurs dans C*, homomorphisme que 1'on peut prolonger de
maniere unique en un homomorphisme de groupes entre 7+ N A* et C*. La,
face 7 correspondant ainsi & = (ou plutdt au “paquet” de wi, L =1,..s,
tels que x(w;l) # 0), est précisément I'ensemble des points £ de o tels que

ES

Yo <wi,£>=0.

=1

Le groupe
O, := Hom(r* NA*, C*) >~ T"=4m7

est un groupe sur lequel agit de maniére naturelle (et transitive) le tore T".

En conclusion, le partitionnement de U, en

u,= U o

T face de o

réalise exactement le partitionnement de U, en ses diverses orbites sous 'ac-
tion du groupe T" telle qu’elle a été décrite a la fin de la section 3.2. La
plus “grosse” orbite est celle qui correspond a la face 7 = {0}, c’est le tore
T", la plus “petite”, celle qui correspond a la face o. Lorsque o est un cone
rationnel strict de dimension n, cette derniere orbite est le singleton {z,},
ol x, est le point distingué de U,, ce point étant 'unique point de U, stable
sous l'action du tore.

3.4.2 Partitionnement de la variété torique associée a
un éventail

Considérons maintenant un éventail F et la variété torique correspon-
dante X'(F). Etant donné un cone rationnel strict de I’éventail, I’action du
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tore T" sur le schéma algébrique U, est comptatible avec les divers mor-
phismes de schémas
iU,T : UT = UG )

lorsque 7 se trouve étre une face stricte de o; en effet, le morphisme i, ,
dérive du morphisme entre algebres de type fini

ClF NA*] ~ Cl[e N Ay, ,

le morphisme ci-dessus correspondant a la localisation d’anneaux en s, ol
u* désigne un vecteur du réseau A* appartenant a l'intérieur relatif du cone
& N 7+, Cette compatibilité entre 'action du tore T" sur U, et les divers
morphismes d’inclusion U, — U,, avec le principe méme de la construction
de X (F) et les propriétés caractérisant un éventail, nous autorise a étendre
l'action du tore T" a la variété torique X' (F) subordonnée a I’éventail F. Le
partitionnement en orbites de X'(F) induit par cette action est encore

X(F)=U 0,

oeF
(il s’agit encore d’une union disjointe).

Une orbite de X' (F) sous l'action de T" n’est fermée (pour la topologie de
Zariski) que lorsqu’elle correspond a I'un des cones de dimension maximale de
I’éventail (comme les orbites réduites a un singleton lorsque I’éventail contient
des cones de dimension n). Dans le cas général, il est important de clarifier ce
que sont, ne serait-ce qu’ensemblistement au moins, les adhérences des orbites
“ouvertes” O,, o € F, du partitionnement de X' (F). Cette description est
donnée par la proposition suivante :

Proposition 3.1 Si 7 désigne un cone de l’éventail F, l'adhérence V(1)
(pour la topologie de Zariski) de 'orbite O, dans X (F) est l'union (disjointe)
des orbites O, ou o décrit I’ensemble des cones de l’éventail admettant T
pour face.

Preuve. L’idée centrale de la preuve de ce résultat consiste a associer au
cone 7 un éventail relativement au réseau quotient A/A., ou A, désigne le
sous-réseau de A engendré par TNA. L’espace affine correspondant a ce réseau
quotient est l'espace affine quotient Ag . := Ag/vect(7), et I'éventail F, que
I’on associe a 7, et que I'on appelle étoile du cone T relativement a 1’éventail
F, est précisément la collection des cones dans Agr , obtenus en “projetant”
(par passage au quotient) sur Ag, tous les cones de F admettant 7 pour

face (en tant que cones de l'espace Ag). A cet éventail F,, correspond la
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construction d’une variété torique X (F;7); il s’agit d'une variété torique
construite a partir d'un éventail (en 'occurrence F,) d'un R-espace affine
de dimension n — dim (7). En particulier, si 7 est un cone de dimension
1 de l'éventail F (ces cones, dirigés par des vecteurs n; = nper + ...+
Njnen, oU PGCD (01, ...,m;n) = 1,7 =1, ..., s, €1, ..., €, désignant une base du
réseau A, seront, on le verra, en correspondance avec ce que 'on appellera
les coordonnées homogéenes sur la variété torique X (F)), la variété torique
X(F;T) est une variété torique de dimension n — 1.

Nous allons maintenant voir que cette variété torique X' (F;7) se plonge dans
X (F) comme sous-variété fermée (on peut donc la considérer, du point de
vue schématique, comme un sous-schéma de X' (F)); de plus, on verra que
X (F;7), une fois ainsi plongée, est, du point de vue ensembliste, I'adhérence
pour la topologie de Zariski de l'orbite O, dans X(F).

Voyons le premier point. Les variétés toriques affines que 1'on est amené a
recoller pour construire X (F;7) sont les schémas

U+ := Spec (C[s N 7N AY]),

ou o décrit 'ensemble des cones de F admettant 7 comme face. Or tout
homomorphisme de semi-groupes entre & N 7+ N A* (additif) et C U {0}
(multiplicatif) se prolonge (trivialement par 0) en un homomorphisme de
semi-groupes de § NA* (additif) dans C*U{0} (multiplicatif). Au niveau des
fonctions régulieres, 'application

Cle NA*] — Clg N7+ N AY]

correspondante est I’application qui préserve le caractére y,- si u* € 6N7+N
A* et le transforme en le caractere nul sinon. Cette application

UJ,T = UO’

(lue donc au niveau de la théorie des schémas) est un plongement fermé (c’est
immédiat par construction). De plus, lorsque o décrit I'ensemble des cones
de F contenant 7 comme face, il y a compatibilité entre ces plongements et
I'opération de “prise de face” au niveau des cones o. Ceci permet d’affirmer
que la variété torique X (F;T), obtenue précisément en recollant les U, ,,
lorsque o décrit I'ensemble des cones de F ayant 7 pour face, est une sous-
variété fermée de celle que ’on obtient en recollant tous les U,, o € F, c’est
a dire X(F). Notre premiere affirmation est donc ainsi prouvée. Notons que
si 7 est une face de dimension 1, X'(F;7) est une hypersurface de X (F).
Dans la construction de l'espace projectif P?(C) & partir de I’éventail induit
par les trois cones oy, 01,02 de R? introduits dans le second exemple de la
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section 3.3.2, les sous-schémas X (F;00Noy), X (F;01Noy) et X(F;00N02)
correspondent respectivement aux trois hypersurfaces { Xy = 0}, {Xy = 0},
{X1 = 0}, les équations étant ici exprimées en coordonnées homogenes. On
notera ici la correspondance entre les coordonnées homogenes et les faces de
dimension 1 de I’éventail & partir duquel nous avons réalisé IP?(C) dans cet
exemple.

I nous reste pour prouver la proposition a vérifier que X' (F;7) (que nous
noterons maintenant V(7)) est bien I'adhérence de O, pour la topologie de
Zariski. En fait, nous allons montrer, pour tout cone 7 de F, la formule

o.=vH)\ U V0. (3.1)

{oceF; v face de o}
oFET
En travaillant dans le réseau quotient A, on peut, pour prouver cette derniere
formule, supposer que 7 est le cone {0}, auquel cas la formule se réduit a
montrer que pour un éventail F relatif a un réseau n-dimensionnel F,

™ =X(F)\ | X(F;7).
oeF
o#0
On vérifie cette formule immédiatement en prenant l'intersection des deux
membres avec Spec C[g N A*], ot o est un cone de I’éventail F. On retrouve
le partitionnement de la collection des homomorphismes = de semi-groupes
entre & N A* (additif) et C* U {0} (multiplicatif) suivant la face 7 de o telle
que
—1 *\ o~ 1 *
xr(C)=cn7t-NA
(voir la section 3.4.1). Il résulte de la formule (3.1) (par récurrence sur la
dimension de ¢ par exemple), que, pour tout cone o de F,

V)= U o, (3.2)

{r; 7 face de o}

cette union étant une union disjointe. La densité de O, dans V(o) (pour la
topologie de Zariski) résulte des formules (3.1) et (3.2) et du fait que V(o)
(comme O,) soit un schéma algébrique de dimension n — dimo contenant
Oy ~ T". Notons que, si I'on souhaite développer un point de vue plus
analytique, il y a aussi densité de 'orbite O, dans la sous-variété algébrique
V(7) (pensée juste en termes ensemblistes), cette fois pour la topologie sur
X (F) héritée de la métrique usuelle sur les cartes U,, considérées comme
plongées dans des espaces du type CV via le choix d'un systeme générateur
du semi-groupe ¢ N A* qui soit en méme temps un systeme générateur du
réseau A* en tant que groupe.
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Exemple. La décomposition de P?(C) induite par I'action du tore T? est
une décomposition en 7 orbites. Le tore T? lui méme est 1'orbite Ojoy. Les
trois points fixes [1 : 0 : 0], [0 : 1 : 0], [0 : 0 : 1] correspondent aux
points distingués zs,, s, et xz,. Enfin, les trois orbites {Xy = 0, X1 X #
0}, {X1 =0, XXy # 0} et {Xo = 0, XoX; # 0} correspondent aux
trois faces de dimension 1 de I’éventail, soit o1 N o9, 09 N 09 et g N oy. Les
trois hypersurfaces {Xy = 0}, {X; = 0}, {X2 = 0} sont les sous-variétés
algébriques V(o1 Nag), V(oo Noz) et V(og N oy).

3.5 Diviseurs sur une variété torique

3.5.1 Diviseurs de Weil sur une variété torique

Un diviseur de Weil sur une variété algébrique X est par définition une
combinaison linéaire formelle finie

E=>) nlE], €L,

ou les F; sont des hypersurfaces irréductibles de &'. C’est aussi ce que 1'on
appelle un n — 1-cycle si n désigne la dimension de la variété algébrique. Une
fonction rationnelle sur X' détermine un diviseur de Weil

[div F| = > ordreg (F) [E],

E hypersurface irréductible de X

ou ordreg(F') désigne l'ordre de la fonction rationnelle F' le long de E (si
{e = 0} est une équation locale pour E au voisinage d'un point régulier
x, cet ordre désigne l'exposant ¢ € Z tel que F(z) = [e(x)]9g(x), avec g
copremier avec e dans I'anneau O, (X') des germes de fonctions régulieres au
point x). Le groupe de Chow A,,_1(X) est par définition le quotient du groupe
additif des n — 1-cycles sur X’ par le sous-groupe engendré par les cycles du
type [div (F)], ou F est une fonction rationnelle sur X’

On peut définir de la méme maniere les groupes de Chow d’ordre inférieur,
An—Q(X)v 7AO(X) :

Le groupe Ay (X) est obtenu en quotientant le groupe des k-cycles algébriques,
c’est a dire des combinaisons linéaires formelles finies

EW =3 y[EM, v €z,

ol les E][-k} sont des sous-variétés algébriques irréductibles de X de dimension
k par le sous-groupe engendré par les k-cycles [divy F], ou F' est une fonction
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rationnelle sur une sous-variété ) irréductible de dimension k + 1 de X, le
diviseur de Weil [divy F)| étant calculé selon la formule

[divy F| = > ordreg (F) [E].

E hypersurface irréductible de Y

Les diviseurs de Weil qui retiendront plus particulierement notre attention
dans le cas particulier des variétés toriques sont les diviseurs de Weil T-invariants,
c’est a dire ceux que préserve l'action du tore sur la variété torique. Nous
avons le résultat important suivant :

Proposition 3.2 Etant donné un réseau de dimension n, A, un éventail F
dans AR dont les cones ne sont pas tous inclus dans un sous-espace propre de
AR (ce qui revient a dire que les cones 11, ..., 7s de dimension 1 de [’éventail
F engendrent comme espace affine l'espace AR) et la variété torique associée
X (F), le groupe A(X(F)), k =0,...,n — 1 est engendré par les classes des
[V (7)], ou T décrit l’ensemble des cones de dimension n — k de [’éventail
F. En particulier, les classes des diviseurs de Weil [V (1)], ..., [V (7s)], ot
Ti, ..., Ts sont les cones de dimension 1 de [’éventail, constituent un systeme
de générateurs du groupe A,_1(X(F)).

Preuve. On fait dans un premier temps la preuve dans le cas k =n —1. On
sait que

ﬂﬂzww<gwm)

I'union des deux ensembles ci-dessus étant une union disjointe. De la définition
méme des groupes de Chow a l'ordre n — 1 sur une variété algébrique de di-
mension n, résulte que 1’'on a la suite de morphismes de groupes

Ana(U) V) Ay (X (F ) Ay (T,

=1

ou ¢ désigne le morphisme naturel d’extension (les cycles d’une sous-variété
Y sont interprétés comme cycles de la variété ambiante) et p le morphisme de
“restriction” (on ne conserve du cycle que les composantes dont le support
est inclus dans le complémentaire de ))). Mais, comme le groupe de Chow
d’ordre n —1 de T" est réduit a 0 (car tout n — 1-cycle sur T" est de la forme
[div F], avec F fraction rationnelle en X, ..., X ), on a la demi suite exacte

J%JUvm»:imwmh«%mxw»Ha

=1
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I1 résulte de ceci que toute classe de A,,_1(X(F)) admet un représentant T-
invariant. Le groupe A,_;(X(F)) se lit donc comme le quotient du groupe
additif des diviseurs de Weil T-invariants par le sous-groupe engendré par les
[div F], ou F' est une fonction rationnelle sur X' (F) qui est T-invariante. Une
telle fonction rationnelle F' est induite, a une constante multiplicative pres,
par un caractere x,-, u* € A*. Or le calcul de [div x,] est facile car il suffit
de remarquer que 'ordre de x,,~ le long de V/(7;) est

ordrey (- (xu+) =< u*,n; >,

ol 7; est le vecteur de A dirigeant le cone 7; et dont le PGCD des coordonnées
vaut 1. On a donc

[div x| = Z: <u*,n; > [V(r)].

Si
Y A= ZV[m]+ ...+ ZV][7y]

est I'application définie par
) = 30 <y > V()]
iz
il résulte de ce qui précede que la suite
0 ZVIn] +... 4+ ZV]r] & Ay 1 (X) — 0
est exacte. On peut d’ailleurs aussi ajouter que la suite

0— AE5Z585 A, 1 (X(F)) — 0,

ou
S

pr(u”) = (< u*,n; >)j:l

et
6(my, ...,ms) = classe du cycle m{[V (7)) + ... + ms[V(75)]

est elle aussi une suite exacte. Ceci nous donne donc la description de A,,_1 (X (F))
comme le quotient du groupe additif Z° par le sous-groupe Im ¢ £(A*), sous-
groupe de rang n. Ainsi A,,_1(X) est-il le quotient d’un groupe libre de rang s
par un sous-groupe de rang n, ou s désigne le nombre de cones de dimension

1 dans I'éventail a partir duquel a été construite la variété torique.
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Le cas k quelconque se traite ensuite par induction. Si I'on note X la sous-
variété algébrique
X= |J V),

TEF
dim r=n—1

on a, comme dans le cas 1 =n — 1,

X,=X_,U |J O

TEF
dim r=n—1i
(c’est une conséquence de la formule 3.2). D’ou, pour k = 0,...,n — 1, pour
1=1,...,n, les suites

A )AL D Ar(0,) — 0.

TeF

dim r=n—1
Chaque orbite O, avec dim7 = n — i étant en fait T°, on a A;[O,] = ZT"
et Ax[O,;] = 0 si k # i. La restriction de A(X;) a Ax(O,), avec 7 cone de
dimension n — ¢, transforme [V'(7)] en [O,]. On montre ainsi par récurrence
sur la dimension que les classes des V (1), avec dim7 = n — k, engendrent
Ai(X), ce qui acheve la preuve de la proposition. <

3.5.2 Coordonnées homogenes sur une variété torique

Comme nous 'avons vu ci-dessus, le groupe de Chow A,,_;(X(F)) d’une
variété torique attachée a un éventail de Ar dont les cones de dimension 1
engendrent 'espace Ar est engendré par les classes des diviseurs de Weil

[V(Tl)]> 3 [v<7—s)] )

ou Ty, ..., Ts sont précisément ces faces de dimension 1 (ou encore les “arétes”
de I'éventail).

Considérons donc un tel éventail F, et associons lui ’algebre polynomiale
Clx1,...,zs] (il faut penser que chaque variable z;, 7 = 1,...;s, est ici en
correspondance avec une face de dimension 1 de F. Sur cette algebre, nous
allons introduire une A,_1(X(F)) graduation en décidant que le “degré” du

monome z . . .z% sera par définition

degy [2%1 ... 2%] := classe du cycle ki [V ()4 . +ks[V(75)],  ki,..., ks € N.

Cette graduation se prolonge aussi aux moénomes de Laurent (on prend les
k; dans Z et non plus dans IN) et I'on peut ainsi introduire la notion de X'-
homogénéité. Un polynome en s variables sera dit X-homogene de poids m,
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m € 7, si et seulement si tous les monomes qui le composent sont de X'-degré
égal & m. L’algebre Clzy, ..., x;], équipée de cette A,_;(X(F))-graduation,
sera ’anneau de coordonnées homogénes associé a la variété torique, et son
intérét majeur, on s’en doute, sera de pouvoir transposer autant que faire
se peut au cadre des variétés toriques 1'outil de calcul puissant qu’est le re-
cours aux coordonnées homogenes lorsque 1’on travaille dans I'espace projectif
P"(C). Cette notion importante d’anneau de coordonnées homogenes associé
a4 une variété torique se trouve présenté dans [8]. On pourra aussi consulter
la présentation résumée dans [7], section 2.

Nous utiliserons beaucoup par la suite le recours a de telles coordonnées
homogenes, mais d’ores et déja, on peut bien vérifier ici, sur 'exemple de
IP?(C) utilisé maintes fois, que ces coordonnées homogenes correspondent &
celles que l'on attend dans le cas projectif. Si A = Z" et e, ¢ = 1,...,n
est le i®"¢ vecteur de la base canonique de A%, le caractere Xer correspond
naturellement a la variable “affine” X, si I'on a en téte de travailler, comme
nous le ferons dans la section suivante, avec des polynomes de Laurent sur le

tore. Ce caractere y.r induit le diviseur de Weil
[divxe:] =D <efmy > [V(7)]
j=1

sur la variété X' (F). Si

n; = Mj1y -+ Min)y PGCD(mj1, 0, Mjn) =1
est 'expression de 7; dans la base canonique de Ag, les formules de pas-

sage des coordonnées inhomogenes X, ..., X,, aux coordonnées homogenes
x1,...,Ts sont donc

Xi=]I=, i=1,..n. (3.3)

Dans le cas de P? de C, on trouve bien, si zy correspond & oy N 09, 1 &
0o Noy et xo a o9 N oy, les formules

Xlzl'l/l’o, XQZZL’Q/ZE().

Ce sont les formules correspondant a ’lhomogénéisation classique dans le cas
de la dimension 2.
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3.5.3 Diviseurs de Cartier sur une variété torique

Un diviseur de Cartier sur une variété algébrique X est par définition
la donnée d’une collection (U, f), U décrivant une collection d’ouverts af-
fines de X dont 'union recouvre X, f une fonction réguliere sur U, dite
équation locale du diviseur sur U, de maniere a ce que, si UNU'" # 0, fu/ fur
soit un inversible dans O(UNU"). Un diviseur de Cartier D induit un fibré en
droites L(D) sur X. Les diviseurs de Cartier forment un groupe additif; on
peut d’autre part associer a tout diviseur de Cartier un fibré en droites. Le
groupe des fibrés en droites (I'opération étant le produit tensoriel de fibrés)
a isomorphisme pres est le groupe de Picard Pic (X') de X, et le morphisme

D w— L(D)

a pour noyau le sous-groupe des diviseurs de Cartier du type div(F'), ou F
est une fonction réguliere définie globalement sur X.

Dans le cas particulier des variétés toriques, nous pouvons préciser une autre
notion, celle de T-diviseur de Cartier. Un T-diviseur de Cartier est par définition
un diviseur de Cartier invariant sous l'action du tore. Lorsque X = U,, un
tel diviseur de Cartier est de la forme div (x,), ou u* est un élément de
A*, ceci signifiant que x,~ donne précisément 1’équation locale du diviseur de
Cartier dans les cartes de U,. Remarquons qu’une autre équation locale est
{xa = 0}, ot @* —u* € o+ NA*. A un diviseur de Cartier T-invariant D sur
U, correspond donc sans ambigiiité un élément

A*

“(o; D _
w(o; )EJLOA*

Nous admettrons la proposition suivante, permettant de caractériser les T-
diviseurs de Cartier sur X'(F).

Proposition 3.3 Soit F un éventail de Ag dont les cones de dimension 1
engendrent Ag. Une liste d’éléments u* (o), u*(c) € A*/(c+ N A*), 0 € F,
induit un T-diviseur de Cartier sur X (F) si et seulement si les données u*(o)
sont telles que les fonctions

vie<u(o),v> wvEaT

se recollent de maniére a constituer une fonction continue et affine par mor-
ceaux sur l'union des cones de l’éventail F. Ce diviseur de Cartier est défini
dans U, comme Dy = div (X—u*(s)), ce qui signifie précisément que le ca-
ractere X_y«(s) correspond a l’équation locale au point générique de U,.
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Exemple fondamental. Supposons que Aj, ..., A,, soient m sous-ensembles
finis de Z" et Ay, ..., A, les enveloppes convexes de ces sous-ensembles. Soit

A=A +...+A,

la somme de Minkowski des A;, 7 = 1,...,m et F un éventail qui soit une
version raffinée de I’éventail associé a A dans I'exemple qualifié de “fonda-
mental” a la section 3.3.2. Pour chaque j =1, ..., m, La fonction

v+— min <u*,v >
U*EA]'

induit une fonction continue et affine par morceaux sur 'union des cones
constituant 1’éventail F. Il en résultera qu'une telle application induira un
diviseur de Cartier E;, j = 1,...,m, sur la variété torique X'(F). Si F' est un
polynome de Laurent de support 'ensemble A; = {}, ..., [} Arl}’

Aj—1
Fj(Xl, ...,Xn) = Z Cij;Xéjvk’
k=0

et si Clxy, ..., xs] désigne 'anneau de coordonnées homogenes attaché a X' (F),
I'homogénéisé de F' relativement a la variété torique X'(F) sera le polynome
obtenu en chassant les déominateurs dans le polynome de Laurent en z, ..., x4

S S
Gj(xy, ..., xs) = F(Hw?“, . Hx?m> ,
=1 i=1

soit le polynome

Ai—1 s <Fpmi>— min <§*n;>
~ Js E*GA]'
F(zy,...,xs) = Z Cik H T,

k=0 =1

Comme on le voit immédiatement, le diviseur de Weil attaché au diviseur de
Cartier F; est

—i min < &, n; > [V(1)].

im18 €A

De plus, le polynome de Laurent Fj induit un diviseur de Cartier sur X' (F)
qui sera exactement

Dp:=divF; + Ej.

Ce diviseur de Cartier est effectif, au sens ou le diviseur de Weil qui lui est
naturellement attaché s’écrit

[Dr| = > ordreg(équation locale de D)
E hypersurface irréductible de X(F)

= SVl 7 €N
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On peut penser F(xy,...,x5) comme une équation locale de ce diviseur (en
coordonnées homogenes) sur la variété torique.

Remarque. Notons que le T-diviseur de Weil [D] induit (selon le procédé
décrit ci-dessus) par le T-diviseur de Cartier D défini par la donnée d’une
collection {u*(D;0); o € F} telle que les fonctions

v—=<u'(D;o),v>, vEo
se recollent en une fonction ¢ = 1p est

[D] = =>_¥n(m) V(7)].-

3.5.4 1Idéal irrelevant attaché a une variété torique

Soit A un réseau de dimension n, F un éventail de Ag dont les cones de di-
mension 1, 7y, ..., 75, engendrent Ag (comme espace affine) et soit Clzy, ..., 24
I'anneau de coordonnées homogenes associé a la variété torique X (F).

N

A chaque cone o de I'éventail F, on associe le diviseur de Weil [D,] défini
par
[Do] = 2 V()]

{je{1,...,s}; 7; non face de o}

A un tel diviseur de Weil correspond naturellement (voir la correspondance
entre les faces de dimension 1 de F et les coordonnées homogenes) le monéme
zll de l’algebre Clay, ..., x,] défini par

gl = H xj.

{je{1,...,s}; 7; non face de o}

Définition 3.6 On appelle idéal irrelevant attaché a la variété torique X (F),
les données étant comme ci-dessus, lidéal monomial de Clxy,...,z4| (an-
neau de coordonnées homogénes attaché a X (F), chaque coordonnée x;, j =
1,..., s, étant en correspondance avec une aréte de l’éventail F) engendré par
les mondmes %), lorsque o décrit la famille de tous les cones de l’éventail, ou
encore, ce qui est suffisant pour disposer d’un systeme générateur, la famille
de tous les cones de dimension maximale de F.

Exemple. Dans notre exemple familier qu’est P?(C) (construit & partir de
I'éventail induit par les trois cones g, 01, 03), les trois mondmes associés a
ces trois faces sont respectivement z( (cette variable correspondant a l'aréte
o1 N 03), x1 (variable en correspondance avec 'aréte gy N 03) et enfin



3.5. DIVISEURS SUR UNE VARIETE TORIQUE 81

(variable attachée cette fois a l'aréte og N o). L’idéal irrelevant est donc
dans ce cas l'idéal (xg,x1,x2) de I'anneau C[zo, z1, 3]. Ceci est la situation
générale en dimension quelconque lorsque 1’éventail est celui qui induit la
construction de Iespace projectif P"(C).

On peut a ce stade se poser la question de savoir si la “présentation” géométrique
classique de P" comme le quotient de C"*'\ {(0,...,0)}, c’est & dire de C"*!
privé précisément du lieu des zéros de I'idéal irrelevant, par la relation R de
colinéarité

P"(C) = o \{7(%0’ -0} (3.4)

ne serait pas transposable au cadre plus général des variétés toriques.

A la place de C"*1\ {(0,...,0)} dans (3.4), il serait naturel d’imaginer que
I'on ait

CA{2(I™)},

olt Z(I'™) désigne la variété des zéros de l'idéal irrelevant de X (F). Mais il
faut aussi préciser ce que devient dans le cas général la relation de colinéarité.
C’est encore une fois l'action du tore sur la variété X'(F) qui va nous aider
a éclaircir ce point. Comme on 'a vu, le groupe de Chow A,_1(X(F)) (ou
n = dim A) est un groupe additif de type fini de rang s —n. De la suite exacte

0 — A2 A, 1 (X(F)) — 0

introduite dans la section 3.5.1, on déduit en utilisant le foncteur Homy (-, C*)
la nouvelle suite exacte

1 — Homy(A,_1(X(F)),T) — T° — Homz (A", T) ~T" — 0.
Le groupe Gz := Homy(A,—1(X(F)), T) agit donc naturellement sur C* via
ge (&1, 8) = (9(V(m)]) &, - g(V(19)]) &) € €. (3.5)

Nous sommes alors en mesure d’énoncer le résultat attendu, résultat qui
nous permet de transposer au cadre des variétés toriques simpliciales la
présentation géométrique classique de ’espace projectif.

Théoreme 3.1 Soit A un réseau, F un éventail simplicial de Ag dont les
cones de dimension 1, Ty,...,7s, engendrent Ar (en tant qu’espace affine).
Lowvert affine C° \ {Z(I"™(F))} est stable sous laction du groupe Gr :=
Homy(A,—1(X(F)),T) et l'on a

LN {ZITF)}
~ s ,

X(F)
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ce qui signifie que X (F) se trouve réalisée comme le quotient géométrique de
Uouvert affine C°\ {Z(I'™(F))} par Uaction du groupe G.

Preuve. Le fait que 'action de G# préserve 'ouvert affine C°\ {Z(I'™(F))}
résulte simplement de ce que cet ouvert affine est une union d’hyperplans de
coordonnées et de la maniere (3.5) dont agit G sur C°.

Examinons maintenant comment le groupe G £ agit sur le schéma que consti-
tue 'ouvert affine

V,={¢eC; s #£0}.

On a
Vo = Spec Clxy, ..., T 40y

ou Clxy, ..xs](x[o]) désigne la localisation de C[xy,...,x;] en I'idéal principal
(z!91). Cet anneau de coordonnées admet aussi une filtration par A,_;(X(F))
et les monomes de degré 0 de cette algebre sont les monomes du type

<u*, *
R R VA=l
avec de plus

*
<u,n; >>0

si 7; est une face de 0. Cette derniere clause signifie en fait u* € ¢ N A*,
ce qui implique que la composante de degré 0 de I'anneau des coordonnées
du schéma V, puisse etre identifiée & 'algebre de semi-groupes C[o N A*].
Le groupe G agit sur V, et son action induit une action sur 'anneau des
coordonnées homogenes de V,. Les parties “homogenes” de degré k, k &
An1(X(F)), de Clry, ..., T4](41o1) sont les sous-espaces propres sont I'action
de G# (la valeur propre correspondant a la partie de degré k € A,,_1(X(F))
de Clz, ..., xs](m[g]) étant précisément k). Les invariants de G dans I’action
de ce groupe sur Clzy, ..., ¥4](,l0y sont donc les éléments de C[g N A*] et le
quotient catégoriel V, /G est Spec Cla N A*]. Ceci signifie qu’il existe une
application 7, Gz-équivariante de V, dans Spec [0 N A*], action de Gz sur
sur Spec [¢NA*] étant triviale, telle que 7, ait la propriété d'universalité (c’est
précisément ceci que 1'on entend en disant que (V,,w,) réalise Specd N A*
comme quotient catégoriel de V,, sous I'action de G ).

La compatibilité de ces identifications avec 'opération de “prise de face”
(voir [8], lemme 2.3 pour plus de détails, mais il s’agit ici en fait des mémes
remarques que celles qui ont été faites dans la section 3.3.1) suffit a affirmer
que les diverses identifications

V,/Gg ~ U, :=SpecClcg NA*], o€F,
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au sens quotients catégoriels génerent une identification

Clay, oz ] \{Z2(UI™(F))}
Gr

~ X(F).

Ceci signifie, une fois de plus, qu’il existe une application 7, Gr-équivariante
Ty Clry, .o 2] \{Z(I™(F))} = X(F)

(Paction de Gz sur Xr a droite étant triviale), ayant la propriété d’universa-
lité.
Dire que X' (F) s’identifie au quotient géométrique

Clry, -,z \{ZUI™(F))}
Gr ’

c’est dire en plus de ce qui précede, que les fibres de 7, coincident avec les
Gr-orbites. Il suffit en fait de prouver ce résultat au niveau des applications
T, ; le résultat pour 7, en résultera via les regles de compatibilité avec les
opérations de “prise de face”. On se contente de montrer que les G orbites
de V, sous 'action de Gz sont fermées (pour la topologie de Zariski) dans
V,, et ce pour tout cone o de F. Pour ce faire, on montre en fait ici que
l'orbite d'un point { = (&,...,&) € V,, ot 0 € F est

OGr O ={eVs [I§" " =116, W' eanA}. (36)
j=1 j=1

Que T'orbite de { soit contenue dans le sous-ensemble figurant au membre
de droite de (3.6) est évident puisque ce dernier ensemble est clairement
saturé sous 'action de G£. Le fait que le cone o soit simplicial implique que
les vecteurs n;,(0), ..., i, (o) dirigeant le squelette de o sont des vecteurs
linéairement indépendants. Si l € {1,...,q(0)}, il existe toujours un vecteur
v; de A* tel que

<v,m(0)>>0 et <vf,m,(0)>=0, VI'e{l, .. ql0)}, I'#I.

On déduit de cela que, si § = (fl, e fs) € V, est tel que
H gj<u*,77j> _ H €j<u*,77j>7 Yut € 5N A*,
j=1 j=1

alors la liste des positions des zéros dans la suite (51, ...,55) est exactement
la méme que dans la suite (1, ...,&). Si A(€) désigne le sous-ensemble de
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{1, ..., s} correspondant aux indices de ces zéros (notons que ce sous-ensemble
A(&) est inclus dans le sous-ensemble des indices correspondant aux faces de
dimension 1 du cone o), on dispose donc d’une application

L Z{leshA© |, o

9ée
définie par
i) = £ 7 € {Lush T A,
Soit 'application
iag) : N 7{1sNA(E)

qui a u* € A* associe

Le groupe A,_1(U,) est le quotient de Z-*NAE®) par le noyau de G Ae)-
D’autre part, le fait que le cone o soit simplicial implique que le noyau
Kerizge de ig) soit engendré (en tant que semi-groupe) par le semi-groupe
o N Keriyg @ on choisit en effet une fois encore un vecteur v dans A* (en
fait dans o N Keriag)) tel que

<vm;>>0, 75facedeo, j¢ A,
<vtp; >=0, j€AQ;

tout élément u* de Keriye) s'écrit
u* = (u" 4+ Nv*) — Nv*

avec N entier tres grand (assez pour que u*+ Nv* soit dans dNKeriz(yy), d'olt
I'affirmation que Keriyg) est bien engendré par ¢ N Keriye). Ceci permet
d’associer a gz, une application de O(Z1 M) © A, (X(F)), ot

0(1) = classe dans A,_1(X(F)) de Z LIV ()],
JEA(E)

dans C* (on pose g ((0(1)) = g¢ (1) pour tout I € 7 s NA®) - Cette ap-
plication se prolonge en un homomorphisme de Ap_1(X(F)) dans C*. On

construit bien ainsi un élément g du groupe Gz tel que { = g @ £ (comme on
le vérifie aisément). Ceci acheve la preuve du théoreme. <
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3.6 Compacité et retour au théoreme de Bern-
stein

Considérons tout d’abord un éventail simple F de cones de Ag, ou A est
un réseau de dimension n. Nous avons la proposition importante suivante

Proposition 3.4 Si ['union des cones de [’éventail F est égale a AR, la
variété analytique compleze de dimension n (c’est en fait une variété algébrique
lisse, le mot variété étant vraiment a prendre ici dans son sens “manifold”)
est une variété compacte (pour la topologie induite par la métrique usuelle
sur les cartes associées auz cones de dimension mazximale).

Preuve. La preuve que nous donnons ici nous a été suggérée par August
Tsikh. Désignons par o), I =1, ..., M, la liste des cones de dimension maxi-
male (ici n = dim A) de I’éventail F. Supposons que le squelette du cone o)

soit constitué des vecteurs (agl), oDy ol

ag'l) - Zag'{c)eka Jj=1..n,
k=1

e1, ..., en, désignant la base canonique du réseau A. A chaque cone o), I =
1,..., M, est attachée une copie de C" ainsi qu'une transformation monoidale

n (D €))

Ty = W(I) : (Cla 7Cn) = (H C]?le PR} chjn> = QCI
j=1

Jj=1

(en abrégé), définie sur un ouvert Q) de cette copie de C", comme cela a été
vu & la fin de la section 3.3.3. Ainsi, on peut attacher & chaque cone o) de
dimension maximale un systeme de coordonnées locales sur la variété torique.
Notons que l'inverse de la matrice C est une matrice dont les lignes consti-
tuent un systéme générateur du cone dual ). Nous noterons t 1, ...t ,, les
coordonnées locales sur w(22()) ; notons que

EIZCCf_l

Ce que nous pouvons démontrer est que
M
X(F) = U{ltra] <1, [tral < 1}.
=1

En effet, prenons un point = de 710)(T™) C X(F) représenté en coordonnées
locales par t7, = (to1, ..., t1,,n) €t considérons le point § = (&1, ...,&,) de R"
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défini par
51 log ’t10,1|
: =C Io
fn 1Og|tﬂhn|
Puisque I'union des coénes o), I = 1,..., M, est I'espace affine Ag ~ R" tout
entier, il existe un indice J = J(€) tel que le point —¢ soit dans le cone o).
Mais alors on a, si - -
m &1
=00t
M €n
nécessairement 7; < 0,...,n, < 0. En prenant les exponentielles, on voit que
l'ona || <1, j=1,..,n. Ceci démontre en fait que le point = est un point
du polydisque

)

{tsal <1, |ty < 1}

Nous venons donc en fait de démontrer que

M M
X(F)=JaID(T") = U{ltral <1, [tra] <1} (3.7)
I=1 I=1

Cette “présentation” commode de la variété torique (tout au moins du point
de vue ensembliste) en permet d’en déduire immédiatement la compacité.

%

Remarque. Cette démonstration s’adapterait au cas général, ou [’on se doit
de “recoller” les variétés affines U correspondant aux cones de dimension
mazximale pour réaliser la variété torique. Rappelons que la variété UD) se
trouve définie comme

UD .= Spec Cle) N AY],

la différence majeure ici étant qu’il faille introduire un systéme engendrant
le cone 5\ tout en engendrant A* comme groupe ; le squelette ne suffit plus
et il nous faut cette fois un systeme Ly, ..., i1y L, 0U les n pre-
miers vecteurs engendrent le come o) et les N — n autres sont des vec-
teurs de o) N A* choisis de maniére a ce que le systéme complet engendre
le réseau A* comme groupe. Les “polydisques” qu’il faut alors recoller pour
réaliser la variété torique sont a relever sur les variétés algébriques de di-
mension n définies par les divers idéauz binomiauz correspondant auzr cones
o). L’déal binomial associé a o) est celui qui correspond au noyau du
C-homomorphisme d’algebres
C[tl, ...,tNI] = C[ itl, ,C;tl] . tj iﬂ) llvj .
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Dans la représentation (3.7) (toujours valable) il faut interpréter le polydisque

{‘tl,l‘ S 17"'7 ‘tI,n’ S 1}

comme “tracé” sur la variété algébrique (cette fois en général singuliére)
définie comme la variété des zéros de l'idéal binomial Ker pr. On trouvera
dans la section 2.4 de [12] une preuve plus algébrique de la compacité (au
sens de la topologie usuelle) d’une variété torique construite a partir d’un
éventail dont ['union des cones recouvre tout l’espace affine Ag.

Nous sommes maintenant en mesure, pour conclure ce chapitre, de compléter
la preuve du théoreme de Bernstein 1.2. (jusqu‘alors incomplete). Nous re-
prendrons ici les notations utilisées dans ’énoncé de ce théoreme (section
1.6).

Soient 71, ..., 75, les faces de dimension 1 de 1’éventail F associé au polyedre
A= A;+...+A,. Ces faces sont en fait (ceci se voit immédiatement si I'on
reprend la définition méme de I’éventail F, voir I’exemple fondamental de la
section 3.3.2) dirigées par les vecteurs orthogonaux 77, ..., n aux facettes du
polyedre A.

Si F1, ..., F, sont n polynomes de Laurent de supports respectifs A;,...,.4,, ol
A; = A;NZ", 'hypothese faite concernant la non nullité des semi-résultants

R(AT ..., AT

lorsque les coefficients des F}j sont spécifiés équivaut au fait que les diviseurs
effectifs

div (Fj) + E(AJ) y j = 1, N
(diviseurs de Cartier sur la variété torique X'(F)) ne s’intersectent qu’en des
points de T" = Ojq.

Considérons maintenant, pour chaque j = 1, ..., n, une collection Hj, ..., H;,
de polynomes de Laurent de support A;, tel que (H; 1, ..., Hj,,) soit (Aq, ..., Ay)-
générique au sens de Bernstein et que de plus

{CeT™ Hiy(Q)=0,1=0,...,n}=0.

On a alors, d’apres la proposition 2.2, ’existence de constantes strictement
positives ¢; et C; telles que

¢; exp [HAj(Rez)] < (Xn: |Hj, (e, ...,ez")|2>1/2 < Cjexp [HAj(Rez)} , zeC".

=0
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La fonction

" F(C e G
S |F(Cry s G

CeT
Jj=1 Z| Z(Cla'-'aC )|

est une fonction continue sur T". Cette fonction, exprimée en coordonnées
homogenes relatives a une variété torique simpliciale associée a un éventail
de F, induit sur X(F) (de part sa O-homogénéité liée & sa définition méme)
une fonction continue sur la variété lisse compacte X (.7? ) (la compacité vient
de la proposition 3.4) ne s’annulant qu’en un nombre fini de points, a savoir
les zéros communs des F}, j = 1,...,n, tous dans T" ~ Oy. Il existe donc
des constantes v > 0 et R > 0 telles que

)P

> .

vz e C", MZR:Z L et
1§| < e

On en déduit 'existence d’une constante 7 telle que

Vze ", |z H>R:>Z§p([ ( )>§

Un argument de perturbation montre alors que le nombre de zéros communs
a (Fy,...,F,) dans T" reste invariant par perturbation des coefficients. Ce
nombre vaut dont M(Aq,...,4A,), ou M désigne le volume mixte de Min-
kowski. Ceci paracheve la preuve du théoreme de Bernstein 1.2. <



Chapitre 4

Résidus et Propreté

4.1 Résidulocal d’une (n,(0)-forme méromorphe
Dans cette section, notre cadre sera celui d’une variété analytique com-
plexe lisse X de dimension n, sur laquelle x désignera un point.

Si X est de dimension 1 et si
w=r(t)dt

est une (1,0) forme méromorphe au voisinage de = (¢ = ¢({) étant la coor-
donnée locale), il est bien connu que 'obstruction & ce que cette forme soit
exacte dans un disque complexe épointé ¢(D(0,¢)) \ {z} (¢ étant une appli-
cation holomorphe injective de D(0,¢) dans X, avec € arbitrairement petit
et ¢(0) = x) est matérialisée par

Res, [r(t)dt] = Reso [[¢"r](¢)¢"(dC)] = Reso [r(0(¢))¢(¢)d(] -

De fait, c’est le morphisme résidu qui réalise I'identification entre le groupe
de cohomologie

H'(¢(D(0,)) \ {z})

et le groupe C.

Si maintenant nous nous placons dans le cadre dans le cadre de la dimension
n, trois notions géométriques de résidu se présentent naturellement :

e celle de résidu local de Grothendieck, utilisée dans la suite de ce cours;

e celle de résidu de Leray;

e celle de résidu de Poincaré.

89
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4.1.1 Résidu local au sens de Grothendieck

Pour présenter la notion de résidu local au sens de Grothendieck, nous in-
troduirons n diviseurs de Cartier effectifs au voisinage de z, diviseurs dont les
équations locales au voisinage de x sont fi, ..., f,, (les coordonnées locales sur
X au voisinage de z seront t; = t1((1, e, Gu)yeery tn = ta(Cy ory Go))- 11 est im-
portant ici de souligner que notre point de vue sera un point de vue fonctionnel
(donc plus “analytique”) et non un point de vue ensembliste (donc plus “géométrique”)
ou nous aurions plutot compris les diviseurs sur X' (toujours au voisinage de
x) comme des diviseurs de Weil. Une forme (n,0) méromorphe dans un poly-
disque ¢(D(0,€1) x - -+ x D(0,€,)) (p injective et p(0) = x) et de lieu polaire
inclus dans I'union des supports des diviseurs de Cartier D;, j = 1,...,n sera
par définition une forme

r(t)
= . fjfn“(t)dtl A---dty,
ou r est une fonction holomorphe au voisinage de x et kq, ..., k,,, désignent des
entiers positifs ou nuls. Si les diviseurs D;, j = 1,...,n sont tels qu’il existe
un voisinage V, de x dans X dans lequel leur seul point commun est x (et sur
lequel les f; et r sont des fonctions bien définies et holomorphes), on définit
le résidu local de w (relativement aux diviseurs D;, j = 1,...,n) comme

Res.w — Res rdt; A - ANdt, L 1 lim r(t)dtl A--- Adt,
TR | et T Qi 25 )RR (e

(4.1)

ot le cycle I'¢(€) est le cycle
{’fll = €1y ’fn| = Gn}

orienté de maniere a ce que la forme d (arg f1) A --- A d (arg f,,) soit positive
et que €'soit choisi (ce qui est possible via le recours au théoreme de Sard) tel
que le support de ce cycle soit une variété analytique réelle lisse de dimension
réelle 2n — k. De fait, la formule de Stokes nous assure que l'intégrale

dtl/\ - Adt,
e—>0 / f1 t)fiFl . () ket

ne dépend que de maniere fictive de €. Une moyennisation de I’expression

(2im)n fl(t)k1+1 f (t)kn—i-l

1 1
L (ZFFD | D)

e Tn




4.1. RESIDU LOCAL D’UNE (N, 0)-FORME MEROMORPHE 91

sur le simplexe
{e1>0,..,6, >0, €61+ +€,=n}

nous donne 'autre représentation (parfois plus commode)

rdty A\ --- Adt,

L e
n(n—1)

Res,

(=1) > . 1 - AR P
=-—"— lim — / r (=17 f;" df Adt
(2ém)™ =0+ n (j:1 ’ zz/\1 )
S P E T =y 7
j=1
(- e ) A ()
= i / r( (1B A dsEP) At (4.2)
i ! <sm) fhtls_q j=1 é;;
ou
dt =dty N--- Ndty,,
—kj+1
S _ 1 L
! I SENALICREY
=1
et

n
k k+l1 k, ki+1
< S(,m)’ f,—i—, ~>— Z SlL n)fl i+
=1

Mieux : en utilisant ’argument qui nous a permis de passer de la formule
(2.2) a la formule (2.7), nous voyons que nous pouvons écrire le résidu de
Grothendieck de la forme w comme

rdty A --- Adt,
Res, 1,6111, b =
G Il SR SVNVIRT|
:W /T(Z(—l) sj/\dsl)/\dt,
ov, J=1 12

ou V, CC V, est un voisinage ouvert relativement compact & bord C! par
morceaux de x dans X et s = (s, ..., s,) désigne un vecteur de fonctions C*
au voisinage de dV, et telles que

n

<s, fEL 5= > s it =
=1

au voisinage de JV/,.
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Notons ici que la forme w induit, compte tenu des hypotheses, un élément
[w] du groupe de cohomologie

H* (V, \ {=}, Q")

ou 2" désigne le faisceau des n-formes holomorphes. En effet, les ouverts
Vo\IDjl, 7 =1, ..., n, forment par hypotheses un recouvrement ¢ du voisinage

épointé V, \ {z} et l'on peut donc considérer w comme un cocycle (au sens
de Cech) dans C™ (U, Q™).

Pour comprendre la signification cohomologique de 1'objet que nous venons
d’introduire, il est important de rappeler ici brievement le théoréeme de Dolbeault
sur une variété analytique complexe ; il intervient ici dans un cadre semi-local
(nous l'utiliserons ici dans V, \ {z}) mais on le verra plus loin entrer en jeu
dans le cadre global (appliqué a P™ ou a une variété torique attachée a un
éventail simple, ou, au pire, simplicial, la variété n’étant plus une variété lisse
au sens “manifold” mais ce que I'on appelle une “orbifold”). Notons par Y la
variété (ici Y =V, \ {z}). D’apres le lemme de Poincaré (si A est un poly-
disque de C" et p un entier positif, alors les groupes de cohomologie HP9(A)
sont nuls pour ¢ > 1, on trouvera une preuve de ce résultat essentiel dans
[15], page 25), on a, pour tout p > 0, pour tout g > 1, les suites exactes

01> ZPDL 002 Pt (4.3)
et

0 b APOZ 20D g

{ , (4.4)

ou, outre le faisceau 2 des (p,0) formes holomorphes sur ), on a introduit
les faisceaux AP des (p, ¢)-formes et Zg) D des (p, q)-formes O-fermées, I'in-
jection i désignant l'injection associée a l'inclusion ensembliste naturelle. On
peut définir (voir par exemple [15], pages 38 et suivantes) les groupes de co-
homologie HY(), F) relatifs a I'un de ces faisceaux. On peut aussi définir les
groupes de cohomologie du complexe de Dolbeault, c’est a dire les groupes

HO(y ZL]LQ))
(p,a) ._ ’
ngq (y) . o)

- BHO(y,A(p’q_l)) y P 2 07 q Z 1

Le théoreme d’isomorphisme de Dolbeault s’énonce alors comme suit :

Théoréme 4.1 (isomorphisme de Dolbeault) Soit Y une variété analy-
tique compleze de dimension n et p,q deuz entiers entre 1 et n. Alors on a
lisomorphisme entre les groupes de cohomologie H1(Y, ) et Hg)’q)()}).



4.1. RESIDU LOCAL D’UNE (N, 0)-FORME MEROMORPHE 93

Preuve. On utilise le fait qu’étant donnée une suite exacte de faisceaux
O—E—F—G—0,
on peut fabriquer la longue suite de cohomologie

0 H°(Y,E) — H' YV, F) — H'(V,G) —
 HI(V.€) o H'(,F) o H'(P,G) e ..

(voir par exemple [15], page 40). On utilise également ’observation immédiate
qui conduit a remarquer que pour tout p > 0, pour tout couple (r, s) d’entiers
entre 0 et n, H?(), A"*)) = 0 (pour la preuve de ce résultat de platitude,
voir [15]). Tl résulte de ces observations qu’en appliquant le principe de la
longue suite de cohomologie a chacune des suites exactes (4.3) ou (4.4), on
trouve

HYY, ) ~ H7N (Y, 22 ~ H2(Y, 287%) ~ .

HO(J’,Zg’q) (p,a)
= THO(Y, Arat) ).

~ 77l (p,g—1)
~ H (y,zg

Ceci prouve donc le théoreme de Dolbeault.

Revenons au cadre semi local ou ) =V, \ {z}. On sait, d’apres le théoréme
d’isomorphisme, que

H ' (Vo \ {a}h, Q") = B D (0, \ {a}).

Comme d = 0 sur les formes de type (n,n — 1), il y a une fleche naturelle du
groupe Hgl’"*l)(vx\{x}) dans le groupe Hg '(V,\{x}) qui ici s’identifie & C.
Le résidu de Grothendieck matérialise la composée de cette fleche (qui ici s’ex-
prime comme l'intégration sur la frontiere 2n — 1 dimensionelle d’un ouvert
V. a frontiere lisse, contenant x, et d’adhérence incluse dans V,) avec l'iso-
morphisme de Dolbeault introduit précédemment. On peut noter d’ailleurs
ici que le résidu local de Grothendieck apparait ici, sous 'angle géométrique,
comme un calcul de trace : le groupe d’homologie Hy,—1(V, \ {z}, R) est en-
gendré par un élément 4 et I'on peut voir le résidu de Grothendieck comme

Res, [w] = / Nl »

v

ol y est un représentant de 7 et 7, un représentant de I'image de [w] via
I'isomorphisme de Dolbeault.
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Des lors, la forme (n,n — 1) (et fermée) que nous avons fait apparaitre dans
la formule (4.2), & savoir

ki1l N kgt
r( (=1 A dFE T At
(=)™ (n—1)! 5 L )
(2im)" | fi] 2+ D)
=1

n

M) =

3

est un représentant de 'image par I'isomorphisme de Dolbeault de 1’élément
(w] de H™(V, \ {x}, Q") induit par la forme w. Il existe bien sur bien d’autres
représentants : si par exemple p, ..., p,, sont des fonctions C* réelles et ne
s’annulant pas dans V,, un autre représentant de Dolbeault de la méme classe
[w] est donné par

n 1 ki1 W ki1
(—1)"5( 1)'r(j—1(_1)j ifi” A dlpf ) At
- = (m-DE 7 17
TI[W};/} = (2277)” n
> pi| i)

=1

Cette remarque nous sera utile lorsque 1’on essaiera de “globaliser” cette no-
tion locale et que nos diviseurs de Cartier seront couplés avec des métriques.

D’autres formules combinatoires permettent la réalisation d’autres représentants
de I'image de |w] via l'isomorphisme de Dolbeault. Parmi elles, on retiendra
la formule suivante :

Lemme 4.1 Soit w = rdt/(ff*T ... 5+ une forme méromorphe dans un
voisinage V, de x € X et de lieu polaire inclus dans ['union des supports
des diviseurs de Cartier effectifs D; (d’équation locale f; dans V), supports
sintersectant uniquement au point x. Un autre représentant de l'image de
(w] wvia lisomorphisme de Dolbeault est donné par

(1) (n + |k| - 1)

=1 J=1

(AT A ) A

. I#)
w] — - , 4.5
Mw] (2im)n k). k! ( i |fl|2>n+\k| (4.5)
=1
ot |k| = ki + ...+ kyn. Plus généralement, on peut écrire
rdty A -+ ANdt
Res, f{cl-i-l’ » f,’f”*gl =

n(n—1)

LR M [ (e o) i

—~ g
Ve J 1£]
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ou V, CC V, est un voisinage ouvert relativement compact a bord C' par
morceauz de x dans X, et s = (81, ..., 8,) désigne un vecteur de fonctions C"
au voisinage de OV, et telles que

n

<s,f >::Zslfl51

=1

au voisinage de OV.

Preuve. Si A\ est un nombre complexe de partie réelle strictement positive
et si 7 > 0, on a la formule suivante (dont on laissera ici la vérification en
exercice) :

= T s
(7717 L nﬁyw—x (n+ k] — 1)!

mn

A/ dm A ... Adn, (ky + D) (R + D)
E(r)

ou 'on a noté E(7) le simplexe réel n-dimensionnel

1

E(T) = {Q eR" n>0,...n, >0, kam < 7_}
=1

Si 'on pose

/ rdt

1 1
T\ - ki1+1 kn+1
(2im) Dy (21D | p2Ent Dy f] oo flmt

001, 1) =

on peut donc écrire, si 7 est assez petit, si A est un nombre complexe de
partie réelle strictement positive,

rdty A\ --- Adt,

L (n+ ]k =R Oy ooy )dm A .. AN dnpy
Rese | gttt | S A (o 1) e T

Si 'on fixe A ayant une tres grande partie réelle, I'utilisation des théoremes
de Sard, Fubini et Lebesgue (convergence dominée) nous permet d’affirmer
(formellement, on effectue le changement de variables n; = |f;|*®*V, j =
1,..,n)

/ 0071, - )iy A - A dign
B(r)

- L\ R
(™ i)
T T T
)T (kA1) (R 1) SEGa Y
i n n+|k|—A
(2im) neenpe (X AP)

=1
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On conclut donc a la formule

Res, rdty A Ndty ]

f1k1+1 fkn+1
-k ok
) ! =
2m)" kil .. k! < netlk]=A
(2im)" |F1 1244 fn 2 <7 (Elyflp)

C’est grace a la formule de Stokes que 'on transforme enfin cette derniere
intégrale volumique lorsque 7 est assez petit et tel que le cycle {|f1|>+ ...+
|fa|> = 7} soit régulier en tout point (le théoréme de Sard une fois encore
nous assure qu’il suffit de choisir 7 hors d’un ensemble exceptionnel de mesure
de Lebesgue nulle). On obtient, apres cette transformation

rdt; A\ --- Adt,
k141 fk:n—f—l
1 sy dm

Res,

n(n—1)

(=)= (n+ k-7
B (2im)n k! Ky,

T S O e Ve A dfi) ndt
y =1 1]
n n+lk|—A
a2 2= (El LA[?)

Cette fois, faire tendre A vers 0 devient licite (comme conséquence du principe
du prolongement analytique) et ’on obtient

rdty A --- ANdt,
Fi L fhe

n(n—1)

_ (=D (et K= 1)!

Res,,

TR LT (S (1T A dR) Ad
! %
X n kW
AP 4 fl=r (L 1AR)"

N
Il
—

On remarque que la forme

e

PR T (S A dR) At

1]

n k]
(S 1hE)™"

1

J
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est une (n,n —1) forme J-fermée (donc aussi d-fermée) et que I'on peut donc
remplacer dans I'intégrale ci-dessus le cycle d’intégration {|f1|>+...+|fu]? =
T} par 0V, ou V, CC V, désigne n'importe quel voisinage ouvert relati-
vement compact de x & frontiere C! par morceaux, ce qui prouve bien la
premiere affirmation du lemme. Quand a la seconde, elle résulte de 1'utili-
sation d’un argument tout a fait identique a celui qui nous permettait de
passer de la formule (2.2) a la formule (2.7) dans la section 2.1.

4.1.2 Résidu local de Grothendieck et développement
de Taylor

Si z est un point d’une variété analytique complexe X de dimension n
et Di,...,D,, sont n diviseurs s’intersectant en = de maniére transverse (ce
qui signifie qu’étant données des équations locales fi, ..., f,, on a df; A--- A
df,(z) # 0), alors fi,..., f, peuvent étre utilisées comme des coordonnées
locales sur X au voisinage de x. Nous avons alors le lemme intéressant suivant

Lemme 4.2 Sous les hypotheses ci-dessus, le développement de Taylor d’une
fonction r définie et holomorphe sur un voisinage de x suivant les fonctions
coordonnées locales f1, ..., f, est précisément donné par

r= Z Res,

keN"

rdt; A - Adt,
fllc1£rl o, fhotd (N (4.7)

Sir est un polynome de Laurent en les fonctions f1, ..., fn, le résidu en x de la
forme rdt est exactement le coefficient de (fy...fn,)' dans ce développement.

Preuve. On se ramene immédiatement (en utilisant une carte locale et un
changement de variables) au cas de C", = devenant l'origine, et les f; les
fonctions coordonnées. Il est immédiat de constater que

fl'--Cé”dQ/\'“/\an

Resg k11 =0
gll 7"'7C7’§n+1

sauf si ky = 1y, ..., k, = [,,, ce qui prouve bien la formule (4.7) ainsi que la
seconde affirmation du lemme. <

Compte tenu de ce lemme, il est tout a fait naturel de penser que le calcul
des symboles

rdty A\ --- Adt,

kq!. .. k,! Res, fhiAL et |
yeees [

ke N"
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(ce sont les évaluations des dérivées partielles successives au point x lorsque
les f; sont assimilables & un systeme de coordonnées locales) se plie a la regle
de Leibnitz. C’est en effet le cas, comme le montre la proposition capitale
suivante, proposition qui deviendra vite le moteur de tout le calcul de résidus
a plusieurs variables.

Proposition 4.1 Supposons qu’outre f1,..., fn, on dispose d’un second jeu
de fonctions holomorphes g1, ..., g, telles que les diviseurs correspondant s’in-
tersectent aussi uniquement au point x (lorsqu’on les regarde dans un voisi-
nage V, assez petit) ; supposons aussi qu’il existe une matrice A = [a;j]1<i j<n
de fonctions holomorphes au voisinage de x telle que

gjzzajlflv ]:177n
=1

On désigne par Ry, le O, module a gauche engendré par les opérateurs

dty N--- ANdt
re O, — Res, [T klﬁrl fknﬁl
1 y oo Jm
et J g
ti A\ Ndt
r €0, Res, | Pt P
917 50y

et U'on note oy et o, les deux homomorphismes de O, modules de O, X7, ..., X,,]
dans Ry, définis respectivement par

rdty A\ --- ANdt,
Jf(XE) = k1!---k’n!{7“f—>ReS$ {flﬂ‘l e }
ag(XE) =kl k! {rr—>Resx Z(?igr{\ ;27%? } .

On a alors, pour tout élément P € O,[X, ..., X,], la formule
o;(P) = detA o,(X — P(*A(X)). (4.8)

Remarque. Cette hiérarchie de formules, introduite par Kytmanov [21] (voir
aussi [6]) nous permet d’exprimer

rdty A\ - Adt,

Res [ 1
* fll+ 7"'7f7]1€n+1

a partir des

rdty A\ --- Adt,

141 ln+1

Res,
g1 -9y

U= 1kl
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De plus, on remarque que les identités obtenues ne font pas apparaitre, contrai-
rement a ce que 'on aurait pu craindre, de “dénominateurs” : la division par
ki!... k! qui était attendue s’avere de fait étre fictive, ce qui laisse bien sur
augurer que le calcul des résidus multi-variables pourra étre développé dans
un cadre algébrique plus large, affranchi en particulier de la contrainte liée
au cadre complexe que représentait la caractéristique zéro.

Preuve. Elle résulte du lemme 4.1. Si s = (s, ..., $,,) est un choix de fonctions
de classe C! sur le frontiere de V, (V, voisinage relativement compact de x,
a bord C! par morceaux, avec V, assez petit), on a

<s,9g>=<sAf >=<"As, [ > .

En écrivant la formule (4.6) avec s remplagé par *As, puis en utilisant cette
méme formule (4.6), mais cette fois avec s, mais g a la place de f) on obtient

(4.8) pour le monéme X% La formule générale (4.8) en résulte par linéarité.

¢

Application importante : la loi de transformation.

La formule

Res, rdtl/\---/\dtn} — Res, {rdetAdtl/\---/\dtn

f17"'7fn g%77f7?

est connue sous le nom de loi de transformation et permet de trivialiser
le calcul résiduel. En effet, le Nullstellensatz version locale nous assure, si
ty,...,t, sont des coordonnées locales au voisinage de x, qu’il existe des entiers
Ny, ..., N, positifs et une matrice B = [b;i]1<;i<n de fonctions holomorphes
au voisinage de x telles que

N,;+1 - .
tjj :Zb]k‘fk7 j:l,...,n.
k=1

On a donc, suivant la loi de transformation et le lemme 4.2,

rdty A -+ Ndt, N1t Nn

1
Res, =
s Fiveees Ion } N!...N, {dt{“ . dtD

} [rdet B](x) .
(4.9)

Il ne faut cependant pas se leurrer ici : I'expression méme du Nullstellen-
satz effectif est, du point de vue pratique, une opération cotteuse; le calcul
résiduel aura parfois vocation a permettre une résolution plus économique
de ce probleme; ce serait donc en général un cercle vicieux que de prétendre
utiliser le recours a la solution du Nullstellensatz pour calculer des symboles
résiduels !
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