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Chapitre 1
Holomorphie et courants
1.1. Distributions et courants dans RM.

Etant donné un ouvert  de RM , on peut définir une topologie sur I’espace D(2) des
fonctions de classe C* et a support compact dans Q. Pour cette topologie, une suite (@)
converge vers @ si tous les éléments de la suite (et par conséquent aussi ) sont & support
dans un méme compact K (ce qui signifie: sont nulles hors de K) de €, et si, pour chaque
p € N, la suite

Nkplon—@)=sup Y |DXpn—9)(@)], n=0,1,..,

2CK peNM | |k|<p

tend vers 0 lorsque n tend vers I’'infini; On convient ici de noter la longueur d’un multi-indice
k= (k1,...,ku) par |k| = k1 + -+ - + ku, et de désigner par DE I’opérateur différentiel

Okl

k__ Y=
b= Ok ... ok’
1 M

Le dual de D(£2), équipé de cette topologie, est ’espace des distributions D’ (). Ainsi, une
distribution T sur €2 est une forme linéaire sur D(£2) telle que pour tout ouvert relativement
compact U de €2, pour toute fonction test ¢ de support dans U, on ait

|<Ta<P> ‘ <C(U) Up(U)( )

pour des constantes C(U) > 0 et p(U) € N appropriées; une suite (T},) de distributions
converge vers une distribution 7" si pour toute fonction test ¢ € D(Q2), < T,,, ¢ > converge
vers < T, ¢ > (ici <, > désigne le crochet de dualité). On peut dériver les distributions,
selon les conventions de l'intégration par parties

< DY(T), ¢ >:= (~1)/¥ < T, DE(p) >
et considérer les espaces
AL(Q) :=D'(Q) ®c AYQ), ¢=0,1,---, M,

ou A?(Q2) désigne le C-espace vectoriel des g-formes différentielles & coefficients constants
sur ). Ainsi les opérations du calcul extérieur passent-elles de la hiérarchie des A9(Q2),
qg=0,...,M, a celle des espaces .A4(£2) selon les regles habituelles du calcul extérieur. On
a ainsi la suite de De Rham

AQ) =D'(Q) S AL Q) S - A7) S AT Q) S S AM(Q) S o

ou d est I'opérateur C linéaire défini par



lorsque w € A?(f2). On peut ainsi définir les groupes (additifs) de cohomologie de De

Rham:
Kerd : A9(Q) — AIT1(Q)

Imd: AT~1(Q) — AI(Q)’
avec la convention AMT1(Q) = {0}. Ces groupes mesurent le défaut d’exactitude de la
suite de De Rham.

q=1,...,. M,

HY(Q,C) =

Par définition, 'espace A9(£2) sera 'espace des g-courants sur 2. Dans le cas particulier ol
Q est un ouvert de C™ (que l'on identifie & R?"*), on peut définir les formes différentielles

dzj = dx; +1dy;, dz; =dx; —dy;, 7=1,...,n
et, lorsque 0 < p, g < n, les espaces de (p, q) courants sur {2, comme
APD(Q) := D'(Q) @c AP (Q)
ot A9 (Q) est le C-sous-espace de APT9(Q) engendré par les formes du type:

Ndzin N\ dz;, #I=p, #J=q.

el jed
On peut décomposer d comme la somme de deux opérateurs linéaires 0 et 0 avec

M

1 or .oT
M
= 1 or .oT. _
8(Tw) L= 5(";:1 (8—37,{; + Za—yk)de) N w

et définir ainsi le complexe de Dolbeault:

10 10 10 10 10
Ae-10) S @11 ... B g-la) B ge-Lat) ... O A-1m) B
10 10 10 10 10
A@0) B gD, S o S gt ... B e B
10 10 10 10 10
AP+ B g+ 8 Ae+he) D g+t . B g+ D
10 10 10 10 10

(on a écrit A®9 au lieu de AP (Q) pour ne pas alourdir I’écriture).

On peut équiper naturellement les espaces A%(Q2) (0 < ¢ < M) ou, dans le cas complexe,
APD(Q), 0 < p,q < n, de topologies.

Pour cela, il suffit d’interpréter dans le premier cas (cas réel) un élément de A?(2) comme
une forme linéaire sur espace des (M — ¢)-formes différentielles sur €2 & coefficients dans
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D(2). Si ¢ est une telle forme et T un g courant du type Sw, ou w € A4(Q2), 'action de la
dualité se traduit par

<T, >:/Sw/\<p::< S, € >,
Q

SiwAp==Edx1 N+ ANdzxy.

Dans le second cas (cas complexe), on interpréete un élément de A®9(Q) comme une
forme linéaire sur P'espace des (n — p,n — q) formes a coefficients dans D(Q2), c’est a dire
les combinaisons linéaires de formes du type

0 \dzi A\ dz;, #I =n—p, #J =n—q, 0 € D(Q).
i€l jeJ
Le crochet de dualité dans ce second cas entre T = Sw, ol w € APD(Q) et ¢ sera
<T,p>=<8,& >,

stwA@=~&dxi Ndyy A\ --- Ndxy A dy,. Cela suppose une convention d’orientation de C",
qui sera celle pour laquelle 'intégrale de £dxy Ady; A -+ A dxy, A dy, correspond a

/ gdm2n7
Q

oll My, est la mesure de Lebesgue sur R2".

Les topologies sur les espaces de formes différentielles (toutes induites naturellement par
la topologie dont on a équipé D(2), car tous ces espaces sont des D(2)-modules libres),
induisent des topologies sur leurs duaux, exactement comme la topologie de D(2) induit
une topologie sur D’(2).

1.2. Formule de Stokes et de Bochner-Martinelli; le test d’holomorphie en
termes de courants.

Etant donné un ouvert 2 de C", on appelle fonction holomorphe dans €2 toute fonction f de
(2 dans C admettant au voisinage de tout point zg = (2o1, - - - , 2on) de £ un développement
en série de puissances de z — zg, i.e

f(Z) = Z a&(zo)(zl - ZOl)kl T (zn - ZOn)kna S Vzoa

keN™

ou V,, est un voisinage de zp, avec

ag T'lEl < 00
D laxl

keN™

pour un certain r = r(zp) > 0. Comme on le vérifie aisément, on a dans ce cas:

1 4 . 4
ag(z0) = / f(zo+ (pre,. .., ppe?®n))e i <E0>4dp, ... do,, =
. (2m)™ Ji0,2mn

1 / f(Qd¢ A -+ Nd¢y
(2”-‘-)77, (1701 |=p1 } X {|Cn—70m |=pn } (Cl _ ZOl)k1+1 e (Cn — Zon)kn-i-la

(1.1)
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pourvu que les p; soient assez petits pour que l'on ait & la fois p; < r(29) et {|¢; — 205] <
pj, j =1,...,n} C Q. Comme une fonction holomorphe de n variables est clairement
séparément holomorphe en chacune des variables, on a deés que A(zp; p) = {|{; — 20| <
pi, 3=1,...,n} C Q, la formule de représentation de Cauchy a intérieur du polydisque

A(ZO; PLs---» Pn)a soit
_ 1 F(QdG A -+ AdG,
f(z) - 2 n bl
(20m)™ J {161 —2011=p1 b x--x {In—20n 1=pn} (G2 = 21) =+ (Cn = 2n)
De cette formule de Cauchy, on déduit immédiatement (via le théoréme de dérivation de

Lebesgue), que toute fonction holomorphe dans €2 est de classe C™ et vérifie le systéme
d’équations aux dérivées partielles que ’on écrira sous forme “condensée”

0 Elzn:(ﬁﬁ—iﬁ)deEOdans Q. (1.3)

z € A(zo;p). (1.2)

Comme on le vérifie par un calcul facile, si 'on note w,, la forme différentielle

n

(X (DF1G A dE;) Adéu A A de,

k=1 j#k

wn(6) = (GE + TGP ’

on a, pour tout z dans €2,
dewn (¢ — 2) = O¢wn (¢ — 2) = 0 dans Q\ {2} .
On a donc aussi, pour toute fonction holomorphe dans (2,
d(fwn(¢—2)) =0 dans Q\ {z}.
Si U désigne un ouvert borné de C™ dont ’adhérence est incluse dans €2 et dont la frontiere

est réguliere (disons C!) par morceaux, au sens oll 'on peut appliquer le théoréme de Stokes,
on a alors, pour tout zy € U, pour tout € tel que

E(Zan) = {”C - Z()” < 6} C Ua

pour toute fonction f holomorphe dans €2,

/ FQunC—20) = [ FQwn(¢ — 20) (1.4)
[I—20l|=¢ U

a cause de la formule de Stokes. Si I’on écrit le membre de droite en coordonnées polaires,
i. e on paramétrise {||¢ — zp|| = €} par

Gr=201+p1e? ..., Cu =200 + P, pI+ -+ pl =,
on voit que
€ f(Qwn (¢ — 20)
IC—z0ll=e€
est une constante (ce n’est pas une surprise a cause de la formule de Stokes), et que cette
constante vaut en fait

wn(C — 20) = (2im n f(Z0)
/”4_z0||=ef(o (¢~ 20) = 2im) 20

Nous pouvons donc énoncer la proposition

n(n—1)
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Proposition 1.1 (Formules de Bochner-Martinelli). Soit f une fonction holomorphe
de n variables dans €2, ouvert de C", et U un ouvert de C™ dont ’adhérence est incluse
dans () et la frontiere assez réguliere pour que s’applique le théoreme de Stokes; on a alors,
pour tout z € U,

(= 1)(—)
f(Z) - (27/7'(')'"’ oU f(C)wn(C - Z)
et, par dérivation sous le signe somme
k| — 1) (=1) M
2 = LoD F(Qn ¢ — 20)
(2im) auU

I 9z
J=1

avec
(ZRo (D1 A dC;) AdG A= A dGy
J#k
(G + Gy

n
wa k() =[] ¢
=1
lorsque k est un multi-indice et

0 1,0 0
— i =—\gz——-t),J=1,...,n.
8zj 2(8.’1,']' Zayj)’ J ’ W

Si ¢ est seulement une fonction de classe C! dans (& valeurs dans C), nous pouvons
écrire, toujours grace a la formule de Stokes, pour tout U comme dans la proposition 1.1,
pour tout z € U, pour tout € tel que D(z,¢) C U,

/HC—ZII=6 PCenl = 2) = /au PleJen(c=2) = / dp Awn (¢ — 2) =

{CeU, lI¢—=I=¢} (1.5)

~ [ e@ntc—2 - [ Bp Awn(C - 2).

{¢eU, K-zl =€}

Comimne on le remarque aisément

/||5smn<<—z)||<oo;
U

du théoréeme de Lebesgue, il résulte alors que ’on a aussi, en faisant tendre € vers 0

lim PQnc ) = [

€20/ |1¢—z||=¢ aU

(p(()wn(C—z)—/Udgo/\wn(C—z), 2eU.  (16)

En supposant (ce qui ne nuit en rien au probléme car on peut régulariser et s’affranchir
en fin de course de cette régularisation) que ¢ est C* et en écrivant le développement en
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série de Taylor de ¢ au voisinage de z, puis en intégrant ce développement terme a terme,
on voit que, pour € > 0

AC—ZH:E @(C)Wn(g - Z) = / sz(C)wn(C — z)

lI¢—zll=e

. 1 oIkl
5O= Y g E o PG =) Gz

k.
kEN™ [ 0%;°
. j

J=1

représente la “partie holomorphe” du développement de Taylor de ¢ en z. Si 'on utilise
la proposition 1.1, on voit donc que

z) = (=1) . (n—1) lim w —z
v(2) (2im)n 0 ¢ _sfj=e (Qwn (¢ )

On peut donc déduire de cela la

Proposition 1.2. Soit ¢ une fonction de classe C' d’un ouvert Q de C™ et & valeurs dans
C, U un ouvert de C™ dont I’adhérence est incluse dans () et la frontiére assez réguliére
pour que s’applique le théoréme de Stokes; on a alors, pour tout z € U,

o) = VOO =9 [ Bonunc=9).

Comme corollaire trés important de cette proposition, nous avons le

Théoréme 1.3 (hypoellepticité du 0). Soit S une distribution dans un ouvert Q de
C", telle que 0S = 0; alors il existe une fonction f = fg, holomorphe dans €) et telle que,
pour tout ¢ € D(Q),

<S,p>= /Q £5(O)@(C)dman(C)

Si may, désigne la mesure de Lebegue en dimension 2n.

Preuve. Soit 2y un point de €, avec D(29,7) C Q, et ¢g une fonction C*® identiquement
égale & 1 au voisinage de D(zg,7) et & support dans . Si I'on dénote par &, le courant
(de type (n,n — 1)) sur C™ défini par la forme & coefficients localement intégrables w,,, on
a, au sens des courants (cela vient de la proposition 1.2)

00y, = dodzy Adyy N --- Ndzp A dyy,. (1.8)

On peut définir la convolution entre w,, et une distribution S a support compact dans C™.
Il ’agit du courant de type (n,n — 1) qui agit sur une forme test ¢ = 6dz; (de type (0,1))
par B
< §*G)n,<p >= (—1)”/ “fﬁ < §(u),0(§+u) > d( A dC,
Cn

7



avec la notation standard d{ A d¢ = d{; A---Ad(, ANd(y A --- AdC,. Ce courant vérifie
automatiquement, comme conséquence de (1.8),

5(§* Op) = §da:1 ANdyi A -+ Ndxp N dyy,.
On peut donc écrire, dans D(zp, ), au sens courants:

Sdxi ANdyy A -+ - Ndxy ANdy, = poSdxi Adyy A --- Ndxy A dy, =
= 0(p0S * @n) = (SDpo) * @y .

Mais on peut écrire, si S = S0o,
Sx @ = 5 * (Yon) + 5 * (1 = tho)n)

o 1y est une fonction test de D(Q2), de support dans D(0,r), et telle que ¥y = 1 pour
I€]| < r/2. Comme S est & support compact et que (1 — 1))@ est une fonction de classe C*°

(on a fait “sauter” la singularité en I'origine), le courant S % ((1 — 10)@y,) est un courant
du type 0d¢ A d¢, avec 8 € C*°(C™). D’autre part, le courant

g * T;Z)Oa)n
est lui un courant de support dans {z, |z — zo|]| > r/2}, et ainsi S coincide avec une

fonction C*° au voisinage de zp.

Il est classique qu'une fonction C*° d’une variable qui satisfait les équations de Cauchy-
Riemann est holomorphe. Ainsi la fonction fg qui représente S dans € est elle séparément
holomorphe. On en déduit que si zg € Q et siles p;, i = 1,...,n, sont tels que le polydisque
Al(2; p) C Q, alors, pour tout z intérieur a ce polydlsque on a la formule de Cauchy

R f5(Q)dGi A - A dG
(24m)™ J {1¢1—z01]=p1 } X+ {|Cn—20m |=pn} (1 = 21) "~ (Gn — 2n)

(ce via une simple itération de la formule & une variable, plus une application du théoréme
de Fubini pour faire apparaitre I'intégrale multiple); en développant le noyau en série sous

I'intégrale, comme
n k
- 11 (z e
ﬁ (¢ j=1 (G5 — #04)Ft1

on voit que fs a un développement en série absolument convergente de puissances de z — zg
au voisinage de tout point zg de 2. Ceci montre que fg est holomorphe dans Q.

Remarque. Une remarque tres simple a une variable compléete ce résultat en ce qui
concerne les fonctions méromorphes: si W est un sous ensemble discret d’un ouvert €2 de
C, une fonction holomorphe f sur Q\ W n’a que des singularités polaires (ou de premiére
espece) le long de W si et seulement si il existe une distribution S sur Q coincidant avec
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f sur Q\ W; ces singularités sont éliminables si et seulement si la distribution S satisfait
05 = 0. Nous développerons plus tard ce point de vue & plusieurs variables. Ce sera
ce point de vue qui nous conduira a la définition des espaces de formes “méromorphes”
sur une sous-variété (avec singularités éventuelles) d’un ouvert de C", ainsi que celle des
formes “holomorphes” sur cette méme sous variété.

1.3. Préparation et division locale par une fonction holomorphe de plusieurs
variables.

Lorsque se pose le probleme de la division d’une fonction holomorphe h (de n variables)
par une fonction holomorphe f au voisinage d’un point ou f s’annule, division avec ou
sans reste, il est judicieux dans un premier temps de “ préparer ” les données, c’est a dire
ici le diviseur f. Pour cela, on a le théoreme de préparation de Weierstrass:

Théoreme 1.4. Soit f une fonction holomorphe de n varaiables dans un voisinage V de 0,
telle que f(0) = 0. On suppose (ce qui est toujours possible aprés un éventuel changement

linéaire de coordonnées), que z, — f(0,...,0,2,) n’est pas la fonction identiquement nulle
au voisinage de 0. Il existe alors r > 0, R > 0 tels que le polydisque A, (0;r,...,7, R) C V,
un entier p > 0, p fonctions us,...,u, des n —1 variables 2z’ := (21, ..., z,—1) holomorphes
dans A,,_1(0;r,...,r), nulles en 0, et telles que dans A(Q;r,...,r, R), on puisse écrire
P
F(2) = u(z)(h - > u(2)B "), (1.9)
k=1

ol u est une fonction holomorphe sans zéro dans le polydisque A,,(0;r,...,r, R).

Preuve. On se donne R tel que, sur {|z,| = R}, on ait |f(0,...,0,2,)| > p > 0 (ceci est
possible car les zéros d’une fonction holomorphe non identiquement nulle sont isolés); bien
stir, R doit étre choisi assez petit pour que la fonction z, — f(0,...,0, z,) soit bien définie
dans ce disque complexe. Si r est convenablement choisi, on a, pour tout z’ € A,_1(0;7),

min | f(z', 2n)| > p/2, .
|2n|=R

De plus, on peut faire en sorte que le polydisque fermé A, (0;r,...,r, R) soit inclus dans
V. D’apres le théoreme de Rouché, le nombre de zéros de

Zn = f(Z, 2n)

dans le disque D(0, R) reste constant et égal & p lorsque 2’ € A, _1(0;7). Si I'on note
ces zéros (a1(2'),...,ap(2")) (dans le désordre), on a, pour tout entier k£ > 1, grace au
théoreme des résidus

D of /
1 2y Zn
Sk(z) = Zaj(z')k = / P 762"( )dzn ,

~ 2ir f(2, 2n)

ce qui montre que les fonctions S, et par conséquent également les fonctions symétriques
oy des o (en vertu des classiques formules de Newton), sont des fonctions holomorphes
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de 2’ dans le polydisque A,_1(0;7) (il suffit d’appliquer le théoréme d’holomorphie sous
le signe somme de Lebesgue). On peut donc considérer

(¢, 20) = 9 20) = 2 — 01 ()2 + - 4 (1), (2);

cette fonction est une fonction séparément holomorphe et continue, donc une fonction
holomorphe de toutes les variables (2/, z,,) dans le polydisque A, (0;7,...,r, R). De plus,
les fonctions o, j = 1,...,p, sont toutes nulles en 0 et, quitte a raffiner le choix de r, on
peut supposer que, pour tout 2’ € A, _1(0;7), on a

i

i ! > —.
Jnin [9( 20)] 2 =

Pour 2’ fixé dans A(0;r), la fonction

—
9 )

est holomorphe (et sans zéros) dans D(0, R) et continue dans D(0, R). De plus, si
zl,...,éj,...,zn_l,zn,

sont fixés, la fonction
t—= fz1,. 0, Zj—1o b, Zjg1y - o5 Zn)

est holomorphe dans D(0,7). En appliquant le principe du maximum (pour les fonc-
tions holomorphes d’une variable dans le disque de rayon R), on voit que pour tout
z € A, (0;7,...,7 R),

max | f(z)|

S yBarirn)

19(2)] Ry
et par conséquent que la fonction f/g est bornée. Comme elle est séparément holomorphe,
on peut utiliser la formule de Cauchy de maniere itérative, puis le théoreme de Fubini
(applicable puisque la fonction f/g est bornée) pour en déduire que f/g est holomorphe
dans A, (0;7,...,r, R). Cette fonction u = f/g ne s’annule pas dans ce polydisque et notre
théoréeme de préparation est démontré.

Application 1 (division locale avec reste). Si h est une fonction holomorphe au voisi-
nage de ce polydisque privilégié A, (0;r,...,7, R), on peut utiliser la formule de Cauchy
pour écrire, pour tout 2z’ € A, _1(0;7), pour tout z, dans D(0, R),

, B 1 h(Z',t)dt
. L h(z’,t)g(z’,t)dt _
" 2in Jy—r 9(2 )t —2n)

1 h(z',t)(g(z',t) — g(2', zp))dt 1 h(Z',t)dt
/ItI=R - /|t|:R g(

% 9 Dt — 2) 2in7\° 20t — 2n)

— 4()a(ts ) + rl1i2) = 1) )

(1.10)

+r(h;2),
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1 h(2,t)dt
h; z
a(h; 2) = /|

2im Jyyer 9GO — 20)

(c’est une fonction holomorphe dans A, (0;7,...,r, R) car séparément holomorphe et lo-
calement bornée) et (puisque

!/
t n)
9(,t) = 9(#, 2 er (h;2' )22,

t—zn

ou les 7;(h; ) sont des fonctions holomorphes dans A, (0;r,...,r, R))

R e ERN T

La formule (1.10) est donc clairement une formule de division avec reste car I'on vérifie
immédiatement que le reste r(h;-) est nul lorsque h est de la forme v f avec v holomorphe
au voisinage de A, (0;7,...,7, R); en effet, on a alors aussi h = wg avec w holomorphe
dans ce méme polydisque et une application du théoréme des résidus & une variable (pour
P’évaluation des intégrales de contour dans (1.11)) conduit a r(h;-) = 0.

r(h;z) =

|
—

Application 2 (inégalité de Lojasiewicz locale). Supposons que f soit une fonction
holomorphe de n variables dans un voisinage de 0 et que A(Q;7,...,r, R) = A soit un
voisinage dans lequel on peut préparer f suivant le théoreme 1.4. Alors, il existe une
constante v telle que, pour tout z dans A, on ait

[f(2)| =2 ~vd(z,{f =0} N A)™, (1.12)

ou d désigne la fonction distance. En effet, si z est un point de A tel que |f(z)| <, on a,
pour au moins un j € {1,...,p},

= g < (=)™

min [u]

Le point (#', j(2")) est un point de {f = 0} dont la distance a z est au plus (),

min |u|

A
d’ott le résultat (1.12). On verra ultérieurement pourquoi une telle inégalité reste valable
lorsque f est remplacé par un systéme de fonctions holomorphes fi,..., fi.

1.4. Représentations intégrales pour les fonctions holomorphes de plusieurs
variables complexes.

Dans cette section, U désigne un ouvert borné de C™ dont la frontiere est suffisamment
réguliere (disons se parameétre par morceaux avec des nappes C1). On se donne une fonction
f de classe C! dans U, ainsi qu'une fonction s de U x U dans C™ telle que, pour toute
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partie w relativement compacte dans U, il existe des constantes c(w) > 0 et C'(w) > 0 telles
que

Vzew, Y e, |Zsj(z, O —2)| =< 820, —2z>|>cw)]z—C¢|* (1.13")

j=1

et
Vzew, YCeT, [|s(z Q) < CW)llz— |- (1.13")

Notons que l'on a, pour tout z € U, pour tout ¢ € oU,
8(Z7C)7Z_C >7é 0.

Un candidat typique pour une telle fonction s est par exemple

S0 (Za C) = Z -z
mais il y a bien siir d’autres choix. Notons

s1(z,¢) sn(2,()

) 2 €U CET, (£

5(z,0) = (

et K,(z,() lan — 1- forme différentielle & coefficients de classe C! dans (U x U) \ {z = ¢},
définie par:

Ky(2,¢) = (1) "% 2 (n — 1)!(2(—1)’f—1 A dgj) AdC.

k=1 j#k
Un calcul immeédiat, basé sur la formule de Stokes, nous assure la

Proposition 1.5. Soit z dans U et € tel que {(, ||( — z|| <€} C U. Alors, on a

n(n—1)
1 (-1)" =z (n—1)!
Ks 3 = .
(2im)" (z6) (2im)n
{¢, lIg—zll=¢} {¢, Ig—zll=¢}

wn(C —2). (1.14)

Preuve. Notons Sy la fonction définie dans C™ x C™ privé de sa diagonale par

§O(Z,C) — (801(2,0 SOn(zv C))

nzd) | mnd
Sur [0,1] x {¢, ||¢ — 2|| = €}, on peut considérer la forme différentielle
(10~ 0(t:5,0) =
—Z D (15 (2 €) + (1= D)Fon(2: ) N\ (1 (2. Q) + (1 = )52, ) A dC.
7 (1.15)
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Comme on a l'identité
< tg(za C) + (1 o t)§0(z7 C)a C —Z>= 17

la forme différentielle (1.15) est d-fermée et 'on a, par Stokes

/ dt,CU(ta 2, C) =0=
9([0,1]x{¢, |I¢—=[l=€})

n n

_ /{ S (-1)F 25 N ds; AdC — ST (1) G0, N dBos A dC.

¢, I€—2ll=€} =1 j#k {¢, lI€—2ll=€} =1 j#k

On en déduit le résultat. Remarquons que ’on pouvait remplacer la frontiere de la boule
de centre z et de rayon € par la frontiere d'un ouvert relativement compact, d’adhérence
dans U, contenant z comme point intérieur, et a frontiére assez réguliére (disons encore ici
C! par morceaux). <

Il suit de cette proposition que 'on a la

Proposition 1.6. Soit z dans U et s comme précédemment. Pour toute fonction ¢
continue au voisinage de z, on a

(=)™ (= 1) " . X
p(z) = limy (2im)" /{c, ||C—z||=e}gok:1( ) Sk(z’o/#\k BN
N S S(z, ) A @S O S(2.0) =3 su(z O

. @
(2" 0 Jig, je—sl=ey < 8(2:0),C—2>n o

Preuve. 1l suffit de remarquer que les coefficients de la forme différentielle

(1) S(2,¢) A (9S(z, )"
(n—1)! < 8(z,(),( — z >n

(n(n-1)

¢ > (=1 5(2,0) N d55(2,0) A d¢ =
k=1 j#k

sont en O,(||¢ — z||*~2") suivant (1.13). Comme la surface de la spheére de centre z et de
rayon € est en €2"~!, on en déduit le résultat en utilisant d’une part la proposition 1.5,
puis la proposition 1.1 pour la fonction constante (au voisinage de z) f = ¢(z), enfin le

fait que () = p(2) + €:(C), avec lm ex(¢) = 0. O
=z
On se donne maintenant M fonctions qq,...,qn , Ou

(2,0) = ¢;(2,Q) = (41(2,0), -, Gjn(2, )

que l'on qualifiera de poids, définies dans U x U, & valeurs dans C", de classe C! par
rapport a la seconde variable (, ainsi qu'une fonction entiére I' de N variables, telle que
I'(1,...,1) = 1. On notera de maniére abrégée, pour tout multi-indice o = (ay,...,an) €
NV,

Fa(Z,C) = [D(lll DKING](l—i_ < Q1(Z3C)7Z_C >7"'a1+ < QN(ZaC)VZ_C >)'
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On notera aussi, par analogie avec la notation utilisée pour S,
n
Q](Z’C) = ZQJk(ZaC)dea .7 = 17 -5
k=1

A un tel systeme de poids, correspond la version pondérée suivante du noyau Kj; il s’agit
de la forme différentielle K, , r définie dans U x U privé de {¢ = z} par

s Gmng SEONESEOM A ABYE O

ol ap! < 8(2,(),( — z >0+t

Ksqr(2,0) ==

ag+---+an=n—1

(al,...,aN) z —~ o~ N i
- 3 T (z.¢) S(2,¢) A (05(2,0))™ A N\ (0Q;(2,¢)™
=1

levo )
o+ tan=n—1 1. (6778
(1.15)
avec
n
)= 8k(z,()dG .
k=1
Lecas Q1 =---=Qn =0 et G =1 correspond au noyau Kj; lorsque s = sy, il s’agit du
noyau classique de Bochner-Martinelli. Compte tenu de 'identité
<8 ,(—2z>=1,
un calcul extérieur facile conduit la formule
dCK37Q7 (Z C) 7Q7 (z’ C) 9 z’ C E U’ C # Z’ (1']‘6)

ou

F(alv 7O‘N) N
Psqr(2,() = > (=, C /\ (2,¢)) . (1.17)

aj+---t+an=n

On peut alors énoncer une version pondérée des formules de représentation intégrale
(Proposition 1.2) sous la forme de la

Proposition 1.7 (Formules de Bochner-Martinelli pondérées). Soit U un ouvert
borné de C™ de frontiére assez réguliére (disons C' par morceaux) pour que ’on puisse
appliquer le théoreme de Stokes, s et les gj, G;, j = 1,..., N comme précédemment. Pour
tout z € U, pour toute fonction ¢ de classe C* dans U, on a la formule de représentation

o) = o ([ 0K a0+ [ o(@Pur(2.0 = [ 360 A Kagr(2.0)

(1.17)

Dans le cas particulier ot f est holomorphe dans U, continue sur U, on a la formule de
repréntation

16) = G (| HOKear 0+ [ HOPar(z0) (118)
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qui, notons le, ne fait intervenir que les valeurs de s sur U x V, ou V est la trace sur U
d’un voisinage de la frontiere de U.

Preuve. On se contente d’écrire la formule de Stokes dans une couronne U\ {(, ||¢ — z|| <
¢}. En utilisant (1.16), on obtient

e
Py 0(()Ks,qr =
(2m)™ ¢, e—zl=e} !

g ([ oOKaar: 0+ [ oOPar(=0 = [ 3600 8 Kugr ().

On remarque enfin que 'on a,

KSaQaF = KS + @3,(1,1‘(2” C)

lime2"~!  max P, ,r(2,0)|[=0.
BT g 1Pear (Ol
Comme ¢ est continue, donc bornée au voisinage de z, on obtient, en faisant tendre € vers
0 et en utilisant la proposition 1.6, la formule (1.17). <

1.5. Représentations intégrales des formes différentielles. !

L’objectif de cette section est (toujours en vue de questions de division) d’étendre aux
formes différentielles et non plus aux fonctions les formules de reprsentation (1.17) et
(1.18); on dira qu'une (p,q) forme définie dans un ouvert U de C™ est holomorphe (ou
encore de premiére espéce) si elle est & coefficients de classe C! dans U et solution (au sens
des courants)? du systéme

0p=0.

L’idée repose sur un truc naif pour déguiser la singularité du noyau de Bochner-Martinelli.
On remarque que, si ( # z,

_ | oo
(n-1! _ / e tI=2IP g1y
0

1€ = =[]

ce qui permet d’écrire

n

Ko(e:¢) = (1) ([T eIt n (30104 (@ —20) A\ d) A dc.

0 k=1 j#k

1 On suit ici la présentation de Mats Andersson et Bo Berndtsson, Henkin-Ramirez
formulas with weight factors, Ann. Inst. Fourier 32, 3, 1982, 91-110.

2 En fait, on peut se contenter (comme on le verra & la lumitre des formules de ce
paragraphe) de supposer ¢ a coefficients continus ou méme localement intégrables avec,
au sens des courants, O = 0; cela releve encore de 'hypoellipticité du 0.
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Or, si 'on considere la forme différentielle
(u,v) = A(u,v) := (—1)M6<"’”>du1 A= ANdug ANdvy A= A doy,
sur C™ x C", son pull back N sur (C™ x C") x [0, oo[ par
g : (¢, 2,t) = (—t(C —2),¢ — 2)

s’écrit sous la forme
dt NN((,2,t) + N'(¢, 2, t) ,

ol N’ ne contient pas dt, avec:

n

NG, 2, 1) = (=1)"5 exp(< 30, ¢—2 >)t"_1(Z(—1)k_1§0k(z, O N dgoj) A (d¢—dz;)

k=1 j#k j=1

avec 5o (i’ ¢) = ¢ —z. Plus généralement, on peut aussi utiliser une fonction s de classe C*
de U x U dans C™ telle que soient satisfaites les conditions (1.13) et transporter la forme
A en une forme N, sur C" x C™ x [0, oo[ s’écrivant

Ns = Ny(¢, 2, t) Adt + NL(C, 2, t)

par pull-back via
P, : (¢, 2,t) = (ts(2,¢), ¢ — 2) 5

Dans ce cas, on a
NS(C’ z’ t) =
n(n—1) ~ »
= (=)™ exp(t < s(2,0), ¢ — 2 >)t"" 1(2 s A\ dsj) /\ d¢; — dzj) .

k=1 i#£k

On peut aussi s’octroyer encore plus de liberté, et introduire un poids ¢ : UxUw~— C",
auquel on demande d’étre de classe C! dans U x U, et, tel que, pour chaque valeur de (,

2+ q(z,C)
soit holomorphe en z dans U. On transforme alors la forme A par pull- back via cette fois
(I)S,q : (Ca Za t) = (tS(Z, C) + Q(z7 C)a C - 2:) )
toujours en une forme N 4, sur C™ x C™ x [0, oo[, qui s’écrit
NS»Q(C7 2y t) = dt A Ns,q(C; 2y t) + N;,q(C7 Z, t) ’
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avec, par un calcul simple

Ns,q(Ca 2, t) =

n(n—1) n "
=—(-1)"7 exp<qg+ts,(—z> t”_l( (=1)* sy /\ dsj> /\ (d¢; — dz;)+
k=1 j#k j=1

n—2
+ Z tkak(c, z) .
k=0

Si ’on note 7, la forme différentielle sur C™ définie par

n

N (u) = Z(—l)k_luk /\ du;,,
k=1 j#k
on a en fait

n(n—1)

Nsq(C,2,t) = =(=1)" 7 exp < g+ts,(—2z > nu(s, q+ts) A(dG—dzr) A+ A(dCn —dzn) -

et un calcul immédiat donne

(n—1)INg 4((,2,t) = —exp < g+1ts,( —z > S A (dQ +tdS)"_1 =

n—1
:—exp<q-|-t3,<‘_z> (Z <n;1>s/\ko/\(dS)n—l—k)

k=0

avec les définitions suivantes pour S et Q

S(z,.¢) = Y sk(2 ¢)(dCk — dzs)

k=1

Q(2,¢) = Y k(2 Q) (dS — dz) -
k=1

On définit maintenant un noyau K s,g en “intégrant” la forme différentielle dt A N, , par
rapport a t sur [0, co[; ce calcul nous conduit a

K(z,¢) i= —/0 Nog(2,C,8) A dt =

n—1
1 SA(dQ)F A (dS)n—1F

:exp<q,z—C>Zﬁ <s.(_zonh

k=0 ’

et fait réaparaitre un noyau singulier. On remarque que, si ¢ = 0, on retrouve (mis & part
que S est replacé par S et qu'il s’agit d’une forme dans U x U privé de la diagonale, et non
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d’une forme dans U privé du point z) le noyau de Bochner-Martinelli K correspondant a
la section s du paragraphe précédent.

Comme la forme (u,v) — exp(< u,v >)du A dv est fermée dans C™ x C", il en est de
méme des formes obtenues par pull-back sur C™ x C™ x [0, 00[. Ainsi, si 'on calcule hors
de la diagonale de U x U,

dC,ZKS,q = _/0 dC,ZNS,tI(Z7 C7t) = /0 dthl,q(<7 2, t) = —N;,q(z, ¢, t) =
t=0

=—exp<q,(—2z>n(q) ANd¢ —dzy) A--- AN(dC, — dzy)

1
:—Eexp<q,§—z> (dQ)™.
Fait & souligner (et crucial par la suEe), cette forme différentielle ne présente plus de
singularités sur la diagonale de U x U. 1l est enfin possible de “moyenniser” de telles

constructions en considérant un poids a parametres

o= Mq1 + - ANgN

(les parametres étant les A; > 0 et les g; étant des poids différents construits sur le modele
de g), et une distribution arbitraire v (tout de méme Laplace-transformable) sur [0, oo[V,
de transformée de Laplace I' valant 1 en (1,...,1); on pose alors

Kogrim [ TO)eN = MKy,
[0,00["

Un calcul facile nous donne

Ks,q’,l" =
I‘(C{l,...,aN) 27 N
> a ....a( i ) $(2,¢) A (dS(z, ) A A @Q;(z,¢))*
ap+-+an=n—1 1 n: =1
et,
F(a17 7aN) N
P 7q7 dCz 7q7 == Z a A dQ] z C
ar1+--+an=n =1

ol I' est la transformée de Laplace de la distribution ~.

Considérons maintenant une (p, ¢) forme f dans U, & coefficients de classe C* dans U. Afin
de représenter cette forme (comme nous avons su représenter les fonctions au paragraphe
précédent), nous allons utiliser une forme test ¢ de type (n — p,n — q), de classe C*, et a
support compact inclus dans 'ouvert U de C™ dans lequel nous travaillons. L’idée est de
tester contre cette forme test un candidat second membre a la representation intégrale de
la forme f.
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Comme on 'a signalé plutot, les singularités du noyau K (nous ommettrons pour simplifier
les choses les indices indiquant la dépendance en la section s et les poids ¢, g) sont en
I¢ — z||*=2" et sont donc intégrables dans U x U. On peut donc affirmer, via le théoréme
de convergence dominée de Lebesgue, que, si

U. = (UxU)\{(C,2) €U x U, ||¢ —2|| < ¢},

alors

lim [ de(z) A Q) AK(zC) = / do(2) A F(O) NK(2C).

=0 Jyu, UxU
et

lim wQMWOAKmo=/P o(2) NF() NK(2,C)

=0 Jyu, UxU

Si I’on applique la formule de Stokes dans U x U, on a
| e A fQ) A0 =
(U xT)
_ /U do(2) A F(O) AK(2,0) + (_1)P+q/ o(2) A dF(C) ANK (2, O)+ (1.19)

U.

+KJM@AﬂOAHAO+/ o(2) A F(Q) AK(2,0).

¢ I¢—zll=e

Le terme intéressant & étudier (lorsque € tend vers 0) est le terme
| e nHONK ).
I¢—zll=e€

Les calculs que nous avons fait auparavant nous assurent que sur tout compact de U x U

S(z,{) A dS" (2, ()

< S(Z C) C_Z >n +0(||C_Z||2_2n)7

K(z,¢) =

le 0 étant uniforme sur le compact. Cela nous conduit a remarquer que 1’on a

lim ©(z) A f(¢) NK(2,¢) = lim o(2) A FO) A S(z ) A (dS(z, Q)" .

€20 J|1¢c—z||=e €0 J) ¢ z||=e < 5(2,¢),{ —z>n

Pour calculer cette limite, on remarque tout d’abord que ’on peut introduire

~ S
500 = =)

et remarquer que

S(z,¢) AdS™1(z,() . p S(» S(z. )1
/” A S BB /” L PERTONSE A, )
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En utilisant ’argument d’homotopie déja développé précédemment, on peut écrire

SAds™t So A dSH !
/”C—zH:e (P(Z) " f(o " <s8,(—z>" B /HC—zH:e (P(Z) 4 f(C) " < 80, — 2 >"+

n / d(p(2) A F(O) AH(G, 2, M),
{lI¢—z|l=€}x[0,1]

oll 5o = 80(2,() = { —Z et Sy est la forme correspondante et H est la forme

(AS + (1 — A\)So) A ()\dS + (1= A)dSo + (dS — dSo) A d)\)”_l

H :=d(p(¢) A f(2)) A A<s,(—2z>4+(1=A) <sg,( —2z>)"

Seul d’ailleurs le coefficient de d\ dans le développement de H intervient dans la contri-
bution de H a l'intégrale

/ d(p(2) A F(C) AH(C, 2, A).
{l|¢—z||=€}x[0,1]

Si I’'on développe, on voit que ce coefficient présente des singularités en 0(||¢ — z||>72"),
qui donc seront absorbées par le volume de la portion de surface {||¢ — z|| = €} qui lui est
en €2"~!. On voit donc que la limite

lim o(2) A F(Q) NK(z,C)
0 l¢—zll=e
est aussi n—1
So A dSP™
I gt
0 Jj¢-sl=c PN 2 S0,( — 2z >"

Nous ne ferons pas ici ce dernier passage a la limite, tout & fait analogue a celui que
nous avons effectué pour les fonctions; on obtient, en suivant par exemple les calculs dans
Particle de N. Ovrelid *, pages 143-144:

, So A dSp™1
1
lim ||C—Z||=6(p(Z) A F(Q) A <50 C—zon

= @im [ 92 A 1(0).
U
Maintenant, nous avons aussi

/ do(2) A F(O) ANK(2,¢) = (=1)PTat! /
UxU

cevu

o) ( [ 101K (0).

I’action de 'opérateur différentiel étant entendue au sens des distributions.

* Integral representation formulas and LP-estimates for the d-equation, Math. Scand.
29, 1971, 137-160
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Si l'on fait tendre maintenant € vers 0 dans la formule (1.19) en se souvenant que ¢ est
nulle au bord de U (et méme dans un voisinage de ce bord), on obtient

/ o)A [ 1) AK(zC) =
U oU

_ (_1)p+q/Ug0(z)/\ </U§f(C)/\K(Z,C)—dz(/Uf(o/\K(zaO>>+
_,_/U(p(z)/\/Uf(C)/\P(z,C)—i—(2i7r)"/U(P(z)/\f(z)-

Cette formule fournit une formule de représentation pour les (p, q) formes de classe C! dans
U. En ce qui concerne les (0,0) formes, on retrouve la formule obtenue précédemment.

Cette formule est intéressante dans le cas particulier des (p, 0)-formes, car dans ce cas, elle
nous fournit la formule de représentation suivante

1

Jz) = (24m)m

Z, 1)ptl o(z, o(z,
(auf()/\Kp,( O+ (107 [ 97 AK (0= [ £ APy c))

(1.20)
formule qui devient, si la forme est de premiere espece, c’est a dire satisfait 0 f = 0,

1
1) = (m)n( 1@ AKy(0- [ f(z)APp,o(z,o), (121)

ol 'on désigne par K, o la composante de type (p,0) en z et (n —p,n — 1) en ¢ de K, et
P, o la composante de type (p,0) en z et (n — p,n) en ¢ dans le noyau P. Lorsque ¢ est
positif, la formule est plus complexe, mais par contre le fait que P ne contient pas dans
son écriture de formes du type d¢;, implique que I'on a alors la formule de représentation

f(z) = 2177 (/ fF(2) NK(p,g)(2,0) + (-1 p+q+1/ Of NKpo(z,€)
(1.22)

+(—1)p+"5z/Uf(Z)/\Kp,q—l(z,C)) :

ou K, , la composante de type (p,q) en z et (n —p,n —1 —¢q) en ¢ de K. Notons dans
cette formule (1.21) que le terme

0. [ 1) N Kyurr(2:0)
U
est entendu a priori au sens des distributions, etant entendu qu’en fait, ’objet obtenu est,
de part la validité de la formule, une forme a coefficients fonctions.

Ces formules constituent (avec la possibilité de varier le choix de la section s, des poids
q1,---,4nN, et de la fonction entiére g) afin, comme on le verra plus tard, de les adapter a
des problemes de division avec ou non contrdle de croissance.
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Chapitre 2
La division

2.1. Diviseurs de Hefer et Bézoutiens d’un systéme de fonctions holomorphes
dans un ouvert convexe de C".

Si f est une fonction holomorphe dans un ouvert convexe U de C", continue sur U, on
peut, grace a la formule de Taylor avec reste intégral, écrire, lorsque ( et z sont deux points
de U

n

=10 = [ ZICA-0+@d =Y (- W0, @)

0 k=1
les fonctions gi étant holomorphes dans U x U et continues jusqu’au bord. Ainsi, on peut
associer a toute fonction holomorphe dans U des forme différentielles

G_f(Z, C) = ng(za C)de
k=1

Gr(z0) =Y gr(z O)(dC — dz)
k=1

Ces formes joueront un role important dans les mécanismes de division que nous intro-
duirons ultérieurement. On se souvient par exemple que le noyau K 7r intervenant dans
les formules de représentation intégrale du type (1.20) ou (1.21) fait apparaitre des expres-
sions du type _ _

S A (dS)* 1 AdQY A--- A dQY

avec ag + - --+ay =n — 1, la forme
S =" 8(2¢)(dlk — da)
k=1

étant construite & partir d’une section de Bochner-Martinelli, c’est a dire une fonction
s définie hors de la diagonale de U x U et satisfaisant, la ou elle est définie, I’identité
algébrique

<35(2,¢),(—z>=1. (2.1)

Or nous avons ainsi le petit lemme d’algebre linéaire suivant

Lemme 2.1. Dans (U x U) \ {¢ = z} on a, si

k=1

([dS)" P AG = (f(O = F(2)D_5( Y dikA(d — dzi))" " A (dG — dz) =

= (f(Q) = f(2))&(2,0) ,
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ol = est une forme de type (n,n — 1) en ¢ et (n,0) en z telle que
d==0.

Preuve. On part de I'identité (2.1) que l'on différencie, ce qui donne

n

D (G — 2x)dy, = Zsk (dCk — dzk) -

k=1 k=1

Si 'on fixe ’entier ¢ entre 1 et n et que ’on suppose (; # 2;, on peut écrire, en utilisant

(G —20)dse = — Y (e — 2r)dék mod (d¢y — dzs, . .., dCp — dzn),
1<k<n
k#t

on peut écrire

(En:dgk A (dCe — dzk)>n_1 AG =
k=1

= ( Z dsi A\ (de —dz — Cgk : Zc (d¢; — dzt)>>n_1 AG

t

1<k<n
k£t
(n=1)(n=2)/2(y, T
=(~1) (1</k\<ndsk> (m/\<n(d€k dat = =) % (d, — dz)) A G
k#t k#t
:( )(n 1)(n—2)/24+n— t < /\ dsk) /\(A(z C) (C )
1<k<n
k#t
ot A(z,() est le déterminant
1 0.0 @0 0 0
0 1 0 g2(2,¢) 0 0
0 0 1 . 0
Az Q)= -8=2 . . . g0 . . . -
0 . 1 0
0 0 gn-1(2,¢) O 1 0
0 0 gn(2¢) O 1

et oll nous avons noté, pour simplifier

d(¢—2) = )\ (d — dz) .



Ce déterminant ne change pas si 'on ajoute a la ligne L; (d’indice ¢) la combinaison linéaire

Z Ck - Zk
1<k<n Ct o Zt

k£t

Mais alors, si nous utilisons 'identité qui nous a permis de définir les g, a savoir
n
fe(2) = f1(Q) = gr(z, O (2 — Ck)
k=1

nous voyons que la ligne L; dans ce nouveau déterminant est maintenant

AOPIC)

L, =(0,---,0,
! ( Gt — 2t

,0,---,0).

On a alors

f(O -

Ct—zt

(—1)" Az O(d(C ~ 2)) = (N G —2) nd(G— =),

1<k<n

k#t

si bien que

n—1
( 3 dsi A (dgk — dz — 2’“ ~Ek (e, — dzt)>) AG =

1<k<n 6T A

k#£t
_ () = f(=) n—1)(n— s
_ (W)(_l)( D-2)/2(y, _ 1)(1</k\<ndsk)/\

k#t
A ( N\ (d¢— dzk)) A (dG — dz) =
I%I;Stn
= % ( 1@2@ dsk A (dC — dzk)) " A (dG — dzt) -
kAt

On multiplie cette identité (valable hors de la diagonale et plus précisément la ou (; # z)
au numérateur et au dénominateur par $; (ce qui est possible 14 ou en plus §; # 0), puis
on ajoute les identités obtenues en utilisant la classique regle des proportions:
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On obtient donc

(;dS'kA(de—dzk))n_l/\G s lf((é)_ Z{)(:z e (2::55 p g)

n

—_
— -t
—_— t—t

t:l

ou

n—1
) :( Y dékA(de—dzk)) NG —dz), t=1,...,n
1<k<n

k#t

Cette identité reste valable dans U x U privé de sa diagonale. En différenciant, on obtient
immédiatement, toujours dans U x U privé de la diagonale,

d=, = (; A&, A (dC, — dzk))n —0

k#t

du fait que

n

S (G — 2)d8 = 0 mod (d¢y — dzn, ..., o — d2g)

k=1
Ceci achéve bien la preuve du lemme. <

De fait, ce lemme peut étre itéré, au prix de calculs d’algebre linéaire du méme type: par
exemple, si f1 et fy sont deux fonctions holomorphes dans U, et G et G2 les formes de
Hefer correspondantes, on s’apercoit, toujours en croisant les G; avec la méme forme S
héritée d’une section de Bochner-Martinelli, qu’en dehors de la diagonale de U x U, on a

(dS)" 2 AG1 A G = (f1(¢) — f1(2))E1 + (f2(C) — fa(2))E2

avec
dZ1 = (f2(¢) — f2(2))E12, d212 =0
dZs = (f1(¢) — f1(2))Z21, d=21 =0,

et ainsi de suite; par exemple, dans le cas de 3 fonctions, on a

(dS)" P AG1AG2AGs = (f1(¢) — f1(2))E1 + (f2(¢) = f2(2))Za2 + (f3(C) — f3(2))Es,

' =1 = (12(0) = F2(2))Zns + (f3(0) = fs(2)) s
By = (f1(¢) = f1(2))E21 + (f3(C) — f3(2))Z2s
dZ3 = (f1(¢) — f1(2))E831 + (f2(¢) — f2(2))Es2

[N}
(@3]



et

dZ12 = (f3(C) — f3(2))Z123, d=123 =0
dZ13 = (f2(C) — f2(2))Z132, d=132 =0
dZ21 = (f3(¢) — f3(2))Z213, dE213 =10
dZ23 = (f1(¢) — f1(2))E231, dE231 =0
dZ31 = (f2(¢) — f2(2))Z312, dE312 =10
dZ33 = (f1(¢) — f1(2))E321, dE321 = 0.

On omettra ici ces calculs fastidieux, que 'on peut trouver p. 209-214 de I'article [DGSY]*.
Dans le cas limite ot le nombre de fonctions f; est égal & n, on retrouve en fait les formules
de Cramer: on a bien, pour tout j = 1,...,n, en résolvant un syateme de Cramer:

J

/\Gk_Z(fl (Z2)G1A--Ad(GG—2) A...AGhp.

On a donc
j

/"\ :Zfz Q) - (ZGl/\ d(G — 2) A /\Gn):

(fz(C) fi(2))E

Il
WM: i

et les calculs peuvent continuer concernant d=;, [ =1,...,n, etc...

Le Bézoutien d’un systéme de 2 polynomes (P, P;) en 1 variable est par définition le
polyndéme en deux variables

Py(X)Pi(Y) = Py (X)Py(Y) _ | Po(X) PEE=2)

X-Y | p(x) AXLO)

Béz(Py, Py)(X,Y) :=

Cette notion peut étre étendu au cadre multi-variables, ainsi qu’au cadre transcendant.

Définition 2.1. Si fy,..., f, sont n 4+ 1 fonctions holomorphes de n variables dans un
ouvert convexe * de C", alors, la fonction (z,() — Béz(z,(), holomorphe dans U x U,
définie par

)\ (frdt + Gi) = Béa(z,)dt Ad(( — 2), (t,2,{) € Cx U x U,

k=0

* A. Dickenstein, R. Gay, C. Sessa, A. Yger, Analytic functionals annihilated by ideals,
manuscripta math 90, 175-223, 1996

* En fait, cette hypothése sur le domaine n’est pas nécessaire; on peut trouver un
systeme de diviseurs de Hefer pour une fonction holomorphe dans un domaine des que
celui ci est pseudoconvexe, c’est a dire est un ouvert de Stein ou 'on peut appliquer les
théoremes A et B de Cartan, voir pour ces notions le livre de Hormander, Complex Analysis
in Several Variables.
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est un Bézoutien de (fo, ..., fn); il n’y a pas (sauf dans le cas n = 1) unicité d’un tel objet,
car son choix dépend du systéme de diviseurs de Hefer choisi.

Etant donnés maintenant m < n et m fonctions holomorphes fo, ..., fm_1 dans un ouvert
convexe U de C", une section s de Bochner-Martinelli définie dans U x U privé de sa
diagonale, et un syteme de formes Go,...,G,,—1 associé aux f;, il est naturel, compte
tenu des calculs d’algebre linéaire qui précedent, d’appeler Bézoutien de (fo,..., fm-1),
Papplication (z, () — Béz(z, () définie hors de la diagonale de U x U par

m—1
N (frdt + Gi) A (dS)"~™+ = Béa(z,Q)dt Ad(C — 2), (t,2,() ECxU XU, ( # 2.
k=0

Dans le cas m = n + 1, on retrouve la notion précédente. Le choix dépend a la fois des
diviseurs de Hefer et de la section s de Bochner-Martinelli.

2.2. Identités de Bézout via les formules intégrales.
La seconde raison qui explique 'importance des Bézoutients tient aux identités algébriques

du type: )
L o 1®)
R <P o

Du point de vue de 'analyse, une version approchée de cette formule consiste a écrire

P ¢
\fI2+e fI2+

ou, lorsque plusieurs fonctions sont en jeu (disons f1,..., fn),

zZ—(>=

fil
]- €9 - =
<0z = (> Z ||f||2+<-r

si 'on choisit g. de maniere & ce que la forme correspondante Q. soit

N — .
2 TGV ()
Qe(za C) = ||f||2 +€

avec

k=1

les g;r étant un vecteur de diviseurs de Hefer pour f;, 7 =1,...,N.

Lorsque fi,..., fny n'ont aucun zéro commun dans I'ouvert U ou elles sont holomorphes
et sont continues dans U, notre formule (1.21) fournit immédiatement, dans le cas ou par
exemple U est un ouvert convexe borné, une solution a un probleme de division, a savoir
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nous permet de construire N fonctions fl, cee fN holomorphes dans la boule ouverte, et
telles que

1= fi(2)f1(z) + -+ fn(2) fn(z), z€U. (2.2)
Une telle identité est une identité de Bézout analytique.

Voici comment I’'on s’y prend dans ce cas. On choisit pour s la fonction (¢y,...,(,). Siz
est intérieur 4 U, on a | < s,z > | < 1 et donc < s,{ — z ># 0 pour ¢ dans une couronne
{1—-€(z) <||¢|| £1}. On a donc

S(z,¢) = d||¢|I-

On prend aussi le poids ¢ de maniére a ce que la forme correspondante

Z Jk (Z7 C)de:
k=1

soit
N

- Fug (.0)
[T

ou les ¢ sont des formes construites & partir de systemes de diviseurs de Hefer pour les
fi» 3 =1,...,N. On choisit comme fonction holomorphe I' le polynéme P(t) = ¢"*1.
Dans ce cas, les deux noyaux K, 41 et Ps , ¢ de la formule (1.18) sont respectivement

Q(z,¢) =~

Ks,q,P =

n+1\ /<< f(Q), f(z) >>\r+l—ard||C]|2 A (89]|C]|2)* A (dQ(z, ()™
- ("I )

o1 1711 (I€I2= < ¢, 2 >)ott

aotai=n—1

et

<< f(Q), f(2) >>
1£11?

Pygp=—(n+1)( )(@Q(z )",

avec les conventions standard

<< (O, F(2) >>1 =) filO) fr(2)
k=1
<Z,z > = szzk
k=1

Il suffit de développer la formule

(zm)n< o Heap(#0) = /U Pyg,p(2,C)) (2.3)



pour voir que 'on a bien une formule de la forme (2.2).

Cette méthode fonctionne d’ailleurs aussi dans le cas global et se substitue dans ce cas a
lalgorithme d’Euclide (ou a la théorie de 1’élimination suivant que I’on se trouve a une ou
plusieurs variables) pour montrer qu’étant donnés N polynémes en n variables sans zéros
communs dans C", py,...,pn, il existe N polynémes p1,...,pn tels que

N

1= Zﬁk(z)pk(z), zeC".
k=1

Dans le cas ou n = 1, on répete ce que ’on vient de faire, en introduisant la fonction

(2) — p(Q)
ZHP ||2 z—=C

et la fonction T'() = ¢*. Sinous écrivons la formule (2.3) dans la boule de rayon R (toujours
avec s = (), nous obtenons

1 <<pp(z) >>" & << Pp(2) >>\ =
L= 2 deq(z C) A d
2i7r(/|c|:R 2 €2 " /D(O,R)( )%= 0 <>

(2.4)
Deux estimations (faciles a vérifier si les polynomes ne sont pas tous constants) et qui sont,
lorsque ¢ tend vers l'infini alors que z est fixé

<< p(6),p(z) >> _ (1)
(11> i<l
et
max deg p;
deq(z,0) = Y, w(()dC
avec =

1

nous assurent que l’on peut, en faisant tendre R vers l'infini dans (2.4), obtenir I'identité

polynomiale
n max(degp;)

WP
RL L O )

(toutes les intégrales ci dessus sont convergentes).

Le cas de N polynomes en n variables ne se traite pas directement, tout du moins dans
un premier temps: on sait (via la théorie de I’élimination, voir par exemple [VDW]* qu’il
existe, si les p; n’ont pas de zéros communs) des polynomes p1,...,pn tels que

1= pe(2)ak(z), z€C". (2.5)

* Van der Waeden, Modern Algebra, Springer, 1979

29



On ne retiendra de cette formule que I'inégalité (obtenue grace a Cauchy-Schwarz)

U
Ip(O)|| > )=z ¢CeC. (2.6)

On utlise la formule (1.18), mais en prenant pour construire nos noyaux cette fois deux
points ¢; et g2 au lieu d’'un. L’un est adapté au probleme de division (nous voulons
représenter 1 dans I'idéal engendré par les p;), 'autre est adapté au probleme du respect de
la croissance (nous voulons des quotients p; dans 1’algebre des polynémes). Nous prendrons

02(C, 2) = q2(¢) = V(log(1 + [I¢]I)) -

On a donc B B
dg2 = 001og(1 + [|¢]1%) .

Notons d’ailleurs que la forme

7 —
w = 200 log(|20/? + 212 + - + |zm[?)

exprimée ici en coordonnées homogenes) dans ’espace projectif P™(C) est la (1,1) forme
g
définissant la structure Kahlerienne de I'espace projectif. Ce n’est donc pas une surprise

que de la retrouver, restreinte a I'espace affine, dans les formules que nous allons écrire.
On a 3
1+ < (2>

1+ [¢]?

Les noyaux des formules deviennent, si 'on prend pour I' le polynéome en deux variables
Par(t,ta) = t7TH4M | avec M € N* (non encore fixé),

1+<QZ7Z_C>:

KS,Q‘,PM =

_ n+1 N\ /<< p),p(z) >>\rtl—e1 (14 < (, 2 >\ N
_ao+a1§2:n_1< @ )<az>( Il ) ( 1+ [l )

I A @OICIR)™ A AEQ(z ) A (Bdlog(1 + [1¢])™
[P

et

P'sa(jaPM =

_ n+1 M << p(€),p(z) >>\ntl- m M—as,
—+Z:( a1 >(a2)( e ) ()

_ (4Q(z ) A (99 1og(1 + [IC1)™

¢ = 22D
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Si Pon écrit la formule (1.18) dans le disque de rayon R et avec ces noyaux, on voit que,
quitte a choisir M assez grand (tenant compte des estimations (2.6)), on peut faire en

sorte que pour z fixé
/ K87q‘7PM (z’ C) = 0
Ii<ll=R

/ w1551 < 00, Viq, 19,7,
Cn

ou les uy, 15,5, l1,l2 € N, |l1] <n+1, [la] < M+ nmaxdegp;, 1 < j < N, sont définis

lim
Rr—o0

et

par
. I, 12
7q7PM pJ ul17l27.7p(z) <
lleN”L lgENT
T11<n |15|<M+n maxdeg p,
(on a noté p(z)h = pltt ... phn et 22 := 2l21 ... 22) Si 'on choisit M ainsi, on obtient

I'identité

: nji::lpj(Z)( > > p(z)" 2" /Cn ull,l2,j>a

11 ENT lpENT

l111<n |lg|<M+n maxdeg p;
ce qui nous donne bien une identité de Bézout (2.5) en un sens explicite (avec des p;
explicites au lieu des g; existentiels). Notons d’ailleurs que les g; n’interviennent dans la
construction que sous la forme d’une estimation de leur degré. En effet, les estimations
des degré des p; dépendent du choix de M. Ce choix (on peut s’en convaincre en faisant
I'exercice) est conditionné par la quantité maxdegg; qui intervenait dans une identité a
priori. Nous n’avons ici fait que trouver une identité explicite, sachant qu’il est toujours
possible de résoudre le probleme de Bézout. En un sens, notre démarche ici se mord un
peu la queue mais nous verrons plus tard comment imaginer d’autres scénarios. D’ores et
déja cependant, I'efficacité de nos formules intégrales pour résoudre certains probléemes de
division (type pour linstant identités de Bézout), avec ou sans conditions de croissance,
nous semble démontrée.

2.3. Pseudo-filtrage de Wiener.

On a vu dans les sections précédentes que le poids naturel pour résoudre un probléme de
division dans un ouvert convexe U de C", lorsque les fonctions en jeu n’ont pas de zéros
communs, est le poids ¢, associé a la (1,0) forme différentielle dans U x U

Iﬁ:l ?kG(J) (Z, C)
Qe(zag) = ||f||2 ’

avec

G (z,¢) = Zgyk 2, O)(d¢; — dzj)
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(ou, lorsqu’il s’agit de la représentation des fonctions et non plus des formes, des com-
posantes de type (1,0) en ¢ que 'on note respectivement Q. et G) ). Dans ce cas, le
calcul du bloc 14+ < ¢,z — ¢ > (dont le rdle est capital dans les formules du paragraphe
précédent relatives au Nullstellensatz) donne

%1 fe(Q) fr(2)

€ =
AP +e  IFOI* +e

Le probleme crucial qui se pose, une fois les formules approchées écrites, est ce qui se passe
lorsque € tend vers 0. Nous étudierons cette question au paragraphe suivant. Signalons
cependant les calculs importants suivants, impliquant la forme approchée Q.. On a, pour
tout k entre 1 et inf(n, N),

(0cQ)* () =
_ k k.
Nag OWIPA XU A DT,
= (— @ =1 _ = ss;l
ST L (Wmﬂﬂk (1717 + R+ )A

1<j1<g2<...<jr <N
NG N+ NG, (2,C)

(volontairement, la variable ¢ n’a pas été exprimée lorsqu’elle était implicite au second
membre). On peut écrire aussi

(0cQe)" (2, ) =

k(k=1) A
— (1)
=1 2 AR+ oF *

1<j1<j2<...<jr <N
NfIZ A S (1)1, A 9t
=1 s=

MR T (= )A%M““GM%Q

k k _ k _
I1F11? A Of; —ollfII* A l;(—l)"lfi, A 91,

En particulier, lorsque N < n, on trouve

N ___
N of;
N(N-1) j=1

0cQ)N =(=1)" = Nle (7112 + e)N+1 ANGiAN---NGn(2,().

L’idée d’introduire un tel mécanisme de division approchée est aussi une idée naturelle du
point de vue Hilbertien. Pour illustrer ce point, nous nous placerons dans le cadre de la
théorie du signal.
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Soit (€2, 7, P) un espace probabilisé. On notera E ’espérance mathématique. Supposons
que l'on dispose de N “boites noires” Cy,...Cx correspondant a des opérateurs linéaires
dont les parametres ne changent pas dans le temps (on dit aussi des filtres), c’est & dire
a des opérateurs de convolution par des distributions puq,...,unN, dites aussi réponses
impulsionnelles des N filtres. On suppose que s est un processus continu d’énergie finie,
c’est a dire une application

(t,w) — s(t,w): RxQ—C

telle que

/tER/Q |5(t, w)|2dtdP(w) < oo .

On suppose de plus que ce processus est stationnaire, ¢’est a dire que
M)

(t1,t2) = E(s(t1,)s(t2, "))

est une distribution I'y de t; — t2, dite fonction d’autocorrelation du signal. On supposera
cette distribution a support compact; dans le cas le plus simple ou les valeurs du processus a
deux instants distincts ne sont pas corrélées, cette distribution est la distribution de Dirac.
On notera P; la densité spectrale de puissance du processus s, c¢’est a dire le spectre de cette
distribution I'y; si les valeurs du processus a deux instants distincts ne sont pas corrélées,
on a P; =+, fonction constante dans I’espace des fréquences. Le processus (inconnu) est
enrégistré par les appareils, ce qui correspond a un signal capté entaché d’une erreur de

mesure
fR S(t —u, c"})d:l'[’l(u) + el(ta w)

Jr st —u, w)du.N(u) + 0y (t,w)

Perreur de mesure

01(t,w)
O(t,w) := :
On(t,w)

est supposée aussi stationnaire, au sens ou, pour t1,t3 € R, la matrice

U(ty, ty) = [E(Hj (t, )0k (2, ')] 1< k<N

est une fonction de t; — t2, que pour simplifier ici, on supposera de la forme 1ndply, ol dg
est la distribution de Dirac. On suppose aussi, ce qui est naturel, que ’erreur de mesure

satisfait
E(6;(t,) =0, 1<j<N, teR

(la moyenne de D’erreur est nulle) ainsi que
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(pas de corrélation erreur-signal). On supposera aussi pour simplifier les choses que tous
les processus ici sont réels.

Le probleme est le suivant: réaliser N appareils, correspondant a des réponses impulsion-
nelles vq,...,vN, de maniere a ce que, si

5(t,w) := ZVk (g * s(-, w) + Ok (-, w)](t, w),
k=1

on puisse réaliser
e:=E[5(t,w) — s(t,w)|?

minimale (notons que cette quantité est indépendante de t du fait des hypothéses de
stationnarité de s et ©, ainsi que de la non-corrélation de ces deux signaux). Le calcul est
trés simple, si ’on utilise la formule de Plancherel, comme dans [Pap]|, p. 272-273 * ; on

trouve
1 oo e X,
=5 | | D@ 1 +n Y o)) ) de.

quantité qui est minimale lorsque les réponses impulsionnelles des appareils déconvoluteurs
sont données par

U (§) = L

- ,k=1,...,N,
kZ |k (€)|? + €
=1

avec € = 1)/p pourrait étre qualifié de rapport signal/bruit. On voit donc que ce mécanisme
de déconvolution des signaux bruités (proposé originellement par Wiener) introduit le
meéme type de division approchée que celui que nous mentionnions en téte de cette section.

2.4. Lemme de Jordan et transformée de Mellin.
Rappelons ici le lemme classique de Jordan.

Lemme 2.1. Soit v € R et f une fonction définie et continue sur la droite v+ iR du plan
complexe, a valeurs dans C, et t €0, 1] tel que

I = lim fw)t™du
T'=>+00 Joy 4 [—iT T ()

existe. On suppose que la fonction f se prolonge méromorphiquement au demi plan 11~ :=
{Re( < v} et qu’il existe une suite (Ry); de nombres strictement positifs tels que

i =0
dmmax ()]

* A. Papoulis, Probability, Random Variables and Stochastic Processes, Mc Graw Hill,
New York, 1965.
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(en particulier, pour k assez grand, f n’a aucun péle sur {|u—~y| = R} NII7). On a alors

I = (2ir) lim > Resq [f(¢)t™¢d(],

ae{lu—y|<Ry NI~
ot le résidu d’une (1,0) forme méromorphe ¢ = h(()d( est défini, comme d’habitude, par

1
Resq ¢ := %5 ©,
1T £o
&, désignant un cycle d’indice 1 autour du point o n’entourant que o« comme pole éventuel
de la fonction h.

Preuve. On choisit k assez grand pour que le prolongement méromorphe de f n’ait plus
de pole sur la portion I'; du cercle de centre v et de rayon Ry incluse dans le demi-plan
II7. On oriente ce demi cercle dans le sens trigonométrique. Grace a la formule des résidus,
on a

/ Fu)t—du = (2ir) S Resa[f(OFSd—t7 [ flw)tdu.
Y[R iRy ] ac{|u—y|<Ri}NII— Ly
(2.7)
Notons

ex(f) =~ max  [f(u)].

= a
{lu—v|=Rx}NII~

On peut estimer I'intégrale sur le demi-cercle I'; ainsi:

‘ / fw)t" “du
Ty

3m
2

< fk(f)Rk:/ eRk|logt|cost9d9

™

< 6k(f)Rk/ o—Billogt|sin6

—2Ry|logt|8

< Ck(f)Rk/ e~ = df= 0(1)

grace a ’hypothése sur la suite (). En passant & la limite lorsque k tend vers U'infini dans
(2.7), on prouve notre résultat.

Au lieu d’utiliser la formule des résidus avec des contours du type frontiere de demi cercle,
comme ci dessus, on peut “pousser” l'intégration sur les droites verticales vers la gauche
en utilisant comme contours des frontiéres de rectangles & cotés paralleles aux axes. Clest
ce que nous ferons lors de linversion de la transformée de Mellin.

Si 6 est une fonction mesurable & support compact inclus dans [0, 00| et a valeurs com-
plexes, on peut définir sa transformée de Mellin (réelle ici) dés que la fonction satisfait une
estimation du type

/ P09 ()| dt < oo, (2.8)
0
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ol vp est un nombre réel (une telle condition exclut une explosion non controlée de 6
lorsque I'on approche 0 par la droite). Alors, on dit que 6 est Mellin-transformable, et sa
transformée de Mellin est la fonction

M(@;-) : At—))\/ tA1o(t)dt
0

définie et holomorphe au moins dans le demi plan ouvert ReX > 7, (on utilise le théoréme
de différentiation de Lebesgue). D’ailleurs (2.8) assure, via un changement de variable,
que la fonction

s € R— e%g(e’)

est intégrable sur R. On peut remarquer que, si v > v et £ € R,

M(0:y + i) = (7 + i) / OO g () dy
R

est telle que
M (0;y + i)
v+ i€
représente la transformée de Fourier (en —¢) de la fonction intégrable

£

t s ef(el).

Nous avons alors le petit lemme élémentaire suivant:

Lemme 2.2. Supposons que la transformée de Mellin de 6 puisse se prolonger en une
fonction holomorphe dans le demi plan Re A > —nq, ot g est un nombre strictement positif
et qu’il existe y > o et n €]0,no[ tels que le prolongement M (0;-) satisfasse |M(0;-)| < C
dans la bande {Re A € [—n,~]} et

|M (0; 0 + &)
/ S K< (2.9)

pour o = —n et o = v]. Alors

li = M(6:;0).

b 0,t>0 o) (6;0)

Preuve. L’hypothése (2.9) appliquée pour o = v et la remarque précédente impliquent
que la fonction de L'(R): t — e7%0(e?) et son spectre sont toutes les deux intégrables; il
suit de la formule d’inversion de Fourier que 'on a, pour tout ¢ réel

e’yte M 5 Y + 2&) 'Ltfdé- .
T or v+ €
On peut écrire cette identité ainsi: pour tout u > 0,
1 t%d
0(t) = —— MB;u) 22
2Um R u
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L’application de la formule des résidus nous assure, si 0Rp est la frontiere du rectangle
[—n, 7] X [-T,T] (orientée dans le sens trigonométrique) que

1 t—ud
— [ MO0 = M(0;0)
2T Jar, u

puisque 0 est le seul pole a 'intérieur de ce contour de la forme méromorphe concernée.
Si l'on utilise ’hypothese (2.9) cette fois pour ¢ = —n et le fait que M(6;-) est bornée
en %e“og“max(n’"’) sur les bords horizontaux du rectangle, on voit, faisant tendre T vers
Iinfini, que, pour ¢ voisin de 0,

1 t7%d 1 t~"d
il M@O;u) 2 = M(0;u)—2
2T Jy 4R U 2 J_piiR U

+ M(0;0) = M(6;0) + o(1)

car
t™%du

M(0;u
‘ /;'r’—I-iR ( ) u

pour un certain £ > 0. Cela conclut la preuve du lemme. <

|M(0; 0 + i&)|
n
=t /R L+ (¢ e

Si P’on fait toujours la méme hypothése & priori (2.8) sur #, mais que 1’on suppose cette
fois que la transformée de Mellin se prolonge au demi espace Re A > —ny en une fonc-
tion méromorphe, a poles dans un rectangle | — 1o, vo[x] — T, T[, toujours avec des hy-
pothéses similaires, a savoir que le prolongement est borné dans le domaine {A, Re\ €
[—n0,7], ImA| > T} et que

| M(0; 0 +i8)|

d¢ < o0,
>t 1F1€

Vo € [_7707 ’Y]a

on montre, en déplacant progressivement la droite verticale vers la gauche et en utilisant la
formule des résidus, que § admet un développement asymptotique en 0 (que 1’on construit
explicitement) dans I’échelle des (t*(logt)?), —yo < @ < 0, ¢ € N. Si 'on peut prolonger
de maniére méromorphe encore plus a gauche de 0 (disons dans ReA > —A) avec les
conditions

| M (050 + i€)|

T > 0, Vo €] — A, 7],
g>r 1+ €]

d¢ < oo
et
3C >0, [M(6;¢)|<C, —A<Re( <7, [Im(| >T,

alors on obtient en déplacant la droite verticale vers la gauche un développement asymp-
totique de 6 au voisinage de 0 dans I’échelle des (t“(logt)?), —v0 < a < A, ¢ € N.
Les idées évoquées ici (interaction entre prolongement méromorphe de la transformée de
Mellin et précision du développement asymptotique d’une fonction prés de 0) sond dues a
P. Jeanquartier, H. Maire, D. Barlet.

L’idée que recele le recours a la transformation de Mellin nous incite a envisager autrement,
cette fois de maniere indirecte, la division approchée.

37



Reprenons les mémes notations qu’au début de ce paragraphe (les f;, 7 =1,..., N, sont
N fonctions holomorphes dans un ouvert convexe U de C™ et les G, ..., N, sont les
formes de Hefer correspondantes).

On introduit un parameétre complexe A de partie réelle assez grande (certainement pour
I'instant strictement supérieure & 1) et le poids ¢* associé cette fois & la forme

N — .
Z ka(J)(zaC)
QW(z,¢) = || I = T :

Dans ce cas, on a

N ) ) kﬁ:: e f(2)
L <oz = (o= (1= IFOI) + 1FOI s

Un calcul simple conduit alors, si £ < inf(n, N), a
0cQ™M)*(2,¢) = (-1)
2k(A-1) A5 o 2P S~y A T
X |I£1 > (A+0-DT 0 A (CEDTT A IR))
=1 s=1

1<51<g2<...<gr <N =1

NG, N NGy, (2,Q)

k(k—1
= )k! X

s;l

(2.10)
(volontairement, la variable ¢ n’a pas été exprimée lorsqu’elle était implicite au second
membre). En particulier, si N <n, on a

N
(ECQ(A))N(Z’ ) = (_1)N<_N2—1> NA ||f||2N(>\—1)( /\ @) AGLA---ANGn(2,(). (2.11)

=1

Ces calculs nous conduisent a une approche radicalement différente de la division via le pro-
cessus approché proposé au paragraphe précédent: dans le premier cas ( pseudo-filtrage de
Wiener), 'approche a € = 0 est direct; dans le second cas, seul le mécanisme du prolonge-
ment analytique nous permettra de construire de vraies formules de division (correspondant
au cas limite A = 0) en suivant le long du prolongement analytique ’évolution de formules
écrites dans un premier temps lorsque le parametre A a une grande partie réelle.

Il existe néanmoins une relation entre le processus de division approchée et ce second
processus utilisant le prolongement analytique; I'idée est que I'on passe de 'un a l'autre
via la transformation de Mellin.

Nous devons rappeler tout d’abord un résultat classique et important de géométrie ana-
lytique réelle, dii & Sard: * si F' est une application d’un ouvert connexe €2 de RP dans

* A. Sard, The measure of the critical values of differential maps, Bull. Amer. Math.
Soc. 48 (1942), 883-990.
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R? et 7 < min(p, q) est le rang du plus grand mineur de la matrice Jacobienne J[F| de
F' qui ne soit pas identiquement nul, alors ’ensemble des valeurs critiques de F', c’est a
dire des points F(£) ou & € 2 est tel que rang J[F| < r, est un ensemble de mesure de
Lebesgue nulle dans R?. D’autre part, grace au théoreme de Fubini, on dispose, si K est
un compact inclus dans €2, d’une “estimation de volume en moyenne”, du type

/K||/\J(F)(g)||d§1...dgp Z/Rq mes, (K N {F = e})de (2.12)

(c’est la formule dite de la co-aire, voir par exemple une preuve dans le livre de Federer *
théoreme 3.2.11, page 248, ou figure un énoncé d’ailleurs beaucoup plus précis en termes
de mesures de Hausdorff et non de mesures de Lebesgue).

En particulier, si U est un ouvert de C™ et fq,..., fn sont des fonctions holomorphes dans
U, 'ensemble des nombres € > 0 tels que

{Cel, AP+ +Ifn(Q)*=¢}

n’est pas une sous-variété lisse de dimension réelle 2n—1 de 'ouvert U est un sous ensemble
négligeable S de |0, +oo[. D’autre part, on a, par (2.12), pour tout compact K de U,

/ IVl dzrdys - .. dendy, > / meszn—1 (K N {||f]I* = e})de. (2.13)
K 0

On peut donc naturellement, si fq,..., fy sont des fonctions holomorphes dans U, définir,
pour tout sous ensemble I = {j1,...,jk} C {1,..., N}, de cardinal £ < n et pour toute
(n,n — k) forme & coefficients continus et & supports compact dans U, la fonction

k(ls: 1)

Qi (ERY Iy

c €0, ooN\S = 05 (i) = [ (0T \OF) AelQ)-

I £1I?=e =1 o=t
Ces fonctions induisent des fonctions mesurables & support compact dans [0, 4+oo[. 1l
résulte de (2.13) que chaque fonction 07(f,;-) vérifie la clause (2.8) avec v = k + 1
et est donc Mellin-transformable. Un calcul facile (que l'on laisse en exercice comme
application de Fubini et du théoréme de convergence dominée de Lebesgue) nous montre
que la transformée de Mellin de cette fonction est exactement la fonction

AeRe(>k+1—=o0r(f, ;) :=
k

g sk Ol fI? PN k e
k- [ npen sl AN AT A6t0)

_ (_1) k(k

s#l

* H. Federer, Geometric measure theory, Springer-Verlag, New-York, 1969.
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On remarque que, ’on peut reécrire les formules (2.10) sous la forme suivante: pour toute
forme de type (n — k,n — k) a coefficients continus et & support compact dans U,

k(k—1)

/L](54Q(*))’“(z,<)/\<p=(—1) Tk %

k = k k
. A ok
< [ st (Aar - A (e A\ RD)
v 1<51<g2<...<jp <N I=1 =1 ss;}
ANGjy N NG (2,0 At
S (k- 1)1 S o1(f,Gs A~ NGy, A @ k) .
1<j1<j2<...<jr <N

+(=1)

Un autre procédé, lui aussi intéressant pour faire le lien entre division approchée suivant
lidée de Wiener (usage de Q., € > 0) et division approchée suivant les techniques in-
spirées du prolongement analytique (usage de QW avec au départ Re A >> 0), consiste
en l'utilisation des formules classiques de Mellin-Barnes, dont le prototype est le lemme
2.3 suivant:

Lemme 2.3. Soit 8 un nombre complexe avec Re3 > 0 et 0 < v < Re3. On a alors,
pour tout t > 0, la formule

1

1407 = s L T = s s, (2.14)

Preuve. Cette formule est une formule bien connue; on pourrait la retrouver en utilisant
le fait suivant: si B et v sont deux nombres, 'un (3) complexe, Pautre () réel avec en
plus Re (8) > v > 0, alors, on a, pour tout réel w,

foo g6 T(y 4 iw)T(B — v — iw)
wé _
/_oo Arep® *= I(0) ’

(voir formule 3.314, page 305 dans la table de Gradshteyn-Ryzhik *, outil trés précieux).
On écrit ici que le spectre du signal

et

fs —
(1+et)8

est, dans l'espace des fréquences, le signal

T(y+iw)T(B— v — iw)
L'(B) '

* 1.S. Gradshteyn, M. Ryzhik, Table of Integrals, Series, and Products, Fourth edition,
Academic Press 1980

w —
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En utilisant la formule d’inversion de Fourier, il vient alors

e~ ¢ 1 ,
—_ = — T w6 — v — iw)e™"d R.
Ate)p  2n /R (v +iw)T(B — v — iw)e“ dw, u €

d’ou
1 1

= T'(s)[(8 — s)e~“*ds.
(1+ev)8  2nr /W.R ()18 = s)e™™ds
On conclut en posant ¢t = e~ & la validité de (2.14).

Voici une preuve directe. On établit d’abord la formule pour ¢ < 1. La formule de Stirling
nous assure que, dans le secteur |arg (| < m, on a, pour || tendant vers l'infini,

T(¢) ~ V2me (¢,
ce qui nous assure la décroissance rapide de

Y8 ¢ T(OT(B-C)

sur toute ligne verticale du plan complexe. On peut donc, en utilisant la formule de Cauchy
sur le rectangle
[_’n’_lrlar)/] X [_N7N]7 n > ]-1 N € N*a

et 0 << % choisi de maniere a ce que la fonction g n’ait pas de pole sur la droite
verticale Re ( = —n — 7, puis en faisant tendre N vers I'infini, obtenir

1

2inT(3) [YHR L(s)['(B—s)t™°ds =

1 —s - —8)t %. —
- 5T /_ PRI CLICERY ds+k§::0Res T(s)T(8 — s)t~*, —H].

n

> Res[D(s)D(B— o)t~k =1+ (=) (;!ﬂ —k+ D R, (t).
k=0 k=1

Comme on le remarque immédiatement R, (¢) est la partie principale du développement
de Taylor a ’ordre n de
t (14+1)7P

au voisinage de t = 0. Si ’on note

1

¥(0) = 5 [, T8~ o),

On a, pour tout n € N*,
U(t)— (1+8)7° =o(t™)
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car on peut majorer R,, par

et

<
Ra(t) < 5

/ T(n—n+i6)0(B+n+n—i€)de < Cut™  (2.15)
R

du fait de la rapide décroissance de I' sur les lignes verticales du plan complexe, et par
conséquent, de la convergence de 'intégrale figurant a droite de (2.15). On peut aussi
utiliser I’équation fonctionnelle de I" impliquant les relations

A (L (~k—n-+if)
k=0
et
n—1
D(Btntn—it) = (Bn—Ln—i€)(B+n—145—i) = - = D(B+ni€) [ (5-+h+n—if)
=0
’ (2.17)
Pour tout € > 0, il existe T'(¢);nIN* tel que, pour tout (£, k) € R x N avec [£|+ |k| > T(e),
on ait
(n—i)+0+k
‘ -6 +k | T

Ceci nous permet d’estimer I'intégrale
[ M= nigre+ o+ - i€) de
[€[>T (e)
en utilisant les formules (2.16) et (2.17) par

/ T(=n — 5+ i&)C(n+ f +n — i€)|dé <
[E1>T (¢)

i [ DE4n—iOra-n+io)
=+ /|£|2T(e) [ — i€+ n| ‘

< Ci(e)(1+ €)™

On a aussi, si n > T'(¢)

/ T(—n —n+i€)T(n+ B +n — it)|dé <
|EI>T (€)

n—1-T(c) T(B+n -1 —n+ i)
<KL+ flm(e) e ¢

< Coe)(1+¢€)™.
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Ceci nous permet d’affirmer que
R,(t) < C(e)t™™(1 +¢)" !

et de conclure lim R, (t) = 0si (1+€)t < 1; comme € est arbitraire, ceci achéve la preuve
n—0o0

de (2.14) dans le cas 0 < t < 1. Pour prouver le résultat lorsque ¢ > 1, il suffit cette fois de
décaler notre intégrale sur les lignes verticales non plus vers la gauche, comme ci dessus,
mais vers la droite. Le raisonnement est en tout point similaire. Le cas ¢ = 1 s’obtient
par continuité (on applique le théoréme de convergence dominée de Lebesgue par exemple
pour montrer que ¥, définie par I'intégrale, est bien continue ent =1.

Si t1 et ts sont deux nombres strictement positifs, on a, pour tout 3 de partie réelle

strictement positive, en prenant 7 tel que 0 < v < Re (3,

_ t
(t+t2)P =521+ é)—ﬂ

_  maye B
 2inT(B) /7+iRF(S)F(ﬂ s)ty°ty Vds.

Ceci peut s’itérer et si t1, 12,13, sont trois nombres strictement positifs, et si y; et y2 sont
deux nombres strictement positifs tels que y; +v2 < Re 3, et ¥ := (v1,72),

1
(14 t2+1ts) P = —— / T(s1)T(B — s1)ty* (ta + t3) " P~ ds,
2wl (B) Jo,ir '
= ;/ [(s1)T(s2)T(B — s1 — sz)t_slt_”tlerS?_Bds
(2im)2L(B) J54ir> L '
Ainsi, si t1,...,tp, sont p nombres strictement positifs, on a, pour tout 8 de partie réelle

strictement positive, en prenant v €]0,00P~! tel que 0 < 73 + -+ + 7,1 < Rep, et

Y= (Y151 Yp-1),

1 _
tidee gt Y P = — = T e T OT(B=|g|)trst - .-t Se=14lsl=By
ey R G Y G s
(2.18)
avec les conventions ds := dsy - - - dsp_1 et |s| := s1++ - -+5,_1. Le second membre de (2.18)

correspond a ce que ’on appelle une intégrale de Mellin-Barnes de plusieurs variables.
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Chapitre 3.
Courants résidus et division.

3.1. Le résidu local.

Soient fi, ..., fn, n fonctions holomorphes de n variables, toutes définies dans un voisinage
V de l'origine dans C", et telles que le seul zéro commun aux f; dans ce voisinage V soit
0. Si (€1, ..., €,) sont des nombres strictement positifs tels que € ne soit pas valeur critique
de I'application

F: eVl ~R™ = (|fQf, .. [fa(OF) € [0,00[",

(ce qui est possible hors d’un ensemble de mesure nulle d’aprés le théoreme de Sard), on
peut définir, lorsque ¢ est une (n,0) forme dans D(V), l'intégrale résiduelle

O 4]
It(p;€) : (2im)" /rf@ 1O .. £a(O)’

ol I'¢(€) est la sous variété (lisse et de dimension réelle n) de V' définie par les équations

(O = €1,y [fa(O)? = €n

avec les conventions suivantes d’orientation; d’une part, on convient de ce que la forme
différentielle dz1 Ady; A« -+ Adx, Ady, est la forme volume dans V', d’autre part, toujours
avec cette convention

(3.1)

L = AP =t Lfnl
Y()d¢L A ---ANd(, = lim I[xn( NAdG A---ANIxn(
T's(8) Neeo Jy €1 €n

)] A dén

(ot (xn)n désigne une suite de fonctions de R dans R régularisant la fonction saut:
x(t) =0 pour t > 1, x(t) =1 pour ¢t > 1). Ainsi 'intégration sur I';(€) se trouve ramenée
a des calculs d’intégrales de 2n formes a support compact dans V.

La premiere difficulté qui saute aux yeux est que la paramétrisation de la sous variété
ainsi orientée I'f(€) n’est nullement évidente, ce qui rend extrémement complexe et peu
maniable la définition (3.1) de I'intégrale résiduelle. 1l faut cependant noter qu’en un point
de T'¢(€), le Jacobian Jac f ne peut s’annuler: en effet, il est d’'une part impossible que
ce Jacobien Jac f soit identiquement nul sur V' *, d’autre part, s’il existait un point (g
de T'f(€) ou Jacf = 0, € = F({p) serait valeur critique de F', ce qui est exclus. Pour
tout 0 € [0,27]™, les zéros communs des f;’g = (= 1) — ¥ e, k =1,...,n, sont
donc des zéros simples (automatiquement isolés), c’est a dire des zéros ou le jacobien ne
s’annule pas. Il y a donc un nombre fini de tels points dans le support d’une forme test
@ € D™O(V). On peut ainsi écrire, si

Age={CeV, =0, k=1,.,n},

* De fait, il est méme impossible, comme on le verra plus tard, que ce Jacobien soit au
voisinage de 0 dans I'idéal engendré par fy, ..., fn-
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notre intégrale résiduelle sous la forme

1 P (&)
1:(yd o ANd(p; €) = ——>—)db;...do, . 3.2
F(pdC N - Ndn; €) (2m)n /[0,%]” (§€A§’;upp'¢) Jac f(f)) 1 (3.2)

Sous cette forme, on voit que, si Jac f(0) # 0, alors, on a immédiatement

$(0)

It (pdCi A --- N dGy; €) = Tac £(0)

+o(1)

(comme fonction de ||€]] lorsque cette quantité tend vers 0). La fonction (certes non
définie partout au voisinage de 0 dans C", mais définie au moins en tous les points
(ere®, ..., \/ene?®r), lorsque € n’est pas valeur critique de F et 0 € [0, 27]")

- > v(e)

&, {fr(€)=Cr,k=1,...,n}NSupp Jac f(£)

est ce que 1'on appellera une fonction Trace. Ainsi notre intégrale résiduelle (3.1) s’exprime
t’elle en termes de fonctions-Traces.

Le comportement de I'intégrale résiduelle lorsque € tend vers 0 est facile a étudier lorsque
@ est une forme fermée, ce qui ici signifie, si ¢ = ¥d(, que ¥ est holomorphe pres de
Porigine. Dans ce cas, la formule de Stokes nous indique, pour tout k£ dans {1, ...,n}, pour
€ de norme assez petite,

/ ¢(Q) _/ 4] _
vy J1(Q) - fa(Q)  Jrye [1(Q) - fal(C)

dp 0
- =gk fro fn
E;Sllfklpﬁék

si € désigne le n-uplet obtenu depuis € en substituant €}, < e; & €;. Ceci nous montre que
dans ce cas, la fonction

€ 1I(p;€)
est constante au voisinage de l'origine et on définit le symbole résiduel
P
Res
[f17 SRR fn:|
par
® .
Res = lim [I¢(p;€). 3.4
|:f17"'afn:| ||€||l—)0+ f(QO ‘7 ( )

Malheureusement, lorsque € tend vers 0, mais lorsque ¢ est cette fois une (n,0) forme
arbitraire, il n’y a plus de limite inconditionnelle pour

lim  I¢(¢; €)

llell—0+
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comme on le verra a la fin de cette section sur un exemple et cela complique notre définition
du symbole résiduel. Pour pallier a ce probleme, on remarque, en appliquant les théoremes
de Fubini et de Lebesgue (convergence dominée), que I’ on a toujours, lorsque ¢ = d(
avec ¢ holomorphe pres de 0, lorsque € > 0 est assez petit pour que I(yp;-) soit presque
partout constant dans |0, €[", lorsque 7 enfin est un parameétre strictement positif tendant
vers 0,

11 (o3 77)
™! D e —
/]06[ (m+ -+ 0y + 7)1 n Tin
= Res [ L4 ] T nl/ dui .. .duy, _
fl,-.-,fn € : Joa[ (U1+"'+un+€)n+1
e, T A\ dfi g

_(=1) ! k=1 — Res 7 o
= @inr /U ip T =R [, 0] aset,

oi Uy . est la composante contenant 0 de I’ensemble
frl><e k=1,..,n.
Cela tient aux formules

d|fel?> A dC = frdfi, A dC,

soit donc

n
n(n—1) R
2 /\ dfi \ .
k=1

N\ dlful® AdGe = fr--- fa(-1)
k=1

Comme on le remarque immédiatement via un petit calcul

S DT A A A A TFono
d[k:l J#k = nr k=1
(DR QI+ )t

ce qui nous donne via la formule de Stokes, et si 7 tend vers 0,

S -1 k—17¢" E
Res[ 0 }Jro(l):(—l) ] X0 A dng
fiy-- s fn (2im)m oU;. (7112 + 7)m

En particulier, pour 7 = 0,

n(n—1)

ree [ @ oy ST AT A
i [fl""’f”}_ (2im)" /aU T

46




Comme la forme
n —_— —_—
S (=DM A dfj g
k=1 j#k
LF1I2™
est (on le vérifie immédiatement) une forme fermée dans V' privé de I'origine, on a donc
aussi

? _ ()T (n—1)! k;(_l)k_lf_kji\k%/\ ’ 3.5
S |:f1;...7fn:| B (2i7r)n /||§||:r ||f||2” , ( ) )

pour tout r tel que B(0,7) soit inclus dans V, ou aussi, pour 7 strictement positif assez
petit et hors d’un ensemble de mesure nulle lié a 'application du théoreme de Sard pour

I1£117,
n(n—1) n
Hes [fl, .(.p.,fn} — (22i7rn§: = /”f”2:77 (;(—1)’“_% A\ fj) Ne.  (3.6)

i#k
Le choix de 7 assez petit correspond au fait que {||f||> < n} soit un voisinage connexe de
I’origine.

Soient maintenant fi,..., f,, m fonctions holomorphes dans un voisinage V' de ’origine
dans C™ et définissant dans V une variété analytique de codimension pure d. Nous allons
introduire une collection de courants, que nous qualifierons de courants résiduels relatifs.
Chaque tel courant est en correspondance avec un paquet (f;,, ..., fi,) extrait de '’ensemble
{f1,---, fm}, le cardinal p du paquet variant entre la codimension d de {f; = --- = f,, = 0}
et min(m, n). Le fait que ces courants sont proprement définis sera un probléme que nous
évoquerons dans la section suivante. On note
¥

p(p—1)

O IO G et ]
Res fzu ) f"p - ll,_)n(l) (27;7'('6)1]

/”f||2— Q(f’iu ety fip) Np, g€ Dn,n—p(v)7
f17"'7fm

ou

bS]

=1
l#k

p
Q(fip' afzp :Z /\
k=1

Un tel courant est un (0, p) courant. Une fois son existence prouvée, on voit aussi facilement
que, pour toute forme test ¢ € D™" 7P,

P
o (D" =1 [ OBIFIP AR fiy e fi) A
fes | Jowron fip | = B (2m)? /V I+ ryp st
fla"'afm
()" -1y ——
= EO = [P VBN A f) ]
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la notation [©(\)]x=o signifiant que, suivant I'esprit de Gelfand, on consideére la fonction ©
pour A € C avec Re A > p, puis que 'on suit le prolongement analytique pour aboutir au
calcul de la valeur en 0. Ces courants ne sont pas fermés; combinés astucieusement avec
les df;, ils peuvent redonner des courants positifs fermés: ainsi, un petit calcul d’algebre
multilinéaire nous donne

(X ATACA)-

].Sil <i2<...<ip,1§m =1

— (_1)10—1 Z Q(fiys s fip) A (/\ dfi,) .
=1

Par conséquent, il vient immédiatement, pour toute forme test ¢ de type (n — p,n — p),
d<p<mn,

[dfil /\"'/\dfi,,/\SD'I

Z Res fi17"'7fip =

1§i1<i2<...<ip§m
f17 sy fm

— p—1_
AIFIP A DI A ( > A @i Adfi) A

1§j1<i2<...<jp_1§m =1
04 (2im)P AP CLf I 4 )Pttt ’
ce qui montre bien que le (p,p) courant

dfil/\"'/\dfip/\QO

P = Z Res fi1a---afip

f17 sey fm

est un courant positif. Ce courant est aussi un courant fermé car on a également, toujours
pour toute forme test ¢ de type (n —p,n —p), d <p < n,

dfil/\"'/\dfip/\go
Z Res fi17 ---afip =

1S’L'1 <12<<zp§m
fla (RS fm

o DT (- 1) N -
- ln—)O (2ime)P /||f||2:e ( Z Qfiys e pr) A (l:/\ldfu)) N =

1Si1 <i2<...<ip§m

p—1 p—1
= lim 22 8||f||2/\< > /\E,A(/\dfi,))w:
=1

e—0 €P —
Il £1]?=e 1<i1 <ia<...<ip_1<m 1=1

Y N N
=—1lim 2 || fII? A d—iz/\ dfy ) ) N,
i 2 AEA( X AdA(A@) e

1<41 <i2<...<ip_1§m =1
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avec
(p=1)(p—2)
3

(=D

_ (p—1)!
= (24m)P '

Exemple.

Donnons un exemple de calcul de courant de ce type dans le cas ou les fonctions holo-
morphes de n variables fi,..., f, (p < n), définies dans un ouvert de C”, sont telles que
f2 =azf1,--.;,fm = am f1, ol les a; sont des fonctions holomorphes dans V. Soit k un entier
entre 1 et m. La transformée de Mellin de la fonction

p(p—1) P
s (e ) = (T T (0= 1)! /”f”Q ( 3 Ufisos Fi )N\ i) ) Ao
=e 1=1

2ume)P

est, par définition, la fonction

A= Op(A; ) = )\/ 10, (€; p)de
v

définie et holomorphe pour Re A > p, et s’exprimant, comme on le voit via une application
du théoreme de Fubini, pour A € C, Re A >> p,

@ux@=A/HﬂWMuA%
\%

avec

[ D110 0g LFI1))* = L1722 Tog £ + AAu].

Un calcul simple nous donne
_ c 2 1 = 2 df1 c 2\\k—1
Ap = kldd®log |f1]" + 5-—dlog(1 + [|a[|") A f] A (dd®log(1 + |la*))* ",

ou
lall* = [aa]® + -+ + [ap|* .

Si I'on admet que

i

fi

est une fonction holomorphe dans un demi-plan Re A > —n lorsque ¥ est une (n — 1,n)
forme test et qu’il en est de méme pour

A= AP+ [lal?)A == A w

Py ,\||f1||”@ AL
1

fr
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lorsque U est cette fois une (n —1,n — 1) forme test, on voit que

00059) = [ [ 1P L A L n i ros(a + i) 1]

A=0

Si f1 est telle que df; # 0 sur {f1 = 0}, on trouve immédiatement, grace & la formule de
Cauchy,

@@@:/ (dd°1og(1 + [lal?))* " A g
1=0

FIN DES NOTES REDIGEES
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