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Dans cet exercice on revisite 'algorithme de Berlekamp. Soit ¢ une puissance d’un nombre
premier et soit [F, le corps fini a g éléments. Soit P(X) € F,[X] un polynéme unitaire de degré
n. Soit

E={V(X) e F [X]/(P(X)): V(X)? = V(X)}.
1. Montrez que, pour tout V € F,[X], V(X)? = V(X9).
2. Montrez que F est un [Fj-espace vectoriel.

3. Si P(X) = [, Ri(X) ot les polynémes R; sont irréductibles et deux a deux distincts,
quelle est la dimension de £ 7

4. Soit V € E. Montrez que

[Tvx)-a) =o0.

aclfy
Indication : on pourra utiliser que Y? —Y =[] o (Y — a).

5. En déduire que, pour tout V € F,[X], V # 0, tel que V(X) mod P(X) € E,

P(X) = [] pged(P(X),V(X) — a).
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6. Maintenant on suppose ¢ = 5 et P(X) = X'? — 1. Montrez que P n’a que des facteurs
irréductibles simples (i.e. de multiplicité 1).

7. Calculez (toujours pour ce cas) une base de E. Quelle est sa dimension ?

8. Soit V(X) = X?3. Si vous n’avez pas résolu la question précédente, vérifiez directement
que V € E. Calculez pged(P(X), X® — a) pour a € Fs et en déduire que

X?-1=J[x*-a)
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9. Recommencez avec X* — a pour obtenir la factorisation compléte de X3 — a, puis celle

de P(X).



Dans cet exercice on va démontrer le théoréme suivant (qui a été énoncé mais non démontré
en cours) :

Théoréme 0.1 Soit B ={qgi,...,gr} une base de Grébner d’un idéal I de K[Xq,...,X,] pour
Uordre lexicographique inversé < pour lequel X1 < Xy < --- < X,,. Alors, pour tout 1 < i <n,

K[Xl,,Xl]ﬂ[: (K[Xl,,Xl]ﬂB)K[Xl,,Xl]

On note 1t(f) le terme dominant de f € K[X].

1. Soit f € I. Montrez que 'algorithme de division multivariée de f par B rend une expres-
sion pour f de la forme f = Z?Zl h;g; avec 1t(h;g;) < 1t(f).

2. En déduire que, si f € K[Xi,...,X;] N1, alors, pour tout 1 < i < k, lt(h,;g;) €
K[Xy,...,X], puis que, si h; # 0, It(g;) € K[X7,...,X;].

3. Déduire finalement que, sous les hypothéses précédentes, si h; # 0, g; € K[Xq,..., X;].

4. Terminer la démonstration du théoréme.

Soit I un idéal de K[X] ou X = (Xy,...,X,). Soit fi,..., fs des générateurs de I. On
suppose que le quotient K[X]/I est de dimension finie (en tant que K-espace vectoriel). Soit
P € K[X], on considére I'application :

¢p: KIX]/T — K[X]/I
f— Pf.

1. Montrez que ¢p est une application linéaire.

2. Soit (by,...,bs) une base de K[X]/I. Soit Ap la matrice de I'application ¢p dans cette
base. On a donc :

d
op(b;) = Z(AP>i,jbi-
i=1
Soit z € K™ un zéro commun aux polynoémes fi,..., f,. Montrez que le vecteur colonne

(by(x),...,bg(x))" est vecteur propre de Ap pour la valeur propre P(x).

3. Déduisez de ce qui précede une méthode algorithmique pour calculer les valeurs possibles
des coordonnées x; des zéros communs des polynoémes fi, ..., fs.

Application : on prend K =Ret f; = X24+2Y2 -2V, fo = XY?2— XY, f3=Y3-2Y?4+Y.

4. Vérifiez que {f1, f2, f3} est une base de Grébner pour lordre lexicographique vérifiant
X =Y.

5. En déduire une base de R[X]/I.
6. Ecrire les matrices Ax et Ay et calculer leurs polynomes caractéristiques.

7. En déduire les valeurs possibles de x et y vérifiant

fl(xvy) =0
f2 x,y) =0
f3(l',y) =0
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puis vérifiez.



