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FEUILLE D’EXERCICES n° 2
Exercice 1 — Déterminer le noyau et I'image des applications linéaires suivantes.
f:R® — R? [ Ra[X] = Ro[X]
(xayaZ)H(x_yay_z) PHP/_P;
ot R, [X] désigne 'ensemble des polynomes de de R[X] de degré < n.

Exercice 2 — Soit (e1, 2, e3) la base canonique de R3. On considére 'endomorphisme f de R3
défini par

f(el) = 13e1 + 12e5 + beg
f(eg) = 7861 - 762 - 463
f(eg) = 71261 - 1262 - 563

Démontrer que F = {u € R®: f(u) =u} et G = {u € R3: f(u) = —u} sont deux sous-espaces
vectoriels de R3. Déterminer leurs dimensions.

Exercice 3 — Soit (ey, ..., e4) la base canonique de R*. On considére I’endomorphisme f de R*
défini par
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(1) Déterminer f2.
(2) En déduire que Im f C Ker f, puis que Im f = Ker f.
(3) Calculer Ker f.

Exercice 4 — Soit

1 a b 1 00
A=10 2 1 et B=|0 2 0
0 0 2 0 0 2

(1) Déterminer a et b dans R tels que AD = DA.

(2) Avec les valeurs de a,b trouvées au 1), on pose N = A — D. Calculer N2. En déduire
que A est inversible et calculer A1,

(3) Calculer A™ pour tout entier n > 1.

Exercice 5 — On considére ’endomorphisme ¢ de R? dont la matrice dans la base canonique

est
1

11

1 1 1
1 1 1

(1) Déterminer son noyau et son image (on donnera une R-base dans chaque cas).
(2) Déterminer la matrice de ¢™, n > 1.

(3) Calculer le polynome caractéristique de ¢, et ses valeurs propres.



(4) ¢ est-elle diagonalisable ?

Exercice 6 — Pour quelles valeurs du paramétre m € R les vecteurs (1,m, 1), (2,m, 3), (4,m?,9)
forment-ils une base de R3?

Exercice 7 — On considére les matrices

-1 3 3 4 -8 8
A=|2 -1 —2|, B=|[3 -6 1
—2 3 4 2 —4 2

Répondre aux questions suivantes pour M = A, puis pour M = B.
(1) Calculer le polynoéme caractéristique de M, puis ses valeurs propres.
(2) M est-elle inversible? Est-elle diagonalisable ? Déterminer chacun des sous-espaces
propres, et proposer une base de R? formée de vecteurs propres.
(3) Déterminer une matrice P inversible et une matrice D diagonale telle que M =
PDPL.
(4) Pour tout entier n > 1, exprimer M™ en fonction de n.

Exercice 8 — On considére la matrice

2 -1 1
M=[1 1 ¢
1 0 t+1

Pour quelles valeurs de ¢ € R la matrice M; est-elle diagonalisable ?

Exercice 9 — On considére la matrice

2 1 1
M=|0 3 1
0 -1 1

(1) Est-elle diagonalisable ? Pourquoi est-elle trigonalisable ?
(2) Déterminer une matrice inversible P et une matrice triangulaire supérieure T telle que

M = PTP~ !
Exercice 10 — Soit 1, ..., z, des complexes tous distincts. On considére la matrice de van der
Monde
1 z ... ,7:71’_1
V(acl,...,:zjn): : : :
1 z, ... :I:Z_l

(1) Calculer son déterminant et en déduire qu’elle est inversible.
(2) Montrer qu'un polynéome de degré < n dont les valeurs en n points distincts sont
connus est uniquement déterminé.



