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ESTIMATIONS QUADRATIQUES, CALCULS
FONCTIONNELS ET APPLICATIONS

par

Bernhard H. Haak

Ma recherche se situe dans le cadre de I’analyse harmonique et fonctionnelle
avec des applications en théorie du controle. Le fil conducteur de mes travaux
est le calcul fonctionnel ainsi que les estimations de fonctions carrées associées.
Mes travaux concernent les themes ci-dessous :
a) calcul fonctionnel H* et estimations de fonctions carrées,
b) applications des estimations de fonctions carrées au probleme de Cauchy
stochastique,
c) résultats de perturbation pour des opérateurs (R-) sectoriels,
d) admissibilité et observabilité d’opérateurs de controle et d’observation,
e) applications aux équations non-autonomes ou non-linéaires, en particu-
lier aux équations de type Volterra et aux équations de Navier—Stokes,
f) liens entre la théorie de controle et les mesures de Carleson.
Pour la présentation suivante j’ai regroupé les résultats en plusieurs parties.

Dans la premiere partie, nous introduisons les fonctions carrés et examinons
le lien avec le calcul fonctionnel H* et les opérateurs y-radonifiants. Nous
étendons la théorie développée par Mclntosh, Kalton et Weis et nous en mon-
trons 'utilité avec une application. Dans un deuxieme paragraphe, nous dis-
cutons l'angle optimal des estimations de fonctions carrées.

Dans une deuxieéme partie nous étudions des questions qui proviennent de
la théorie du controle de systemes linéaires. Nous discutons la conjecture de
Weiss dans sa forme initiale sur L?, puis des variantes dans LP & poids tempo-
rel. Cette variante permet des applications aux e.d.p. non-linéaires, notamment
aux équations de Navier-Stokes. Ensuite nous étudions le lien entre ’admissi-
bilité et les mesures de Carleson.

Dans une troisieme partie nous discutons le test de Hautus et donnons un
critere suffisant pour 'observabilité exacte.
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Dans une quatrieme partie nous étudions des théorémes de perturbation pour
des opérateurs sectoriels et R-sectoriels. Nous donnons une application a la
régularité maximale LP.

Dans la derniere partie nous développons le lien entre 'intégration stochastique
dans des espaces de Banach et nous donnons une solution a la conjecture
“stochastique” de Weiss, ce qui clot le cercle avec les idées développées dans
les deux premieres parties.

Par souci de clarté, j’ai décidé de ne pas toujours donner les hypotheéses mi-
nimales dans 1’énoncé des théoremes ni d’énoncer la totalité de mes résultats,
les détails étant fournis dans les articles concernés. Pour bien distinguer entre
mes résultats et des résultats dans la littérature, j’énumere mes résultats et
cite les autres avec les noms des auteurs ou une référence vers la bibliographie.
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1. Introduction : fonctions carrées

Soit ¢ une fonction intégrable sur R™ a intégrale nulle qui décroit rapidement
a l'infini. Posons ¢¢(x) =t~ "¢(x/t). La fonction carrée associée a la fonction
f est donné par

0 sed@ = ([T 1= e@ )"

ou | - | désigne la norme euclidienne de R"™. Cette notion est une notion clé
dans 'approche des ’'variables réelles’ en analyse harmonique, développée par
Zygmund et ses éleves a partir de 1950; un des acteurs principaux de ce
développement, Elias M. Stein, explique dans 'article [54] les origines des
fonctions carrées qui datent du début des années 1920. Il montre que des tra-
vaux de Kaczmarz et Zygmund sur la convergence de séries trigonométriques,
I'intégrale d’aire de Lusin mais aussi la “fonction ¢” de Littlewood et Paley
des années 1930 peuvent exprimer dans ce langage; le gain par rapport aux
approches de fonctions complexes est la généralisation & la dimension n > 1.
Regardons I’exemple de la fonction g, donnée par

> 2at) 2
@) s = ([ v n@Ee)”
ou P; désigne le noyau de Poisson. En effet, un calcul élémentaire montre que
tV(P* f)(w) = z(1,0)c  f

ou 7(z) := (;2;1)2 et o(x) := (:622%)2 satisfont [7(€)| = |5(€)| = n€e .
Si la fonction ¢ dans (1) satisfait ¢ € L2(R, ¢ + £), il est facile de voir que 5, est

un opérateur borné sur L?(R"). En effet, par le théoréme de Plancherel,

s 2, = / [ 16 eo@P aad
_ // GREGIRE:

<& (s [ 1peoR %) [ 1F©R s = C2I .

EeR™ JO

On peut montrer que s, est également borné sur LP(R"™) pour p € (1,00).
Cependant, ’argument pour p # 2 est plus délicat : la décomposition Calderén-
Zygmund fournit une estimation “faible (1,1)” et par interpolation on conclut
pour p € (1,2). Le cas p > 2 découle ensuite par un argument de dualité, voir
55, p.29).
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On peut exprimer (1) par le calcul fonctionnel du Laplacien ). Le semigroupe
de la chaleur (T'(t)):>0 est donné par la convolution avec le noyau k; ot k() :=

(47t)~2e=*/4 Pour f € L%(R), ceci implique que

1A PT ) F1I3 2y = 1t (O F )7 2wy
= [[tT2ge A F(€)][2 g,
= [t L (k) FZ2
= |- \/%mefmz/“) * inP(]R)

= oz * fll72m

IN

1£1 72 )

car o(z) = (4m) " 2ze "4 satisfait Cy, = 1. Si on note 9(2) := 2277 et on
utilise le fait que ¥(tA) = (tA)2T(t), il en suit I'estimation

o0 [ee]
2 dt y 2 dt
® [ WA %= [ IO e 2 < 1 e
I1 est naturel de généraliser et d’appeler toute estimation de la forme (3) une
estimation de fonction carrée, plus précisément une estimation supérieure car
I’estimation inférieure “>” nous intéresse également.

Fonctions carrées et le calcul fonctionnel H*. — On appelle un
opérateur A : D(A) — X qui est densément défini sectoriel d’angle w si son
spectre est contenu dans le secteur fermé S, ot S, = {z € C* : |arg(2)| < w}
et si de plus

(4) {2R(2,A); = & Sp}

est borné dans B(X) pour tout § € (w, 7). Rappelons que —A engendre un
semigroupe analytique si et seulement si A est sectoriel d’angle < s et que
tout (négatif de) générateur d’un semigroupe fortement continu est sectoriel
d’angle . Pour un opérateur sectoriel il y a un calcul holomorphe naturel’ qui
repose sur la formule de Cauchy. On introduit I'idéal H5°(Sp) de fonctions ho-
lomorphes et bornées sur un secteur Sy pour lesquelles |f(2)| < min(|z], |2z 7).
Pour une telle fonction, 'intégrale

f(A) = ﬁ f(2)R(z,A)dz ve (w,0)
a8,

*. pour la présentation ici, je ne discute que le cas n=1
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converge absolument et définit un opérateur borné. On appelle ce calcul fonc-
tionnel borné lorsque ||f(A)|| < C||f||ze. Dans ce cas, une procédure d’ap-
proximation permet de définir f(A) pour tout f € H*(Sy). Pour références
et application nous renvoyons a [20].

De nombreux résultats en analyse harmonique réelle reposent sur le jeu entre
des fonctions carrées et des fonctions maximales. Les premieres peuvent étres
vues comme des fonctions & valeurs dans un espace de Hilbert H = L?(R., %)
alors que les derniéres peuvent étres vues comme des fonctions a valeurs dans
un espace L. Le lien entre le calcul fonctionnel d’opérateurs autoadjoints
comme dans (3) a été utilisé par Stein dans les années 1960 [53]. McIntosh
et ses coauteurs [12, 42, 43], puis Le Merdy [38], et finalement Kalton et
Weis [31] ont approfondi cette étude et établi un lien aavec le calcul fonction-
nel des opérateurs sectoriels. Ceci amene a quitter la structure Hilbertienne
H = LQ(R+, 48 et crée un lien avec la géométrie des espaces de Banach : soit
(en,) une base orthonormee de L2(Ry; 9, (hy) une base orthonormée de H et
(Yn)n>0 une suite indépendante de variables aléatoires Gaussiennes standar-
disées. Alors 'égalité de Parseval et le théoréeme de la convergence monotone
donnent

5 [ Ity dt—Z]/ (A . B en) 4|

_ ZEKZ%/ O(tA)f - enlt )%,hk>H‘2

(© =[S [ eearsen 4],

Rappelons qu’'un opérateur linéaire 7' : H — FE est appelé y-radonifiant (noté
T € v(H; E)) si pour une —et donc toute— base orthonormée de H, la série

Z MmTen
n

converge dans L%(Q, E) (). Dans la formulation de (6) on regarde donc la
fonction carrée (1) comme un opérateur linéaire

st H—o~(HE),  frrotA)f.
ol F = H. Sion autorise un espace de Banach E, on obtient une généralisation

intéressante des fonctions carrées.

t. Q est lespace probabilisé sur lequel les variables Gaussiennes sont définies.
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Définition. — Soient X, Y des espaces de Banach et H un espace de Hilbert.
On appelle un opérateur linéaire densement défini S : X — ~(H;Y) une
fonction carrée et on parle d'une estimation de fonction carrée lorsque S est
un opérateur borné.

La bornitude du calcul fonctionnel sectoriel sur un espace de Hilbert est ca-
ractérisée par des estimations de fonctions carrées inférieures et supérieures.
Ce résultat se transfere dans le cadre d’espaces de Banach uniquement si on
généralise ’expression de (6), donc en utilisant la notion de 7-radonification.
Précisément on a :

Théoréme (Kalton, Weis). — Soit E un espace de Banach de cotype fini et
A un opérateur y-sectoriel d’angle w. Alors A a un calcul fonctionnel H>(Sy)
borné pour tout 0 > w si et seulement si pour tout 0 > w,

copllzlle < letA)zlyme < Coplzlle

ou H = L?(Ry, %) et p € HE(Sy).

On mentionne ici que si E est un espace LP, les inégalités de Khintchine—
Kahane montrent que

lot) o ~ ([ (| learse )" )",

donc des normes LP(L?) & la place des normes L%(LP) que (par exemple) notre
formule initiale (3) suggérerait. Avec Haase on introduit dans [H14] la notion
suivante :

Définition. — Soit H un espace de Hilbert complexe et (eq)acr une base
orthonormale de H. Alors on appelle M C H {1-borné s’il existe un isomor-
phisme S tel que

(7) | M|y = inf |57 sup Y (z, Seq)| < oc.
xEMaGI

Soit 2 C C ouvert et A un opérateur admettant un calcul H>(€2) sur X. Pour
fyg € H>®(Q; H) on peut former les opérateurs bornés

Tfy: H— X, Tpzh = (f(-),h)(A)x et
Ug,x’ cH — Xla Ug,x’h = <g(')7 h) (A)/xl

Théoréme 1. — Si en plus des hypothéses ci-dessus, limage de f et g est
f1-borné, on a

ITrallyx) S Q- llzllx et [|Uge

iy S 9] - [l2l]x
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Le point intéressant est que dans des applications concretes, holomorphie et
intégrabilité donnent automatiquement une image ¢;-borné : dans le cas ou
Q0 = Sty := {|Imz| < w}, on utilise une fonction de test n & support dans
[—m, 7], ¢ = n(t — ) et suppose que ), nr = 1. Alors, le systeme trigo-
nométrique fenétré (e"'ny),  définit une base de Riesz sur L*(R) qui permet
de voir que les boules de W21 (R) sont ¢£;-bornés dans L?(R). Ceci donne des
estimations de type translation

1F@E+ Azl rx) S |
si A a un calcul H*(St,,), ou, par une application conforme sur le secteur,

£ ) S Dl

On montre ainsi les estimations de fonctions carrées de Kalton et Weis par
f1-bornitude. Mais on obtient plus : au lieu de leur structure de dilatation,
t — f(t x z)(A) nous pouvons utiliser des estimations de fonctions carrées
pour des fonctions de deux variables de la forme t — f(t,2)(A) si pour tout
t > 0 respectivement z € €,

flt,) € HX(Q) et f(-,z) € H:=L*(Ry, ).

Rappelons que I'estimation inférieure ||z|| < [[¢(tA)[|y(r. x) provient gratuite-
ment de I'estimation supérieure pour 'opérateur adjoint si on a une “identité
approchée” de la forme

(8) /OOO ptA)zd =z s /OOO et =1.

La validité de cette identité vectorielle & été démontrée par McIntosh [42].
La version abstraite est la suivante : si f,g € H*(St,), H sont telles que
(f(2),9(2)) = 1 pour tout z, alors

<:L‘a :E/>X><X’ = <Tf,z7 Ug,x’>

ou v est I'espace dual de v(H; X). Si on les combine avec le théoreéme de la
couronne de Tolokonnikov-Uchiyama [56], on peut résumer nos résultats dans
[H14] ainsi :

yxy"

Théoréeme 2. — Soit X un espace de Banach de cotype fini et H un espace
de Hilbert. Soit A un opérateur a image dense qui admet un calcul fonctionnel
H®>(Sy). Alors pour tout f,g € H>®(Sy; H), on a

1T allyrx) S W fllaellzll et [1Ugarllyxy S gl

Si de plus, inf |[f(2)]] > 0, on @ | Ty lls(ar.x) ~ ll2ll
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On donne une application : on appelle classe de Hérmander (ou Sobolev uni-
forme) H*2(R) 'ensemble des fonctions f telles que

supl| [0/ (14 |+ )|y < o0

Soit (U(s))ser un groupe engendré par —iB. On suppose que le spectre de B
est contenu dans St,, et on choisit 1 € H*(Stw) tel que

Cy = sup /R\w(t +ir)|dt < oo et /Rw(—t)n(t) dt = 1.

[r|<w

On a alors la formule de représentation

1810 = [ oo+ 8) ([ @ ads)

En I’évaluant contre une fonctionnelle ' € X’ et par un argument de dualité
on obtient le résultat suivant.

Théoréme (Kriegler). — Soit X un espace de Banach avec cotype fini et soit
(U(s))ser un groupe engendré par —iB. Si B a un calcul H* borné sur St,.
Supposons que

(s)"U(s)x € y(R; X) pour tout x € X,

pour o > Yo, alors B a un calcul fonctionnel Hormander H?? pour tout B >
Yo+ a, c’est-a-dire, on a

1F(B)zll < 1 llaee |

L’angle optimal des estimations de fonctions carrées. — La théorie
du calcul fonctionnel et celle des estimations carrées associées développées par
Mclntosh et Kalton-Weis obligent a considérer des fonctions dont le secteur
d’holomorphie est strictement plus large que le secteur optimal contenant le
spectre. Ceci provient simplement du fait que le calcul fonctionnel repose sur
la formule de Cauchy et qu’il faut donc trouver un chemin contournant le
spectre qui soit dans le domaine d’holomorphie.

Si on pense, par exemple, a la fonction exponentielle p(z) = e~ %, une fonction
qui est donc uniformément bornée sur le demi-plan droit mais sur aucun sec-
teur Sy plus grand, on voit que cette 'perte angulaire’ peut étre problématique.
L’exponentielle étant une fonction naturelle a étudier pour un calcul fonction-
nel car ¢(tA) = T'(t), la question d’obtenir des estimations de fonctions carrées
sans perte angulaire devient intéressante.

Sur des espaces de Hilbert, plusieurs résultats permettent de définir un cal-
cul fonctionnel sans perte angulaire. Il y a le théoreme de von Neumann et
ses généralisations de Crouzeix et Delyon [13] sur le calcul H* sur l'image

z
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numérique de l'opérateur. On devrait donc s’attendre a obtenir des estima-
tions de fonctions carrées sur le méme secteur. Le résultat suivant est publié
dans [H11].

Théoréme 3. — Soit —A le générateur injectif d’un semigroupe de contrac-
tions (T(t))¢>0 sur un espace de Hilbert H.
(a) Pour tout ¢ € H§®(Sx,), il existe un C > 0 tel que

/0 lo(tA)z| % < Cx)?

(b) Soit p(z) = 272 (e% — e %) et * € D(A) NR(A). Alors il existe un
c> 0 tel que

o0
/0 lo(tA)e]% & > cfz]?

Indiquons la preuve de ce résultat. Les estimations supérieures dans (a) pro-
viennent d’une astuce empruntée & McIntosh [42] : il suffit de connaitre des
estimations pour les fonctions ¥, (2) = 2%(1 + 2)~! pour a € (0,1) : grace a
la, décomposition
p(2) = Pe(2) X 27°p(2) + Y1-e(2) x 2%(2)

la bornitude du calcul fonctionnel (ici par 'inégalité de von Neumann) en-
traine que (27¢p(2))(tA) est uniformément borné. Les fonctions 1, ont un
angle d’holomorphie > 7, ; de ce fait, les estimations quadratiques pour les
fonctions 9, sont garanties par un résultat de McIntosh. Pour montrer (b),
on doit établir une identité comme (8) mais sans 'perte angulaire’. Expliquons
Pargument si le semigroupe est uniformément exponentiellement stable. Pour
o(z)=z2"2(e2* —¢ %) on a

/OOO p(tA)*z 9 :/OOOA</t2tT(s) d3> (/tQtT(r)xdr>f§
2 r2 poo
-/ /1 /0 AT (t(s + )z dt ds dr
=In(12) /000 AT (t)x dt = cu.

Finalement, un argument standard permet d’établir (b) : comme 'opérateur
adjoint A" est également générateur d’un semigroupe de contractions, on a

@l <C [ lptamplearn| & < ([ et &)

On prend le sup sur les y dans la boule unité a gauche et a droite de cette
inégalité pour conclure.
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Beaucoup de questions intéressantes restent ouvertes : est-ce que ’estimation
inférieure s’étend a toute fonction ¢ € HE(Sw,) non nulle? Existe-t-il une
fonction carrée qui caractérisé le calcul H° sur le demiplan ? Qu’en est-il avec
des estimations (R4, X) si X est un espace de Banach? Est-ce qu'on peut
étendre ces résultats a autres situations en utilisant les résultats de Crouzeix
et Delyon sus—cité ?

2. Admissibilité

Une grande partie de mes travaux est consacrée a I’étude de systemes linéaires
dans des espaces de Banach. On considere trois espaces de Banach X,Y, U
et un générateur d'un semigroupe fortement continu (7'(¢));>p sur X. On
s’intéresse a ’équation différentielle observée

(9) 2(0) = zo
y(t) = Cx(t) t>0.

Ici, on considére un opérateur dit de contréle B : D(B) C U — X et un
opérateur dit d’observation C : D(C) C X — Y. Pour pouvoir inclure des
situations intéressantes du point de vue des applications, par exemple des ob-
servations ponctuelles ou bien des controles au bord d’'un domaine, il faut
autoriser des observations et controles non-bornés. Une hypothese faible habi-
tuellement imposée est que C, vu comme opérateur de D(A) — Y est borné,
et, que B : U — X_1 est borné ou X_; est l'espace d’extrapolation associé
au semigroupe. La généralité du cadre proposé veut qu’il y ait beaucoup de
littérature sur le sujet ; ¢’est pourquoi on ne cite que deux livres [14, 57] sur
le sujet et les nombreuses références qui y sont données.

Pour un tel systeme avec observation et controle non-borné, une question
naturelle se pose alors : a-t-on une dépendance continue de la solution z(-) et
de la solution observée y(-) par rapport a la valeur initiale xo et par rapport a
la fonction de controle u(-) ? Pour pouvoir poser cette question il faut choisir
des espaces de fonctions X,) et U a valeurs dans X,Y et U respectivement.
Une fois ces espaces fixés on appellera B et C' admissibles si

lyOlly S llzollx et (lz()llax S lul)ller-

La conjecture de Weiss. — Pour le choix de normes L? sur U et Y et
X = C(Ry4, X), la conjecture de Weiss essaie de caractériser I'admissibilité
avec une condition sur la résolvante :
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Soient X,Y des espaces de Hilbert. Alors lopérateur C est L?-admissible, ¢’est
a dire,

(10) / |CT(#)al? dt < |2
0

st et seulement si les opérateurs

(11) VRe(\) C(A+ A)7L, Re()\) >0

sont uniformément bornés.

Cette conjecture est fausse, voir 25, 26|. Cependant, I’équivalence conjecturée
est vraie pour des semigroupes normaux [61], des semigroupes de contractions
[22] sur des espaces de Hilbert et des semigroupes analytiques sur des espaces
de Banach dont le générateur admet des estimations de fonctions carrées [37].
Un analogue de ce dernier résultat dans des espaces de Banach ou on rem-
place les normes L? par des normes de y-radonification est également vrai; ce
résultat fait partie de ma these [HO, H2] et ne sera pas discuté ici. Le résultat
suivant [H12| explique plus précisément la défaillance de la conjecture de
Weiss et ’apport des estimations de fonctions carrées dans [37].

Théoréme 4. — Soit (T'(t))>0 un semigroupe analytique qui est exponen-
tiellement stable sur un espace de Banach E. Alors sont équivalents :

(a) la condition de Weiss (11)
(b) C est L?-faible admissible, i.e. pour tout v € E,

|CT ()| oo, vy S -
( +> )

(o) ICT ()] < 7 ]|]].

De plus, lespace L>*(R,.,Y) est optimal dans le sens qu’en général CT(t)x &
L?9(0,7;Y) pour >0, q¢ < oc.

L’équivalence repose sur des arguments d’interpolation réelle et la dualité des
espace de Lorentz. L’optimalité est démontrée en utilisant une base condi-
tionnelle de E = L?(—m,7), le systeme des fonctions e,(t) = [t|?e*™. Pour
q < oo fixé on choisit 3 € (Y, %) convenablement et construit explicitement
un semigroupe T(t);>0, une fonctionnelle C' et une fonction x € L?(—m,7) et
tel que les orbites observés C'T(t)z ne sont pas dans I'espace L*9(0, 7).

Admissibilité avec des normes L? a poids temporel. — Si on compare
le Théoreme 4 avec le résultat positif de Le Merdy [37], on s’apercoit que
Popérateur d’observation ’critique’ dans (11) est C' = A”2. En effet, la condi-
tion de Weiss (11) est satisfaite par la sectorialité de A alors que (10) implique
des estimations quadratiques pour A.
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Une question naturelle apparait : que se passe-t-il si on remplace la puissance
Y, par un s € (0,1) ? On est amené & étudier des notions d’admissibilité avec
un poids temporel. On appellera C' un opérateur L5-admissible si

/ | CT e dt < o
0

Au lieu d’estimations “quadratiques” on a besoin d’estimations L2, de la forme
[ (tA)

Comme pour le cas p=2, de telles estimations ne dépendent pas du choix de la
fonction ¢ € HG\{0} ; en effet, les normes sur le coté gauche décrivent un es-
pace d’interpolation réelle entre le domaine et I'image (avec norme homogene)
de A, voir [20, section 6.3]. On obtient les résultats suivants (voir [H1] pour
p=2 et [H5] pour le cas général).

ol e,y S Nl

Théoréme 5. — Soit —A le générateur d’un semigroupe analytique forte-
ment continu (T'(t))i>o0 sur un espace de Banach E tel que A est a image
dense et satisfait des estimations LY. Alors pour p € [1,00] et o € (=Y, Y)
sont équivalents :

(a) Les opérateurs tl/P’_O‘C'(t + A)7L t > 0 sont uniformément bornés dans
B(X,Y)
(b) C est LE-admissible.

L’implication (b) = (a) provient du fait que la résolvante s’écrit comme trans-
formation de Laplace du semigroupe et de I'inégalité de Holder. Pour 'autre
direction il y a plusieurs preuves. Dans [H7] on donne une preuve qui n’uti-
lise que des méthodes d’interpolation réelle. Dans ce document, j’esquisse la
preuve de [H5] pour le cas a=0 et p=2 ® . on décompose

CT(t) = CA~P(tA)PT(t)t 2z = CA™ "2 p(tA)p(tA)t Pz

ol ¢, € HF® sont telles que ¢(2)Y(z) = 2"2¢7%. La condition sur la résolvante
entraine une borne uniforme sur |[CA~72 ¢(tA)||. En intégrant sur ¢, le facteur
=72 donne la mesure dt /t et on tombe sur une fonction carrée pour la fonction
1. Par hypothese celle-ci s’estime contre la norme de z.

Si a = 0, il y a une dualité naturelle entre 'admissibilité d’un opérateur de
controle et I’admissibilité de son adjoint en tant qu’opérateur d’observation.
Dés que a > 0, ceci n’est plus vrai. Cependant, grace a la structure convolutive
le probleme devient plus simple pour des opérateurs de controle : I'analogue
de la conjecture de Weiss est toujours vrai :

1. ceci est donc précisément le théoreme de Le Merdy [37].



ESTIMATIONS QUADRATIQUES, CALCULS FONCTIONNELS ET APPLICATIONS 13

Théoréme 6. — Soit (T'(t))i>0 un semigroupe analytique fortement continu
sur un espace de Banach E. On suppose que son générateur A est a image
dense. Soit B € B(U, X_1) un opérateur de contréle. Alors pour p € [1,00] et
a € (0,Y%y) sont équivalents :

(a) Les opérateurs thhte (t+ A)~'B, t > 0 sont uniformément bornés dans
B(U, X)
(b) B est Lh-admissible.

Applications aux e.d.p non-linéaires. — On peut utiliser les résultats
sur ’admissibilité a poids temporel pour montrer I’existence de solutions pour
certains problemes non-linéaires. L’idée est de les regarder comme le systeme
linéaire (9) et d’y ajouter un feedback F' non-linéaire. On considere donc des
équations de la forme

= Bu(t), t>0

Soit par exemple, Q un domaine borné de R? & bord lisse, w C € un sous-
domaine également & bord lisse. Soit f € Lip(R), g € L4 1(9Q) et zy €

32_7 ;/2+€, p > 2. On a alors une unique solution 'mild’ du probléme non-linéaire
2 (t)=Azx(t)  te[0,7]
z(0) = xg
00— J((#)) g tron(x(t)
o = w) g troQ
dans C([0,7]; By *™) 0 LA([0,7]; HH()), voir [HS5].

Dans [H7] nous établissons une autre application des théorémes 5 et 6. Nous
nous intéressons aux équations de Navier-Stokes d’un fluide incompressible a
densité constante dans un domaine (2,

u—Au+ (u-Viu+Vp = f, (t>0)
0

Vou =
(12) U(O, ) = o
ulpgo = 0.

L’idée principale reste la méme : nous interprétons ces équations comme un
systéme linéaire soumis & un feedback bilinéaire u = F(y,y) ou F(u,v) =

e 2
PV - (u®w). Un choix judicieux des espaces Y et U avec des normes L5, Lb/°
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est nécessaire pour entamer une itération de point fixe qui meéne a une unique
solution 'mild’, c’est-a-~dire une fonction x qui vérifie

(13) z(t) =T (t)zo —i—/o T(t—s)BF(Cxz(s),Cx(s))ds.

On a le résultat suivant [H7].

Théoréme 7. — Soit E un espace de Banach et (T(t))i>0 un semigroupe
analytique fortement continu. On suppose que son générateur est a image
dense. Soit 7 € (0,00] et p € (2,00]. Soit a > 0 tel que a + ¥, € (0,%).
Si les trois conditions suivantes,

Al] C est LY -admissible

[

A2] B est L2 -admissible
2a

[A3] L’opérateur ’feedthrough’ (CT_1(-)B)* est borné LZQ((O,T)jU) —
La((0,7),Y)

sont vérifiés, alors pour tout xg € X” := D(A) il existe un n € (0,7] tel qu’on
a une solution 'mild’ unique = in C([0,n), X°) qui satisfait Cx € L5((0,n), Z).
Si ||[CT(-)xol|pr est suffisamment petit, la solution existe globalement.

Cette approche s’inscrit dans une ligne de travaux sur des solutions ’mild’
pour les équations de navier-Stokes pour des données initiales dans des espaces
critiques, voir par exemple [2, 6, 9, 32, 33, 36, 44, 51 et certainement encore
d’autres auteurs. Tous ces travaux discutent des variantes de la méthode de
Kato ([19]) qui permet d’obtenir des solutions globales par un argument de
point fixe si la valeur initiale est suffisamment petite. Nous traitons a la place
de (13) I’équation pour la solution observée y = z + B(y, y) ot z = CT(-)xg
et B(y,y) = CT(-)B * F(y,y) est une application bilinéaire continue. Avec un
point fixe y a cette équation, on retrouve la solution z par injection de y dans
(13) a la place de Cxz(+).

Pour des applications aux équations de Navier Stokes, on n’utilise le théoreme
que pour la situation B = Id et C' = Id. Dans ce cas, le semigroupe agit pour
tout ¢ > 0 comme opérateur borné X — Y et U — X. Supposons que A admet
des estimations L% alors en utilisant les théorémes 5 et 6 on montre que [A1]
est équivalent & | T(¢)||lx—y < 679 et [A2] est (pour o > 0) équivalent &
T lvsx S $20 Ty L’hypothese [A3] est satisfaite si || T'(¢)||v—y St ou
Y=o 1/p"

Pour des choix concrets des espaces X,Y,U ces conditions se vérifient assez
simplement en utilisant des résultats de plongements de “type Sobolev” entre
des espaces fonctionnels (surtout des espaces de Besov et de Triebel-Lizorkin).
On résume plusieurs résultats de [H7] :
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Théoréme 8. — Soit n > 2, ¢>n, p € (2,00], a > 0 et A € (0,",) tel que
o+ l/p =1 - "q. Alors pour toute configuration des espaces X,Y,U dans
le tableau suivant, il existe des solutions mild x € C([0,7),X) N LL(0,7;Y)
pour tout o € D(A). De plus, on a existence globale si la donnée initiale est
suffisamment petite.

Esp. auxilliaire Y  Espace X Espace U commentaire

L1(R™), B(;,l,+n/“(R") H(,/ZI(R") le cas p=oo est
due a Cannone
(n=3) et Amann

(n>2)
oo (Ton S5—14+", n o n .
Lo (R™) Bt (R iyl (R?) p=co  due a
Barraza

MINR™)  (es- un espace dinter-  M72M—1(R™) Améliore des ré-

pace de Morrey) polation ® . sultats de Kozono
et Yamazaki

C¢(R,R™) B;o?;(ya+l/p)+€(R”) Uespace des Vf retrouve des ré-

pour o > 0 avec f €Y sultats de Sawada

Ainsi, nous unifions plusieurs résultats connus dans la littérature avec un seul
schéma de démonstration. De plus, notre approche permet de montrer de nou-
veaux résultats d’existence et d’unicité pour des données initiales rugueuses
dans des domaines arbitraires dans R? et des domaines irréguliers dans R™.
Cependant, notre approche s’appuie sur une treés bonne compréhension du
probléeme linéaire et reste relativement brute pour le traitement de la non-
linéarité ; a cause de ceci, on ne couvre pas l'intégralité des résultats connus par
une version du schéma de Kato — en particulier on ne couvre pas le résultat de
Koch et Tataru [32] qui montrent 'existence de solutions pour des valeurs ini-
tiales dans BMO™!. Auscher et Tchamitchian [6] ont étudié indépendemment
de nous quelles propriétés des deux espaces de Banach X et Y permettent un
schéma d’itération semblable au notre. Leur analyse est plus approfondie et
retrouve les espaces fonctionnels (X,Y) sur R"™ ci-dessus.

En ce qui concerne les domaines arbitraires de R3, on retrouve les deux
résultats connus de Sohr [52, Theorem V.4.2.2] et de Monniaux [45], en les
améliorant un peu. Par exemple, dans le résultat suivant on autorise des forces
extérieures f # 0 alors que Monniaux devait imposer f = 0.

8. Les espaces de Morrey ne forment pas une échelle d’espaces d’interpolation ; I'espace
X obtenu par interpolation réelle n’a pas de nom spécifique dans la littérature.
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Théoréme 9. — Soit Q C R? un domaine quelconque. Soit X un espace de
Banach tel que
(L3, V)yp1 = X = (L2(2), V)00
ouV=L2(Q)N W2170(Q)". Alors pour ug € D(A) et f = fo+ V- F avec
fo€ LB Ry, LHQ)) et Fe LE(Ry, LA(Q)P),

et des paramétres qui satisfont o, By > 0, p1 < 00, p < 00 et a+ Y, = Yy,
Bi + Yoy = Y4, il existe une solution 'mild’ unique u qui satisfait

(14) u e Gp([0,7),X) N LE((0,7),V).

Le temps d’existence T > 0 ne dépend que des normes des données initiales
[[uollx, HfollLﬁl w2y € IE Lz @2

La difficulté de domaines arbitraires est de montrer 'existence de la projec-
tion de Helmholtz (ou Leray). Dans les résultats sur R?® on est ainsi forcé de
travailler avec des espaces de Hilbert pour X,Y et U. Si on suppose que le
domaine ) est tel que pour un gy > 2 la projection de Helmholtz est bornée
sur L%(Q) et que le semigroupe de Stokes est borné analytique, on trouve de
nouveaux résultats pour l'espace auxiliaire Y = LI(Q,R") si g9 > max(4,n)
et pour l'espace Y = L*(Q) si qo < 4 et n=3.
Il reste la question de savoir si on peut revenir de la forme 'mild’ de (13)
a une solution des équations de Navier-Stokes, en particulier, comment on
peut retrouver la pression. On obtient un tel résultat en utilisant la régularité
maximale L? () : on dit que A a la régularité maximale LP, si la solution 'mild’
z(+) du probleme

2 (t)+ Az(t) = f(t)  x(0)=0
satisfait 2/, Az € LP(0,7;X) pour tout f € LP(0,7;X). Si en plus des hy-
potheses de Théoreme 7 (avec B = C' = Id) 'opérateur A a la régularité maxi-
male L7 sur U, alors un théoreme de Priiff et Simonett [49] assure que pour
tout @ € (—Y,, %), la régularité maximale transfere sur L72(0, 7;t* dt; X).
Ainsi la solution mild z au probleme (13) satisfait

x € C([0,9), X) N LR((0,0), Y) N L3 ((0,1), V)

ainsi que 2/, Az € L;%((O, n),U)+ L% 1((0,1),Y). Ceci assure que 'équation
2'(t) — PAx(t) + PV - (z(t) @ z(t)) — Pf(t) =

est satisfaite ponctuellement pour presque tout ¢ € (0,1). On a donc

P(2 — Ax(t) + V- (2(t) ® 2(t)) — f(£)) =0

q. voir page 23 pour plus de détails et références de littérature.
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presque partout. Par un résultat de deRham ceci implique que ’expression
entre parentheses est égale au gradient d’une certaine fonction — la pression p
dans (12) est trouvée.

LP-admissibilité et mesures de Carleson.— Dans [21] les auteurs
établissent un lien entre les mesures de Carleson et admissibilité d’un
opérateur de rang un pour un semigroupe diagonal sur fo. L’idée est simple
et naturelle : si b = (by,),

H/OOO T(s)bu(s)ds Z = Z‘/OOO e M3u(s) dsby,

ot =Y, 0x,|bn|?. La mesure u est Carleson si et seulement si H*(C,) <
L?(p) et on conclut avec le théoréme de Paley-Wiener. Pour généraliser ce
résultat a des espaces /; et la LP-admissibilité, il s’avere utile de distinguer
deux notions : On dit qu'une mesure p est a-Carleson, a > 0 si pour tout ¢
avec aq > 1,

2_ " 2
—/@\(ﬁ Y] ()

HfHLq(Ri“,M) = MquHHaq(R‘frJrl)'

En revanche, on appelle la mesure géométriquement a—Carleson si pour tout
intervalle I, on a u(T'(1))* < c|I| ou T'(I) est la 'tente’ au-dessus de I. Pour
a <1 les deux notions coincident, mais pour o > 1 I’estimation géométrique
est strictement plus faible. Le résultat suivant a été trouvé indépendamment
par Unteregge [58] sous une forme un peu moins générale.

Théoréme 10. — Soit g € (1,00), p € (1,2] et ag = p' ou p’ est l'exposant
dual de p. Soit T(t) = (e *!),>0 un semigroupe diagonal sur E = ¢, et
b= (by) une suite complexe. On définit la mesure p1 =, |by|90y, -

(a) Si p est une mesure a—Carleson alors b € X_g pour tout 0 > Y, et
Bu=1b-u est LP-admissible.

(b) Si Bu=b-u est LP~admissible, alors b € X_g pour tout 0 > Y, et u est
géométriquement a—Carleson.

Les parametres admissibles p, g dans le théoreme interdisent le choix naturel
p=q sauf si p=¢=2. Pour dépasser ce probléeme j’ai proposé dans [H8] une
autre approche, valable pour des semigroupes analytiques. Elle permet une
caractérisation si p < g, donc inclut le cas p=gq.

Théoréme 11. — Soit p,q € (1,00) et ag = p. Soit T(t) = (e )0 un
semigroupe diagonal analytique sur E = £, et b = (b,) une suite complexe.
On définit la mesure v =) g’\—z\qé/\ﬁl.

a) Siv est a—Carleson, alors b € X_g pour tout 8 > 1, et Bu=10-u est
(a) D P
LP—admissible.
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(b) Si Bu=b-u est LP~admissible, alors b € X_g pour tout 6 > Y, et v est
géométriquement a—Carleson.

L’idée principale de la preuve est de réduire le probleme sur les parties réelles
des valeurs propres ce qui permet de supposer A, > 0. On utilise ensuite la
convolution avec le semigroupe comme fonction carrée de la forme (1) :

/0 T(t — s)bu(s)ds = Z bn(gp)\#(t) *u) @ ep

ou ey, est le vecteur propre associé et p(z) = Tjg,00)€” . Si on évalue la norme
4, le coté gauche s’interprete comme norme Lq(Ri, dv). En utilisant la fonc-
tion maximale

(15) Yo (2) == sup{|Q ' (T(Q)) : = € Q}

associée a la mesure v, on se ramene a P, x u ou P; est le noyau de Poisson et
on conclut.

Ce résultat (et sa méthode de preuve) a été repris et étendu dans [24, Section
3] ot la bornitude de la transformation de Laplace entre LP(R4) et L9(C, du)
est étudiée. On y trouve également une explication du Corollaire évident des
deux théoremes 10 et 11 : si les hypothéses des deux sont satisfaits, p est
une mesure p//quarleson si et seulement si v est ¥,~Carleson. En effet, dans
le cas sectoriel, la propriété de a-Carleson peut étre testée sur des “anneaux”
dyadiques
Dy ={z: |2 ~ 2", Jarg(2)| < 6}.

Le passage de la mesure p & la mesure v correspond alors a l'inversion z — 1/z
qui effectue simplement un ré-arrangement pondéré des anneaux dyadiques.

Admissibilité pour des probléemes non-autonomes de type Volterra.
— On étudie les questions d’admissibilité pour une équation non-autonome
de type Volterra,

x(t) = zo + /Ot a(t—s) Ax(s) ds, t>0,
y(t) = Cx(t).

On suppose que ce probleme est parabolique dans le sens de Priiff [48] et que
le noyau a est 1-régulier, i.e. que a est a croissance sous-exponentielle et que sa
transformation de Laplace satisfait |Aa’(\)| < [a(\)]. Lexistence de solutions
z(-) = S(t)zo est alors garantie par un analogue au théoreme de Hille-Yosida
voir [48, Theorem 1.3.1]. On appelle C' € B(D(A),Y') admissible en temps fini
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s’il existe des constantes n, K > 0 telles que

t Yo
( / |os<r>xu2dr> < Koz
0

pour tout t > 0 et x € D(A). Si A engendre un semigroupe fortement continu
T(t)e>0 sur X, et si a est sectoriel, i.e. si a(Cy) C Sy, pour § < 7, la famille
S(t)t>0 est méme subordonnée au semigroupe dans le sens ou il existe une
famille de fonctions (v;);>0, uniformément bornées dans L'(R. ), telles que

S(t)x = /000 ve(s)T(s)x ds.

Dans [H9] on ajoute & ce résultat de Prifl [48, Prop.1.3.5] des estimations
pour |[vt][z2(r, ) ; en conséquence on obtient par I'inégalité de Cauchy-Schwarz
directement un transfert de ’admissibilité d’un opérateur d’observation pour
le semigroupe a la famille d’évolution S(-).

Théoréme 12. — Soit A le générateur d’un semigroupe fortement continu
sur X eta € Llloc un noyau 1-régulier et sectoriel. Alors, si C est admissible
pour T(t)e0, il Uest pour S(t)i>o.

En utilisant les résultats connus sur la conjecture de Weiss on généralise les
résultats 'perturbatifs’ dans [28, H6|. Dans [23], a la place de la sectorialité
de type < s les auteurs mettent ’hypothese plus faible, a savoir a(C4) C C;..
En revanche, leur conditions supplémentaires exigent en fait une décroissance
]ﬁ| < M]A| pour tout A € C4 ce qui est treés restrictive; en particulier,
je ne connais pas d’exemple de leur approche qui ne soit pas couvert par
Théoreme 12.

3. Observabilité
On souhaite savoir dans quelle mesure I’observation y du systéme
7' (t) + Az(t) = Bu(t), t>0
z(0) = zo
y(t) = Cx(t) t>0.
détermine la valeur initiale xg. La situation la plus simple est de regarder
le systéme libre (i.e B = 0), et de supposer que C' est admissible. Typique-

ment, trois notions sont alors distinguées [14, 57]. On dit que le systeme est
exactement observable en temps 7 € (, o], si

)X = s
\Ij{x — CT()x
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est un opérateur inversible. On appelle C' approximativement observable si
U est injectif et on dit que C est observable en temps final, si ||¥(z)|y >
el|T(r)zl. I

On va se limiter ici & l'observabilité exacte et aux normes L2, ie. ) =
L?(0,7;Y). Il est facile de montrer une condition nécessaire pour 1’observabi-
lité exacte, le test de Hautus : il existe k > 0 tel que

(16) K*Re(2)?[|z]* < Re(2)[|Cal|* + [|(z+A)z|?

pour tout x € D(A) et Re(z) > 0. Comme pour la question d’admissibilité, une
conjecture proposée par Russell et Weiss dans [50] a attiré beaucoup d’intérét.
Meéme si la conjecture est fausse en général, le critere est essentiellement vrai
pour les générateurs de groupes (avec quelques restrictions de croissance), voir
par exemple [62, 39, 27]. Ceci pour plusieurs raisons. La premiere est que 1’ob-
servabilité exacte est 'rare’ si le semigroupe n’est pas un groupe. Dans [H11]
on montre avec des méthodes spectrales que 'observabilité exacte par des
observations ’'trop régulieres’ implique l'inversibilité du semigroupe. D’autre
part la démonstration du test de Hautus est en fait un résultat de perturbation
caché. On montre facilement le résultat suivant :

Proposition 13. — Soit A générateur d’un semigroupe T (t)¢>0 sur H et C
admissible observable en temps 7 > 0. Alors C est exactement observable en
temps T > 0 si et seulement si l'inégalité

an) el < /OT||CS(t)xH?dt+M2(/OT”(A—B)S(s)deS)Q

est vraie pour tout semigroupe S(t) = e B,

La conjecture de Russel et Weiss est équivalente a affirmer que si (17) est vrai
pour tout scalaire B = X € C, alors (17) est vrai pour B = A. Méme si A est
borné ceci ne semble pas fournir une preuve du test de Hautus (qui est vrai
dans ce cas, voir [50]). Il est important de signaler deux autres résultats sur
la condition (16). D’une part, elle entraine toujours 1’observabilité approchée
[57, Sect. 6.5]. D’autre part, Miller a trouvé [40, 41] plusieurs résultats sur
I’observabilité en temps final pour des conditions spectrales de la forme

(18) FNCz]| + g [[(A+ Azl = =]

Rappelons que le théoreme de Kalton-Weis discuté dans la premieére section
fournit des estimations inférieures du type [[p(tA)z|y(r= z) = mlz| pour des

||. A ces trois notions correspondent pour 'opérateur de contrdle les notions de control-
labilité exacte (tout état peut étre atteint en temps 7), approché (le sous-espace des états
atteignables est dense) et contrdle & 1’équilibre (on peut forcer z(7) = 0 pour toute valeur
initiale par une fonction u convenable.
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opérateurs ayant un calcul fonctionnel borné, on devrait s’attendre a pouvoir
se servir de ces estimations pour obtenir des résultats sur ’observabilité exacte.
Cependant, le théoreme de Le Merdy concernant 1’admissibilité ne peut pas
servir de modele. En effet, la démonstration repose sur une estimation de
fonction carrée pour une fonction f(z) = z%e ™, ce qui oblige de travailler avec
des semigroupes analytiques. Mais analyticité du semigroupe et observabilité
exacte s’excluent (essentiellement) mutuellement. Dans [H11] on trouve une
solution a ce probleme. On a le résultat suivant.

Théoréme 14. — Soit —A le générateur d’un semigroupe de contractions
(T'(t))e>0 sur un espace de Hilbert H. Si A est a image dense et si |CA 2| >
o||z|| pour tout = € D(A) NR(A), alors

(19) m?a? < /O |CT (#)a )3 dt

pour tout x € D(A) NR(A). Si, de plus, soit A est inversible soit C est L>-
admissible, alors C' exactement observable.

L’idée de la preuve est simple : on combine ’hypothese du théoreme avec le
Théoreme 3 pour calculer

] < /0 1(EA) 2 (T(21) — T(8))a |
< / |CA™(T(2t) — T(t))z]? &
[e'e) 2t )
- / 1| eraasti
[e'e) 2t
< / / |CT (s)a]}3 ds &
0 t
2 [e'e)
_ /1 /0 |CT (t)r| 2425 it du

N / ICT ()| dr.
0

L’hypothese d'une estimation 'multiplicative’ [[CA~"2z|| > é|z| dans le
Théoréme est assez restrictive, puisqu’elle ne s’applique (par exemple) pas a
des observations de rang fini. Cependant il est clair qu’il faut une condition
bien plus forte que (16) pour espérer des résultats pour des semigroupes. On
espere pouvoir affaiblir cette hypothese vers une condition de la forme (18);
I’obstacle principal me semble étre une certaine incompatibilité du calcul
fonctionnel sectoriel avec ce type de conditions. Signalons que notre résultat
est, a présent, le seul résultat abstrait connu pour des semigroupes.
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4. Théorémes de perturbation

Dans cette section on discute des théoremes de perturbation d’opérateurs sec-
toriels, basé sur l'article [H3]. Notre approche -regarder des perturbations
factorisées— s’inspire du concept d’observateur Luenberger de la théorie de
controle : imaginons un systeme de la forme (9) avec une valeur initiale z
inconnue. Si on pose

2'(t) + Az(t) = Bu(t) + L(y(t) — Cz(t)) 2(0) =0,

alors lerreur e = x—z satisfait ¢ + (A — LC)e et e(0) = x. Si l'opérateur
A — LC engendre par exemple un semigroupe exponentiellement stable, ’état
du systeme “simulé” z(-) converge exponentiellement vers le “vrai” état z(-)
du systeme. Puisque nous souhaitons traiter des systemes avec des opérateurs

non-bornés, nous considérons une perturbation de A de la forme
P:=(A_1 —BO)|,.
-1 _

L’idée principale que nous poursuivons est d’exploiter la formule (I —ST)™" =
S (I —TS)~'T, appliqué aux résolvantes de A et P. On obtient
AN+ P)"h = A+ A) 7
N+ A7 B| [T-CO+ A-)T BT (N Pe(+ 4y

Si on suppose les trois conditions naturelles,

[CA+A_)'B|l,_, <n<l A>0

INTPCA+ AT Ly < A>0

INOA+A)T B, <8 A>0
la sectorialité de A se transfere sur P. Remarquons que pour le choix 6 = Y,
les deux dernieres conditions sont exactement les 'conditions de Weiss’ pour

les opérateurs B et C' qui sont nécessairement satisfaites par tout opérateur
d’observation respectivement de controle qui est L2-admissible.

Théoréme 15. — Soitw € (0, 7] et A un opérateur injectif, sectoriel de type
<w sur X. Soit 0 € (0,1) et Z,W < X_4 des espaces de Banach tels que

(D,X)1-1CZ and W C(X,R)1_g.00-
On suppose que [A_1]7' € B(W, Z) et une des deuzx conditions suivantes :
(a) A_j restreint a un opérateur sectoriel de type < w sur Z.

(b) A_y restreint a un opérateur sectoriel de type < w sur W.

Alors, si B € B(Y,W) et C € B(Z,Y) tel que ||C| - ||B] est suffisamment
petit, P est injectif et sectoriel de type < w. De plus, P est densement défini
/ inversible / a image dense si A l’est.
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Il est surprenant d’obtenir avec ce résultat une amélioration de résultats connus
dans la littérature pour des perturbations de la forme P = A_;(1 +T), en
jouant avec les factorisations triviales

AT =1-AT=AT-1

en effet, certains (et si 7' est compact, toutes) espaces d’interpolation réelle
entre D(P) et X et ceux entre D(A) et X coincident, méme si on ne connait
pas D(P), voir [H3, Theorem 5.2 et 5.3].

Théoremes de perturbation pour la régularité maximale LP. — On
dit qu’'un générateur — A d’un semigroupe analytique a la régularité maximale
LP sur un espace X, si la solution 'mild’

/ATts 5)ds

du probleme 2/(t) + Az(t) = f(t) avec condition initiale 2(0) = 0 satisfait
', Az € LP(0,7; X) pour tout f € LP(0,7;X). Cette définition ne dépend
évidemment pas de 7 > 0, mais elle ne dépend non plus de p € (1,00). L’im-
portance de cette notion provient de son utilité pour traiter des équation
non-linéaires par des arguments de point fixe. Pour traiter par exemple des
équations quasi-linéaires de la forme

2'(t) + Alx(t) =(t) = f(t)  2(0) = x0,

on peut linéariser 2’ + A(zo)x(t) = (A(zo) — A(x(t)))z(t) + f(t) et itérer cette
équation point fixe sur un espace convenable, typiquement de la forme

Wl’p(O, 7; X)NLP(0,7;D(A)) NC(0,7; Z)

ou Z = (X,D(A))y,,, voir par exemple [10]. La littérature sur le sujet de la
régularité maximale est trés vaste; on mentionnera ici [1, 3, 4, 5, 17, 35] et
les références qui y sont données.

Sur des espaces de Hilbert, tout générateur d’un semigroupe analytique a la
régularité maximale LP [18]. En espaces de Banach, ceci est faux [30]. En
effet la bonne condition a été donnée par Weis [60] : dans des espaces UMD
un générateur d’un semigroupe analytique a la régularité maximale LP si et
seulement s’il est R-sectoriel d’angle < 772 . Sur des espaces UMD ayant la
propriété (a) (par exemples des Banach lattlces avec UMD) la R-sectorialité
est garantie si l'opérateur a un calcul H* d’angle < 7, [31], ce qui permet
de démontrer cette propriété importante dans des exemples concrets. D’autre

**. un opérateur est R-sectoriel si 'ensemble dans (4) est non seulement borné mais R-
borné. La notion de R-bornitude est plus forte que bornitude uniforme, voir [35] pour une
discussion détaillée.
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part, les arguments pour le Théoreme 15 s’étendent essentiellement a la R-
sectorialité, voir [H3, Théoreme 6.11 et 6.12], et si on combine ceci avec le
théoreme de Weis, on obtient le résultat suivant.

Théoréme 16. — Soit X un espace UMD et supposons que A a la régularité
mazimale LP sur X. Soit

Z € {D(A’),[X,D(A)]s, (X, D(A))gz: 0 € (0,1)}

Alors, si la norme de T € B(Z) est petite, P := A(1+T) engendre un semi-
groupe analytique et P a la régularité maximale LP sur X.

Ce résultat généralise par exemple les résultats dans [35].

5. Le probléeme de Cauchy stochastique

Rappelons la construction de l'intégration stochastique dans des espaces de
Banach par van Neerven et Weis [46].
Soit H un espace de Hilbert et (©,P) un espace probabilisé. On appelle un
mouvement Brownien H-cylindrique une application Wy : L?(Ry; H) —
L?(Q) tel que Wy f est une variable aléatoire Gaussienne pour tout f €
L?(Ry; H) et

EWnf - -Wnug) = [f, 9lL2®.;m)

pour tout f,g € H. Une fonction ® : Ry — B(H, E) est appelée stochasti-
quement intégrable si pour tout z* € E*, la fonction ¢ — ®*(t)a* est dans
L?(Ry; H), et si pour tout ensemble Borelien B C R, il existe une variable
aléatoire Xp € L2(Q; E) telle que

/ O*x* dWy = WH(]lB‘I)*:C*) = <XB,.%'*>, Va* € E*.
B

Dans [46] est montré que ® est stochastiquement intégrable si et seulement
s'il existe un opérateur R € y(L?(R.; H), E) tel que pour tout x* € E*, on a
R*r* = ®*z* dans L?(Ry; H). Pour plus de détails sur cette construction on
réfere également au survey [47].

Soit — A le générateur d’un semigroupe fortement continu sur E. Le probléme

de Cauchy
(20) a(t) + Ax(t) = f(B),  @(0) = 0,

a pour solution 'mild’

x(t) = S(t)xo +/O S(t—s)f(s)ds.
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On définit par analogie le probleme de Cauchy stochastique
{ dU(t) = AU(t)dt + BdWg(t),  t€[0,T],

(SCP 4.p) 0(0) = 20,

ou B € B(H; E) et on appelle solution un processus stochastique vérifiant

U(t) = S(t)ao + /O t S(t—s)BdWp.

Ce probleme admet une solution, respectivement une mesure invariante, si et
seulement si pour tout u € U, T(-)Bu € v(H,E) ou H = L?([0,7); H) avec
7 > 0 (respectivement 7 = 00), voir [46].

Un théoreme de Datko [16] dit que lorsqu’un semigroupe T'(t);>0 a des orbites
carrées intégrables, alors il est déja uniformément asymptotiquement stable.
Puisque pour des espaces de Hilbert, (R, H) = L?(Ry, H), la question se
pose de savoir si on avait un résultat analogue pour les espaces (R4, X).
La réponse, affirmative, est donné dans [H4|. On démontre d’abord qu’on
peut tester la ~y—radonification sur une base de Riesz & la place d’une base
orthonormée, puis, en utilisant une base empruntée de [8], on démontre que la
norme de la résolvante n’explose pas plus vite que 1/Re(A) lorsque A — 0. Ceci
implique que la borne spectrale de la résolvante et donc la borne de croissance
du semigroupe est strictement négative. On tire une deuxiéme conséquence
des résultats :

Théoréme 17. — Soit P,B € B(E). Si le probléme SCP4 p admet une so-
lution, alors le probleme perturbé SCP sy pp aussi.

Si{R(is,A) : s € R} est R-borné et si le probléme SCP 4 p admet une mesure
invariante pour B € B(H, E), alors il existe un 6 > 0 tel que SCP 44 p p admet
une unique mesure invariante pour tout P € B(FE) avec ||P|| < 0.

Dans le cas ou B est un opérateur non-borné on s’intéressait dans [H10] a
savoir si un analogue du théoreme de Le Merdy sur la conjecture de Weiss
tiendrait pour le probleme de Cauchy stochastique. Dans [H10] on conjecture
que ceci est équivalent a A="2Be ~v(H, E), en le vérifiant seulement pour des
opérateurs bornés A et des opérateurs A, B qui se diagonalisent simultanément
sur une base de Riesz. Le résultat cherché a été trouvé récemment avec Abreu
et van Neerven [H13].

Théoréme 18. — Soit E un espace de Banach avec la propriété («) et soit
—A un opérateur qui admet un calcul fonctionnel H* borné d’angle < . Soit
(T'(t))e>0 le semigroupe analytique borné engendré par A et B € v(H, E_1) un
opérateur. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

(a) le probléme (SCP4 p) admet une mesure invariante sur E ;
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(b) (—A)""B € y(H,E);
(¢) la fonctiont — t”2R(t, A)B définit un opérateur dans v(L*(R.., 4. H),E);
(d) Pour toutt >0, R(t,A)B € v(H,E) et
2
IEH m2"2R(2", A BH < 0.
% ( ) V(H,E)

La preuve de ce résultat est longue et technique; le point clé de la preuve
consiste a utiliser une décomposition dyadique pour utiliser la méthode d’in-
terpolation 'Rademacher’ de Kalton, Kunstmann et Weis [29]. Ceci montre
I’équivalence

(a) B €y(H; X)

(b) @(tA)B € (Ry, 95 X) pour ¢(2) = 2/2(1 4 2) =7

(c) p(tA)B € v(Ry, %; X) pour tout ¢ € HE®

qu’on applique a ’espace d’extrapolation homogene X = E_1/2.
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