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Exercice 1

Soit I un intervalle de R et ’on considere une fonction

fiIxRE — R
(t,x) — f(t,z)

A) Rappeler les hypotheses et la conclusion sur f dans le théoréeme de dérivabilité sous le

signe d’intégration |.

Exercice 2

B) Pour tout z > 0, démontrer que l'on a |sin(z)| < .

400 sin(z)

C) Pour tout ¢ > 1, on note F(t) = == exp(—xt)dx. Démontrer rigoureusement

—Jo

que la fonction F est dérivable sur [3, +o00l.

D) Prouver que l'on a

—1

vt > = —.
- 1+1¢2

F(t)

N —

E) En déduire qu'il existe une constante C' telle que

F) Prouver que C' = 7

G) Calculer [ Sinafm) exp

0

F(t) = C — arctan(t).
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Exercice 3
Pour tout n € N et z € R\{0}, on pose f,(z) = [cos (1)]" exp(—2z?).
On note E I'ensemble des = € R\{0} tels que |cos (1)| = 1.
H) Montrer que E est un ensemble dénombrable.
I) Démontrer que nl_l):r}rloo fn(x) = 0 pour presque tout x € R\{0} (au sens de la mesure

de Lebesgue).
J) Calculer nl_lgloo Jg folx)d.

Exercice 4
Pour tout R > 1 on note

B(R) :={(z,y) €R?* 1<2’+9y* <R’} et Q={(n,y) eR® 1<2*+9°}

Fixons en outre o > 0.

dxd
K) Représenter graphiquement B(2) et calculer / 2—y2
Br) (22 +y?)*
. . dzdy dzxdy

L) Trouver un lien, avec un argument rigoureux, entre — 2 © ORIV

Br) (% +y?) o (2% +y?)°

M) En déduire une condition nécessaire et suffisante sur a@ > 0 pour que la fonction

(x,y) — m soit intégrable sur 2.

N) Trouver une constante C' > 1 qui vérifie la propriété suivante

1
V(z,y) eR® Z(zl+[yl) < Va* +y* < O] + [yl).

O) En déduire une condition nécessaire et suffisante sur 5 > 0 pour que la fonction
(x,y) — m soit intégrable sur €.

Exercice 5
Etudier rigoureusement les limites des termes suivants quand n — +o0o

P)

L/ﬂ“f_"dx
™ Jo +/sin(x)

Q)
/0 PR
R) )
/0 0(1 — sin(z)*)"dz.
S)

/01 nin(l + z/n)dx
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Correction

On attire I'attention sur le fait suivant : le sujet est long est n’a pas vocation a étre
fini intégralement. Plusieurs themes sont étudiés pour tester les connaissances.

Exercice 1
Voir cours

Exercice 2

B) On écrit |sin(z)| = | [ cos(t)dt| < [ |cos(t)|dt < [ dt = .

C) On veut appliquer le théoréme de dérivabilité sous le signe [. Validons donc ses
hypotheses.

HYP1 : pour tout t, la fonction f(z,t) = Sinmﬂe*xt est mesurable par rapport a x.

sin(@) o—at gt dérivable par rapport

HYP2 : pour presque tout z, la fonction f(z,t) =
at.

HYP3 : il existe ¢y € [, +oo[, par exemple to = 1, tel que [
En effet, a 'aide de la question B), on a

+00 | o3 +oo 1
/ Me_“odx < / e thody = . < 400.
0 0

X 0

+o0 |sm x

Me=2tody <« 400.

HYP4 : on cherche une domination de af = —sin(z)e ™ :

| —sin(z)e | < e < e7%% € L([0, +o0]).

Le théoréme de dérivabilité sous le signe | assure que F est dérivable et que F'(t) =
[.7°° —sin(x)e~"dx.

D) D’apres la question précédente, on doit intégrer sin(z)e™** par rapport & x. Une
idée classique est de faire une double intégration par parties. Voici un autre argument
plus simple : sin(z)e™* est la partie imaginaire de e®~**. De plus, on a [~ = ¢~
qui est bien intégrable en x. Donc on peut écrire

+o0 +oo ]
/ sin(x)e 'dx = Im/ e dy
0 0

ix—axt

Une primitive de e®*~*t est & . On a de plus :
eixfmt ef:vt
lim = lim — =
z—+oo | 1 — T z—=+00 4/ 4 2

Donc

400 +o00 ezz xt] o0 -1
/ sin(z)e *dx = Im/ " dy = Im { ] = Im-
0 t 11—t

i — =0
On multiplie par le nombre complexe conjugué :
-1 —(—i—t) 1

—1 —
i—t i ipe 1+¢2

Im
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-1
T2
on comprend qu’il existe C' € R tel que

Finalement, la question précédente donne F'(t) =

1

E) Comme la dérivée de arctan est 5,

vt > F(t) = C — arctan(t)

N —

F) Pour trouver C' = 7, on se propose d’examiner la limite en t = +o00. En effet, la
question B) donne

+00 | o3 +00 1
|F(t)] < / —‘ Sm(x”e_“dm < / e Cdy = n
0 0

]

Donc tlim F(t) = 0. Par ailleurs, la question précédente donne
—+00

lim F(t) =C — lim arctan(t) =C — g

t——+o00 t—-+o0
Donc C' = 7.
G) Pour t =1, on a f0+oo Sinﬂgm)e_‘”dx =7 —arctan(l) =5 - = 7.
Exercice 3
H) Par définition F = {z € R, cos(1/z) = £1} et donc
1
relk & dkeZ —=kn
x
On notera que k est forcément non nul, donc
N 1
relb & dkeZ' x=—
km

Ainsi E = {;=,k € Z*} est bien dénombrable.
I) Pour tout = ¢ E, on a |cos(1/x)| # 1. Mais comme la fonction cos est a valeurs
dans [—1, 1], on comprend que

r¢E = Jcos(l/x)| <1
Comme f,(x) = cos(1/z)"e™*", il vient

r¢FE = lim f,(z)=0.
n—-+o0o
Enfin, F est dénombrable et donc de mesure nulle pour la mesure de Lebesgue. Cela

prouve, que pour presque tout x € R, on a lim f,(z) = 0.
n—-+o0o

J) On veut appliquer le théoréme de la CV dominée : les fonctions f,, sont mesurables,
convergent vers 0 presque partout, et I'on a |fu(z)] < e~ € L'(R). Le théoréme de la
convergence dominée donne

lim /fn(x)dx:/ lim fn(x)dx:/Odasz
n—-+00 R Rn—)—l—oo R
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Exercice 4
K) B(2) est la couronne comprise entre les cercles, centrés en (0,0), et de rayons 1 et
2. Un changement de variable polaire (x,y) = (rcos(6),rsin(f)) permet de paramétrer
B(R) par les conditions
0 € [—m, l<r<R

/ dxdy / /R rdrdf _/ / drdf
B() $2+y r=1 2o B 0= rszal

Pour intégrer —+—, on doit distinguer si l'on a + ou non. En effet :
rea—17 r

Cela donne

e o =1, alors 2aa — 1 =1 et donc

dzd m
/ T / / / In(R) = 27 In(R).
B (72 +y?) oo T

e a# 1 alors 2a — 1 # 1 et donc on intégre —a— =r'"* en

dxd drdd ™ 2-2a 1R T R2-2a _
/ x2i5 / / T27; 1 _/ [QT 204] d0 :/ R2 2 40 = 1 Woz(R%m_l)'
B(R) r=1 —T - r=1 - — 4 —

L) On constate que © = |J B(R). On veut donc naturellement prouver que 'on a
R>1

lim

dedy / dxdy
Rtoo [ pegy (2% + %) (

Q 2 + yQ)a'
Soit (R,) une suite croissante qui tend vers +o00, on doit montrer que 'on a

drdy / dxdy
(

lim —_— .
Q ZL‘2 + y2)a

n—too [ p(g,) (22 +y2)e

Posons f,(z,y) = la(ﬂ—w Les fonctions f,, sont mesurables, positives, et vérifient
fo < foy1 car B(R,) C B(R,11). Le théoreme de la convergence monotone donne
dxdy /
lim ——— = lim n(x,y)dredy = hm n(x, y)dxd
n—+oo Jpp,y (X2 +y?)*  notoo Jpo Fnlz,y)dzdy R2 "t fulz,y)dzdy

Mais comme Q = |J B(R,), il est clair que f,(x,y) — (;g’g’%)a. Finalement,
neN

lim

drdy / dxdy
n—too Jppy (12 +y?)* (

Q 72 + y2)oz

M) La fonction positive m est intégrable sur € si et seulement si son intégrale

2+
sur €2 est finie. D’apres la question précédente, cela équivaut a

i dxdy
111’11 9 o a < +o0
R—too [y (22 +1?)

On invoque les calculs faits a la question précédente :
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e si o =1, alors

dxd
lim % = lim 27In(R) =400
R—+00 B(R) (Qj' +vy )O‘ R—+00

On n’a pas intégrabilité en o = 1.
e si a#1, alors

. dxdy . s
1m -_— 1m
R—+oo Jp(py (22 +¢%)*  Rotoo 1 —

(R 1)

comme l'exposant de R est 2 — 2a, on doit distinguer si ce dernier est < 1 ou > 1.

e si o <1 alors
T

lim (R*72* —1) = +o0

R—+oo 1 — «x
e si o> 1 alors

™ ™

lim (R2_2a — 1) = lim (1 _ R2—2a) —

R—+oco 1 — «x R—+oo @ — 1 Oz—l'

En conclusion, on a intégrabilité si et seulement si o > 1.
N) 1l s’agit de I’équivalence des normes en dimension finie. Mais on peut trouver des
constantes explicites. Commencons par 'inégalité :

1
el + o) < Va7 7
De fagon immédiate, on a |z| < /22 + y2? et |y| < /2% + y2. Ce qui donne

2| + Jy| < 2v/2? + 32
Tout nombre C' > 2 va vérifier |z| + |y| < C'\/a? + y? et donc 'inégalité voulue & (|| +

yl) < vz +y2

Cherchons C' pour satisfaire la seconde inégalité

Va2 +y? < Clxf + [yl)

Par passage au carré, cela signifie que I'on doit majorer 2% +y? par C?(|z|>+ |y|? +2|x||y]).
Il est clair que tout nombre C' > 1 convient car z? + y? = |z|* + |y|>.

En combinant les deux analyses, on voit que C' = 2 convient.

O) D’apres la question précédente, on a

1 B
ca e+ y)? < Va2 +yr < CP(la| + |y))’
par passage a l'inverse on a

1 1 1 cer 1
CP (lz+[y))? — (@2 +¢2)P2 = (2] + |yl)”?
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En intégrant ces fonctions positives sur €2, on a

L/ dzdy S/ 2d:1:d32/ : SCﬁ/ dxdy
CP Jo (|| +1y)? — Jo (@ +y?)¥ o ([z] + [y])?

On comprend donc que I'intégrale fQ %
finie. La question M) donne la condition g > 1, c’est-a-dire g > 2.

P) La fonction sin(x) s’annule en z = 0 et x = 7. Ce sont donc deux points qui
méritent une attention particuliere :

est finie si et seulement si fQ ( drdy ot

l=[+[y])?

1 1
sin(z) ~ x r=0 =2 ——n~—

sin(z) VT
L’équivalent en x = 0 est positif et intégrable (critere de Riemann en 0 avec exposant %)

Donc il y a intégrabilité en 0.

1 N 1
Vsin(z)  Vm—z

sin(x) =sin(r —x) ~ T — r=r =

Le méme argument montre 'intégrabilité en 7.
Maintenant on écrit :

x" 1
Vo €0, 7 < e L'(jo,
10, m/sin(z) — 4/sin(z) (1070
On a ainsi une domination intégrable des fonctions —%—. De plus, pour tout = €]0, 7
7w/ sin(z)
on a . . .
T~ (5
n—too ny fsin(x) - notoo \T sin(x)

Le théoreme de la convergence dominée montre donc que

0

1
lim —

T mn
Y de=
n—s+oo T /0 \/sin(z)

Q) Posons f,(z) = ™ **. La fonction f, est positive mesurable et on a f, i(z) =
ereni—e? > fn(x) car e® > €® = 1. Le théoréme de la convergence monotone donne

+oo ) +oo ) +oo
lim e dr = / lim ™ % dx = / +00 = +00
0 0 0

n—-+400o n—-+40o
R) On a 0 < (1 —sin®(z))" < 1 et 1 est intégrable sur le segment [0,10]. On a une
domination intégrable. Il nous reste a appliquer le théoreme de la convergence dominée :
10 10

lim (1 —sin(z)?)"dx = / lim (1 — sin(z)?)"dz

n—-+0o0o 0 0 n——+00
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Si z évite l'ensemble dénombrable 7Z alors on a sin(z)? > 0. Comme un ensemble

dénombrable est de mesure nulle, on comprend que presque partout, on a (1—sin(z)?) < 1
et donc lim (1 —sin(2)?)" = 0. Finalement, on a
n—-+0oo

10
lim (1 —sin(z)*)"dz = 0

n—+oo J
S) On utilise I'inégalité classique In(1 + x) <  pour avoir
Vo €0, 1] 0<nln(l+z/n) <z

La fonction  domine toutes les fonctions nIn(1+x/n). Comme on travaille sur le segment
[0,1], la fonction = est intégrable et I'on peut appliquer le théoréme de la convergence
dominée :

1 1 1 1
lim nin(l+ z/n)dx = / lim nln(l+ z/n)dx = / vdr = [2%/2]) = 3
0 0

n—-4o00 0 n—-4o00
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