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Question1  (Baréme indicatif: 2.5 points) Pour t > 0 on considéere I'équation différentielle

y'(t) =4 (In(y) —In(t) +1)  y(1) =4

(a) Montrer qu’il existe une unique solution dans un voisinage U de ¢ = 1.

(b) Soit y cette solution. Quelle équation différentielle satisfait alors z(¢) := @ sur U?
(c) Déterminer z, puis en déduire y, et vérifier qu'il s’agit bien de la solution recherché.
Indication: la dérivée de la fonction v — In(In(u)) peut aider.

Question 2 (Baréme indicatif: 2 points) Trouver toutes les solutions de
y () =y () — " () =y (t) — 2y(t) = —2¢* — 3¢t
Indication: le polynome caractéristique possede deux racines simples, qui sont faciles a deviner.

Question 3 (Bareme indicatif: 3.5 points) Donner toutes les solutions de y'(¢) = Ay(t) avec

A=

(NS
o= O
=)

Trouver 'ensemble E C R? des valeurs initiales yo pour lesquelles le probleme de Cauchy
y'(t) =Ayt), y0)=wekE

ait une solution "stable’ c’est a dire, satisfaisant . ligrn y(t) = 0.
[—+00

Question 4 (Baréme indicatif: 3.5 points) Soit X : I — R?, X (t) = (z(t),y(t))*. On souhaite
étudier le probleme de Cauchy suivant :

X0 = (yt) — 2(t)®, —a(t) — y(t)?)"
(E) {X(O) = (20, %0)"

(a) Montrer que E admet une unique solution maximale, qu’on notera (X, I).
Soit I, :=INJ[0,00)etI_ =1N(—00,0).

(b) On définit I'énergie H (t) := z(t)* + y(t)>. Montrer que H (t) est décroissante sur I, puis
expliciter /.

(c) Montrer qu'on a, pour toutt € I,

—2H?(t) < H'(t) < —H?(t).

(d) En déduire que I_ est minoré: proposer un minorant explicite de I en fonction de x et yo.
(e) Montrer que X admet une limite lorsque ¢ — +o0; la déterminer.

TOURNER LA PAGE, S’IL VOUS PLAIT



Question 5  (Bareme indicatif: 2 points) Soit

F(z,y,u,v) = ( 2% 4 22 — 2y 4 u cos(z) 4 arctan(v) )

2y + cos(zv) — e + (z — 1o

(@) Enoncer le théoreme des fonctions implicitement définies.

(b) Montrer qu’il existent deux voisinages U, V de (0,0) dans R? et une fonction g : U — V de
classe C' tel que, f(z,y,g(z,y)) = 0sur U.

() Quel est le polyndme de Taylor d’ordre 1 de g au point (0,0)?

Question 6  (question de cours) (Baréme indicatif: 2.5 points) Soit 2 C R"™ un ouvert et a € Q.
Soit f : Q\ {a} — R de classe C1(Q\ {a}). Supposons que liin f(z) = £ existe. On pose alors

@) ::{ flz) si ze€Q\{a}

¢ si z=a

(a) Montrer que si dj := lim a—i f(x) existe pour tout k = 1..n, alors 7 est différentiable en
Tr—ra g

x=a; de plus, sa différentielle est représenté par le vecteur en ligne Vf(a) = (d,...,dn).
Indication: relier f(a) et f(a + h) par une courbe paramétré (une ligne droite, par exemple) pour
utiliser le théoreme fondamental du calcul différentiel.

(b) Justifier que f est méme de classe C'! (Q).

Question 7 (Baréme indicatif: 5 points) Soit  un ouvert de R™ et F' : Q — R" de classe C?. On
suppose que F(z*) = 0 et que la différentielle Dy (z*) est inversible.

(i) Montrer que la différentielle Dr(x) est inversible pour tout € B(z*, R), pour un certain
R>0.

(i) Montrer que Dp(z* 4+ h)~! — Dp(x*)~t = O(||h||) lorsque h — 0.
Indication: l'identité A= — B~1 = A=Y(B — A)B~! s’avere utile.

(iii) Expliciter le polynome de Taylor de degré 1 de F' au point z*.

(iv) Pour z € B(z*, R), soit N(z) = z — Dp(x)~!(F(x)). Montrer que N est différentiable en
x = z* en développant N (z* + h) — N(z*). Expliciter Dy (z*)

(v) Montrer qu'il existe 0 < r < R tel que |[Dy(z)|| < % pour tout z € A := B[z*,r]. En
déduire que N(A) C A.

(vi) Déterminer la limite de la suite récursive, définie par xg € A et
Tpt1 = N(zy,) pour n > 0.

Enoncer le théoreme utilisé et vérifier soigneusement les hypotheses.
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