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Exercice 1.

On considere I'application de R? dans R:

vy 1 '
fay) =3 Ve <m> si () # (0,0);

0, si (x,y) = (0,0).

1) Montrer que f est continue.

La continuité de f sur R?\ {(0,0)} découle du fait que les fonctions /2 + 32,
sin et xy sont continues sur leurs domaines de définition et /z? + y? ne s’annule
pas sur R?\ {(0,0)}. Pour prouver que f est continue en (0,0) on pose z = r cos(),
y =rsin(d) ou r = ||(z,y)||2 = 0. Alors

|f (2, y)| = |rcos(0) sin() sin(1/r)| <7 = ||(z,y)|2,
d’ot1 on trouve que lim, ,) 0,0y f(2,%) = 0 = f(0,0). Donc f est continue en (0, 0).

2) Soit e = (cos(f),sin(f)) € R? ou 0 < 0 < 2. Calculer, quand elle existe, la
dérivée directionnelle D(f)o.. de f en (0,0) selon la direction e.

On a ;
D(f)O,e = }E}% f(tE) .

Comme y/x? + y? = |t|, on a

f(te)  t*cos(9)sin(f)sin(1/t) ) )
= i = +cos(#) sin(f) sin(1/t).

La fonction sin(1/t) n’admet pas de limite en ¢ = 0. Donc D(f)o, n’existe que si
sin(f) = 0 ou cos(f) = 0. Donc Dy (f) = 0sie = (1,0), (0,1), (—1,0) ou (0,—1)
et n’existe dans aucune autre direction.

3) La fonction f, admet-elle des dérivées partielles en 0. Est-elle différentiable en
07

En posant e = (1,0) et e = (0,1) dans la question précédente on trouve que
%(0,0) = %(0,0) = 0. Comme une fonction différentiable admet une dérivé
directionnelle dans toutes les directions, la question 2) montre que f n’est pas
différentiable.



Exercice 2.

Soit f : U C R™ — R"™ une application différentiable définie sur un ouvert U et
soit £ : R™ — R”™ une application linéaire. On fixe un point a € U et on pose

p(x) = fla+x) = fla) - £(z).

1) Supposons que [a,a + z] C U. En utilisant le théoréeme des accroissements finis
et la linéarité de ¢ donner une majoration de [|¢(x)| F.
On a

le(@)llrn = lle(@) = 0(0)|lrm < S ID(@)ellll|gem -
€|0,x

Comme /¢ est linéaire, D({)¢ = ¢ et D(¢)¢ = D(f)ate —£. Donc

lp(@)lln < sup [[D(f)ate = ll]rm-

€]0,z[

2) Prouver le résultat suivant. Supposons que la fonction ¢ : U\{a} — L(R™,R")
donnée par ¥(x) = D(f), admet une limite ¢ € L(FE,F) quand x tend vers a.
Prouver qu’alors £ = D(f),.

Soit
fla+z) — fla) — £(x)

g(x) =

el
En utilisant I'inégalité précédente on a
o(x)|[rn
le(@)lrr = 2O o 1D (fare — ] = 0
||| mm £€]0,a|

quand z — 0.

Exercice 3.

Soit C(]0, 1], R) 'espace de Banach des fonctions continues f : [0,1] — R muni de la
norme infinie || f||oc = max,ep,1) |f(2)|. On note C§([0,1], R) I'espace des fonctions
f :[0,1] — R de classe C* telles que f(0) = 0. Pour tout f € C}([0,1],R) on pose
Ifllo = | f'[loo- On admet que || - ||o est une norme sur Cg([0,1],R) pour laquelle
C3([0,1],R) est un espace de Banach.

1) Prouver que ||f||oo < ||f]lo pour tout f € C3([0,1], R).
On a

[f (@) =

/ f’<t>dt} < Lol e < I1F e
0
pour tout x € [0,1]. Donc

1fllo = sup [f(@)] < [[f loc = [ fllo-
z€[0,1]
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2) Soit ® : C§([0,1],R) — C([0,1],R) I'application définie par ®(f) = f' + f'f.
Montrer que ® est une application différentiable et calculer D(®); en tout f €
Co([0, 1], R).
On a
O(f+h) = +0)YA+f+h)=f+FfF+N+Hf+hh+ f'h
L’application L(h) = h'(1+ f)+ f'h est linéaire. Pour prouver qu’elle est continue
on remarque que

IL(A)lloo < TP (1 4+ Flloo + [1AS oo < NP ool + Flloo + 1Allooll lloe <
1AllollT + flloo + Illollf lloo < (T + Fllso + 1 llsc) 12 ]l0

d’olt on trouve que L est continue et que ||L|| < |1 + flleo + || f/]]oc- En posant
e(h) = h'h/||hllop on a
O(f +h) = (f) = L(h) + [|hlloe(h),
ol
le(h)lloe = 11" Alloo/1llo < 111 los [I2llos /[Illo = lI2]]so-

Comme ||h|loc < ||h|lo, on obtient que £(h) — 0 quand |h|lo — 0. Donc ® est
différentiable et D(®); = L.

3) Prouver que 'application ® est de classe C!.
Soient f,g € C4([0,1],R). On a

ID(®) (h) = D(@)g(M)lloc = I(f = 9)h" + (f" = g )hlloc <
I(f = 9 Moo + 110" = Dhlloe < IIf = gllsollB e + I1f" = g'llc IRl <
1f = gllscllllo + 1f" = g'llsol1Blloc < (I1f = gllos + [1F" = g"lloc) [ 2llo <
2[1f = gllollAllo-

Donc || D(®)s — D(®)4|| < 2| f — gllo d’ott on déduit que 'application f — D(®)y
est continue.

4) Montrer que ® est un C'-difféomorphisme dun voisinage de 0 dans C&([0, 1], R)
sur un voisinage de 0 dans C§ ([0, 1], R).

On a D(®)o(h) = h' et pour appliquer le théoreme d’inversion locale il faut
prouver que D(®)q admet un inverse continu. Pour tout k(x) € C([0, 1], R) posons

u(k(z)) = g()
ol "
g(z) = / k(t)dt.
0
Alors g(z) € C3([0,1],R) et il est clair que I'application k(z) — u(k(x)) est linéaire.
Comme
lu(®)llo = llgllo = ll9'llsc = lI¥lloo

on voit que u est une application continue C([0, 1], R) — C&([0, 1], R). D’autre part,
D(®)gou =id et uo D(®)y = id. Donc u = D(®);* et on a prouvé que

D(®), € Isom(CA([0,1],R),C(]0,1],R).

1l suffit maintenant d’appliquer le théoreme d’inversion locale pour conclure.

FIN



