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1) Trouver les valeurs propres et les sous-espaces propres de A.
2) Trouver une matrice inversible P telle que P~ AP soit diagonale
et calculer les matrices e et e=4?.
3) Donner une base de 'espace vectoriel des solutions (i.e. un
systeme fondamental de solutions) du systeme homogene

{a:’(t) = —x(t) + 3y(t)

Exercice 1. Soit A =

y'(t) = —2x(t) + 4y(t).

4) Donner la solution générale du systeme d’équations différentielles
suivant:

2 (t) = —x(t) + 3y(t) + €
y'(t) = —2x(t) + 4y(t).

Exercice 2. On note M,,(R) I'espace vectoriel des matrices carrées de
taille n a coefficients dans R.. On fixe une norme || -|| sur M, (R) et une
matrice A € M,,(R) et on considere application f : M,(R) — M,(R)
donnée par f(X) = XAX.

1) Montrer que f est différentiable en tout point X € M,(R) et
calculer D(f)x (donner la formule explicite pour D(f)x(H), H €
M, (R)).

2) Montrer que ||D(f)x|| < 2||A|l - || X]|. En déduire que f est une
application contintiment différentiable.

3) Enoncer le théoréme d’inversion locale.

4) Supposons que A est inversible. Montrer qu'il existe € > 0 tel
que pour toute matrice B € M, (R) vérifiant | B — A™!|| < & I'équation
XAX = B admet une solution dans M,(R).

Exercice 3. 1) Enoncer le théoreme de Cauchy-Lipschitz.

On considere 'équation différentielle
o' (t) =tw(t)? — . (%)



2) Montrer que pour tout z il existe une unique solution maximale
de I’équation (*) vérifiant x(0) = xo.

3) Trouver les solutions maximales des problemes de Cauchy z(0) =
—1et z(0) =1.

4) Enoncer le théoreme des bouts.

Pour tout xy € R on note (z(t), |a, b[) la solution maximale du probleme
de Cauchy z(0) = .

Dans la question 5) on suppose que xy €] — 1, 1].

ba) Montrer que la fonction z(t) est strictement décroissante. En
déduire que Ja, b|=] — 0o, +00].

5b) Déterminer limy_, 4o (t) et limy—,_ o ().

Dans la question 6) on suppose que xy > 1.

6a) Montrer que z(t) est strictement croissante. En déduire que
a = —oo et déterminer lim; , o, x(t).

On veut prouver par ’absurde que b < +o00. Supposons que b = 400.

6b) Montrer que z(t) — 400 quand t — +o00. En déduire qu’il existe
to > 0 tel que 2/ (t) > t2x(t)/2.

6¢) Montrer que pour tout ¢ > tg on a

1 L i

x(ty) x(t)~ 6

et conclure.
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