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Exercice 1. 1) Enoncer le théoréme des fonctions implicites.
Réponse. Confer le cours.

On considére la relation
cos(z +y) =1+y.

2) Montrer que cette relation définit, au voisinage de 0 une fonction
continument différentiable 6(z) vérifiant

cos(z + 6(z)) = 1+ 6(x).

Solution. Soit f(z,y) = 14 y — cos(z + y). Alors f est continu-
ment différentiable et Q%%Ei) = sin(z + y) et %Zy) = 1+ sin(z + y).
Comme f(0,0) = 0 et —E% = 1 # 0, par le théoréme des fonctions
implicites il existe une fonction continument différentiable 8(z), définie

sur un voisinage de 0 et telle que f(z,8{z)) = 0. Donc

cos(z + 6(z)) = 1 + 0(z).

3) Montrer que #(z) admet la dérivée seconde et calculer 8(0) et 8”(0).

Solution. On a

o(a) = (afg;, )
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On en déduit que #'{0) = 0. Comme
0" (x) = ( : | _cos(z+8(x))(1 + 0'(a))
L+sin(z+60(z))) (14 sin(z + 8(z)))?
on obtient que 7(0) = —1.

Exercice 2. 1) Enoncer le théoreme d’inversion locale.
Réponse. Confer le cours.

On considere 'application f : R? —+ R? définie par
flz,y) = (z +y, 3z + sin(x) + sin(y)), V(z,y) € R

2) Déterminer en quels points (z,y) € R? Dapplication [ est
un difféomorphisme local, i.e. il existe des voisinages ouverts Ue
et Viay de (z,y) et f(z,y) tels que f est un difféomorphisme de Ut
Sur Vf($1y).

Solution. Comme

af(z,y) df(z.y) y
ek (1,3 4 cos(x)), T = (1, cos(y)),

Papplication f(z,y) est de classe C? et

1 1
Jac(f ey = (3 + cos{x) COS(%’))

Donc det(Jac(f)(y) = cos(y) — 3 — cos(z). Comme |cos(z)| < 1 et

| cos(y)] < 1, on en déduit que det(Jac(f)zy) < ~1, d'oll det(Jac(f) ) #
0 pour tout (z,y) € R® Par le théoréme d’inversion locale, pour tout
(z,y) € R? il existe des voisinages ouverts Uty €t Vi de (z,y) et
[z, y) tels que f est un difféomorphisme de Uta.y) sur Viiz.

3) Montrer que pour tout @ € R Papplication 7. : R - R définie
par

9a(2) = 32 + sin(z) + sinfa — z)
est bijective.

Solution. Comme |cos(z)| < 1 et |cos(a —2)| € 1, on a ¢.(z) =
3+ cos(z) — cos(a — x) = 1 pour tout & € R, Donc la fonction Jal)
est strictement croissante et application g, : R — R est injective.
Comme limg._o gu(2) = —00 and lim, . g,(2) = +00, Iapplication
Ya est surjective par le théoréme des valeurs intermédiaires.




4) Monter que l'application f est bijective. En déduire que f est un
difféomorphisme de R? sur R?.

Solution. Il faut montrer que pour tout (a, b) € R? Péquation f(x,y) =
(a,b) admet une solution dans R? et une seule. On a

r+y=a
3z +sinfz) 4+ sin(y) = b,

d’otl y = a — z et 3z +sin(z) + sin(a — z) = g,(z) = b. Par la question
3), il existe un unique zg € R vérifiant g,(x¢) = b. On en déduit que
(zo,a — zg) est P'unique solution de I’équation f(z,y) = (a,b).

Exercice 3. On considere ’équation différentielle

/() = z(t)! —tz(t)®. (¥
1) Enoncer le théoreme de Cauchy-Lipschitz. Montrer que pour tous
to € R, zo € R il existe une unique solution maximale z(t) de I’équation
(*) vérifiant z(tp) = wo.

Solution. Confer le cours pour I'énoncé du théoréeme de Cauchy-
Lipschitz. L’équation (*) s’écrit o/(¢) = f(¢, x(t)), on f(¢,x) = z* —ta®.
Comme les fonctions f(¢,z) et af(t AIte) — 433 — 9tx sont continues (fonc-
tions polynomiales), f est de classe C' par rapport a z et par le
théoréme de Cauchy-Lipschitz tout probleme de Cauchy admet un
unique solution maximale.

2) Pour tout t € R donner la solution maximale du probleme de
Cauchy z(to) = 0.

Solution. La fonction x(¢) = 0 pour tout ¢ € R est une solution max-
imale du probléme de Cauchy z(ty) = 0. Par le théoréme de Cauchy-
Lipschitz cette solution et unique.

2) Sot fldE) = — tz?. Représenter graphiquement les ensembles
=) | [t —O}U+={tr|ft"c >O}etU“—{i’E|
f(t,z) <0}
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Dans le reste de cet exercice on fixe ¢y et g et on note z(t) la solution
maximale du probléme de Cauchy z(ty) = xq. Soit ]a, b] 'intervalle de
vie de z(t). Soit I' = {(t,z(t)} € R? | t €]a, b} le graphe de xz(t).

4) Montrer que si I' coupe la parabole ¢ = z? en un point (¢, z,),
alors il existe 0 > 0 tel que pour tout ¢ €]t;,# + [ ona (t,2(¢)) € U™,

Solution. Supposons que I' coupe la parabole £ = z? en (¢;,x,). Alors
IL'I(tl) - (Cﬁ'(tl)g - tl)CE(tl)z = (. Donc

z(ty + k) = a(ty) + Z(0)h + e(h)h = 2, + (M),
olt €(h) — 0 quand h — 0. Donc
fltr+hx(ts +R)) = x(ty + B) (@t + h)? —t; — h)
ol
oty +h)? =t — h=(z1 +e(R)h)* —t; — h = (20,e(h) — 1)h.

On remarque que (¢ + k) # 0 (sinon z(¢) = 0 pour tout £ € R par
I'unicité de solutions). Comme e(h) — 0 quand i — 0, il existe § > 0
tel que 2z1¢(h) < 1 pour tout A €]0,4[. Done pour tout A €]0,5[ on a
que f{t; + h,z(t; + h)) < 0 d’ont 'assertion voulue.

Dans les questions 5) et 6) on suppose que ¢y > 0, zg > 0 et 23 < ¢o.
5) Montrer que ¢ = —co et b = +o0.

Solution. a) Il résulte de la question 4) que si 22 < g t.e si (tg, 20) €
U™, alors pour tout ¢ € [tp, 0] on a {t,z(t)) € U~ (i.e. la partie droite
de T" ne sort pas de la zone U~). (lci on exclut le cas zp = 0 qui est
étudié dans la question 2)). Prouvons cette propriété par I'absurde.
Supposons qu'il existe £ € [to, ] tel que (£,z(€)) € U' ie. que
f(&,z(&)) > 0. Alors par le théoréme des valeurs intermédiaires ap-
pliqué a la fonction continue f(t, z(t)), il existe ¢, €jtg, b tel que
y(t1) = 0 et y(t) > 0 pour t €]¢,£] (on peut poser £, = sup(Z),
oll Z est I'ensemble des zéros de la fonction f(¢, 2(¢)) dans l'intervalle
[to, b1]). Ceci signifie que le graphe I' coupe la parabole en (¢, z(t;))
et que (¢,z(t)) € U' pour t €ty,b] ce qui en contradiction avec la
question 4).

b) Supposons que b < +oo. Alors, par le théoreme des bouts on a
lim,_,s- 2(f) = oo ce qui signifie qu'il existe § > 0 tel que (¢, z(¢)) €
Ut quand ¢ €)b—4,b[. Or ceci contredit la remarque a). Donc b = 4-00.
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Supposons que a > —oo. Alors, par le théoréme des bouts lim,_, .+ z(t) =
+oo (si limy_,q+ 2(f) = —o0, le graphe I' coupe la droite z = 0 ce qui
est impossible par I'unicité de la solution du probleme de Cauchy et la
question 2)). Donc il existe £ > 0 tel que pour tout t €la,a + €] on a
(t,x(t)) € Ut. Alors pour tout ¢ €]a, a+e] onaz'(t) = z(t)*(x(t)*—t) >
0 ce qui signifie que z(t) est croissante sur 'intervalle |a, a + ¢]. Ceci
contredit le fait que lim;_,,+ z(t) = +00. Donc ¢ = —co.

6) Déterminer limy_, oo z(t) et limy, o0 (2).

Solution. Sit < 0, (t,z(t)) € UT d’ou 2/(t) = f(t,z(t)) > 0. Donc
x(t) est strictement croissante sur | — 0o, 0]. De plus, z(t) > 0 parce
que, sinon, il existe £ tel que z(£) = 0 ce qui contredit 'unicité de la
solution du probleme de Cauchy et la question 2). Donc x(t) admet
une limite quand ¢ — —oo et on pose A = limy , o @(t) = 0. On va
montrer que A = 0. Supposons que A > 0. Alors

2'(t) = z(t)! — tx(t)? = +oo, quand ¢t — —oo.

En particulier, il existe 77 < 0 tel que 2'(f) = 1 pour tout t < 1).
Dongc, pour tout £ < 7} on a

T
z(T)) — z(t) = [ o' (t)dt = (Ty — t).

On en déduit que z(t) = —oo quand ¢t — —oo ce qui est impossible.
Donc limy;_,_o, z(t) = 0.

Par la question 5), (¢,z(t)) € U™ pour tout ¢t > ¢, ce qui signifie
que Z'(t) = f(t,z(t)) < 0 pour tout t = ¢ et que r(t) est strictement
décroissante sur [tg, +oo. De plus, z(t) > 0 pour tout ¢ = ¢ parce
que, sinomn, il existe & tel que x(€) = 0 ce qui contredit le théoreme de
Cauchy-Lipschitz et la question 2). Donc z(t) admet une limite quand
t — +o0 et on pose B = limy_, ;o 2(t) = 0. On va montrer que B = 0.
Supposons que B > 0. Alors

7' (t) = z()! — tz(t)> - —c0  quand t = +o0.

En particulier, il existe T3 = ¢y tel que 2'(t) < —1 pour tout ¢ > Ts.
Donec, pour tout t = 7T, on a

plt) = a(Th) = [ng o(t)dt < Ty —t

On en déduit que x(t) — —oo quand t — 400 ce qui est impossible.

Done limy_, o @(t) = 0. 4 %
/—/ﬁ/‘/ : 4_,},




Dans les questions 7) et 8) on suppose que to > 0, 29 < 0 et 22 < 1.
7) Montrer que b = 400 et déterminer limy_,, o, x(t).

Solution. Par la question 5), (¢,z(t)) € U™ pour tout t > t,. Sup-
posons que b < +oo. Alors la remarque précédente implique que x(t)
reste bornée quand ¢ — b~ ce qui contredit le théoreme des bouts.
Donc b = +oc.

Comme (,2(t)) € U™ pour tout ¢ > tg, on a que 2'(t) = f(t,2(t)) <
0 pour tout ¢ = to et z(t) est strictement décroissante sur [ty, +o0o[. On
pose C' = limy_, ;o @(t) < 0. On va montrer par 'absurde que C' = —oc.
Supposons que C' € R. Alors

Z'(t) = z(t)* — tz(t)? = —0 quand t — +o0.

Donc il existe T" tel que pour tout ¢t = 7" on a 2'(t) < —1 et donc

1) = /Tt ' (t)dt < a(TY+T - ¢.

Comme la droite déquation @ = x(T) + T — t coupe la parabole
z = —/t (on peut remarquer que z = x(T)+ T — t + VI — —oc
quand t — +o00), on en déduit que le graphe de z(t) sort de U~ ce qui
est impossible. Donc C' = —oc0.

8) Montrer que si a < 0 alors pour tous a < t; <ty <0 on a
1 1
.’]3(?5;)3 Z['(tg)g

En déduire que a > —oc.

> 3t — t).

Solution. Pour tout ¢t < 0 on a '(¢)/z(t)* = 1 — t/z(t)? > 1, d’ott
1 1 % w &
= = 3/ _dt;i%f dt = 3(ty — t1).

A R AT R
Supposons que @ = —oc. Alors I'inégalité précédente montre que 1/x(t,) —
+00 quand ¢; — —oo ce qui implique que z(¢,) > 0 et (t;) — 0 quand
t; — —oo. Or la fonction x(t) est croissante et négative sur | — oo, 0].
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