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1) Trouver les valeurs propres et les sous-espaces propres de A.

Exercice 1. Soit A = ( 5 3 ) .

Solution. Le polynoéme caractéristique de A est

A=-5 =3 .
xa(A) = 6 )\+4—)\—)\—2.
Donc les valeurs propres de A sont Ay = —let Ay =2.On a

6 3
aonn (5 1),

Siv= (;) est un vecteur propre associé 4 Ay, alors

(o 5)() =)

d’ott 2z +y = 0. Donc le sous-espace propre correspondant est le sous-
espace de dimension 1 engendré par le vecteur e; = (fz)

Ona
3 3
w5 3)

Siv= (z) est un vecteur propre associé & Ao, alors

(s 5)6)-6)

d’oll z 4+ y = 0. Donc le sous-espace propre correspondant est le sous-
espace de dimension 1 engendré par le vecteur e; = (_11)

2) Caleuler e?* et ¢!, ot1 £ est une variable.

Solution. Comme A; # Ay, les vecteurs ¢; et e; forment une base
de R?. On a Ae; = —¢; et Aeyg = 2e5. Donc

(% )= (5 ) (0s)



2

Posons P = (_12 _11) .Alors A= P ("61 g) P~1. On note que

L (-1 -1
P _(2 1).
-1 0 et 0
explio 2)t/= o &)
Done

' ' et 0 ~ et 4962 et 4 o?
eXp(At) = Pexp (( 0 th) t) Pt = (2e—t — Qe et _ g2t
et

ot ‘0 L (et + 9e—2 ot g2
exp(—At) = Pexp ((0 e‘”) t) P = (2et _9e= et . o2

On considere le systéme d’équations différentielles suivant

{f@)=&ﬂﬂ+3Mﬂ,

(%) Y (1) = —6x(t) - 4y(t).

3) Expliciter la solution générale du systeme (*).

Solution. On a

(ESD = exp (A1) (S;) CL,GER,

d’oit
z(t) = OI(_E_t + 26%) + 02(_8—t + e?t)’
y(t) = Cr(2e™* — 26%) + Cy(2e * — &),

ot C1,C5 € R. En posant 4; = —Cy — Cy et Ay = 2C + C, on peut
écrire la solution générale sous la forme

z(t) = A" + Age™,
y(t) = ~2A18_t - Agezt, Al,Az R

4a) Trouver les solutions (z(t),y(f)) du systéme (*) vérifiant
lim (=(¢),y(t)) = (0,0).

t—=+00



Solution. Comme lim e? = 400 et lim e~

-+ =+

Ay = 0. Donc z(t) = Are™, y(t) = —24:¢7 ou (“(t)) = Ae7t( ).

w(t)

= 0, on trouve que

4h) Trouver les solutions (z(¢), y(t)) du systéme (*) vérifiant
lim (z(t),y(t)) = (0,0).

t——o0

Solution. Comme lim e = 0 et lim e?

f—=—0oo 00

Ay = 0. Donc z(t) = Aze®, y(t) = —Ae? ou (Zgg) = Ase®( ).

= +o¢, on trouve que

4¢) Dans chacun des deux cas précédents 4a) et 4b), tracer la tra-
jectoire. N
J A 240 1

A >O

5) Soit (z(t),y(t)) une solution du systéme (¥} qui n’est pas du type
4a) ou 4b). Montrer que la trajectoire de (x(t),y(t)) admet deux
asymptotes (lorsque ¢ — —oo et ¢ — +oo respectivernent) dont on
déterminera les équations.

Solution. Si Ay, Ay #£ 0, on a
y(t) = —x(t) - Ae™,
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oil |z(£)| — 400, [y(t)| = oo, et |Are™ — 0 quand ¢ — +oco. Done la
droite d’équation y = —z est asymptote de la trajectoire de (x(t), y(t))
lorsque £ — +oco.
De méme
y(t) = —2z(t) + Age™,
ot |z(t)| = +o0, [y(£)] = 400, et |Aze*| = 0 quand £ — —0o0. Donc la
droite d’équation y = —2z est asymptote de la trajectoire de (z(t), y(t))
lorsque £ —» —00.

6) Donner Pallure de la trajectoire de la solution du probleme de
Cauchy z(0) = —3, y(0) = 3, 5.

\ 1 -3
olution. “ =-2A% (o) —
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7) On considere le systéme d’équations différentielles

z'(t) = bz(t) + 3y(t) + 1,
y'(t) = —6x(t) — 4y(£) — 1.

Donner la solution du probléme de Cauchy z(0) = 0, y(0) = 0 pour ce
systeme.

Solution. On a

(Z%) = exp(4?) fo “exp(- A7) (_11) dr.

- (', (o
L)



Comme

on trouve que

]Ot exp(— A7) (fl) dr = 2(e™ 1) (‘11)
(o) =2 - 0() =3 (o)

Donc z{t) = %(eét — 1) et y(t) = —3(e* — 1)

ef

Exercice 2. On considére le systeme d’équations différentielles d’ordre

2:
- (8) = (1),
‘ y'(t) = —ka(t) — y(t).

ot k¥ et £ € R sont des parameétres fixés.

1) Représenter dans le plan Ok Pensemble des points (k,£) pour
lesquels le portrait de phase du systéme (**) est

1la) un foyer attractif (resp. répulsif);

1b) un neeud attractif (résp. répulsif);

1¢) une selle.
Rappeler I'allure des portraits de phases des 3 cas listés.

Solution. La matrice du systéme est

(1)

Le polyndme caractéristique de A est x4(X) = X2+ £X + k. Le dis-
criminant de A est A = £* — 4k et la trace de A est Tr(A) = —£. Donc
le portrait de phase du systéme (**) est
o un foyer attractif, si A =% — 4k < 0 et Tr(A) = —£ < 0.
e un foyer répulsif, si A = #2 — 4k < 0 et Tr(4) = —£ > 0.
e un noeud attractif, si A = £2 — 4k > 0, det(A) =k > 0 et Tr(4) =
- <0.
B. un neeud répulsif, st A = ¢2 — 4k > 0, det(A) =k > 0 et Tr(A) =
- k> 0.
e une selle, si A = #2 — 4k >0 et det(A) =k < 0



h oew d a H‘[‘th.h.?
A>0,0>0 , R>0
v ke

h oeud 'U:}?u QM?
ASp, €O

2) Donner l'allure du porirait de phase lorsque (k,£) n'appartient &
“aucun des ensembles précédents.

Solution. e Supposons que [ =0et k > 0. Alors A = ¢2 — 4k < 0 et
Tr(A) = —¢ = 0 et il s’agit d'un centre.

¥

e Supposons que k = I = 0. Alors 2'(t) = y(t) et y(t) = 0. Donc les
solutions du systéme sont y(t) = a et z(f) = al + b, ol a,b € R. Les
trajectoires sont les droites paralléles & 'axe des abscisses:

1 a>o
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e Supposons que k = 0 et I # 0. Alors 2/(¢) = y(t) et ¥'(¥) = —Cy(t).
Les solutions du systéme sont y(t) = ae ™™, z(t) = —%e

a,b € R. 8i a = 0, la trajectoire se réduit au point (b,0). Si a # 0,
alors on a y(t) = —£z(t) + b¢, ol y(t) parcourt soit 'intervalle | — oo, 0]
(si @ < Q) soit Vintervalle 0, +oc| (si @ > 0). Les trajectoires sont des
demi-droites comme le montre le dessin ci-dessous:

¢ >0 4
AN

pt.,

g >0
{0

e Supposons que A = 0 et [ # 0. Alors le polyndme caractéristique a
une racine double A = —£/2. Aprés un changement de base convenable,

le systéme s'écrit; ) )
(v0)= 6 3) Geo)

On en déduit que 4(t) = ae™ et Z(t) = ate™, ot a € R. Les trajectoires
sont représentées sur le dessilfluci—dessous:

\h‘ A <LO
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