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Premiere partie

Calcul différentiel



1. Rappels et outils

1.1. Normes, complétude

Définition 1.1. Soit E un espace vectoriel sur K € {R,C}. Une norme sur E est une
application N : £ — R qui vérifie :

(positivité) N(x) > 0 pour tout z € E. Si N(z) =0 alors z =0

(homogénéité) VA € K N(Azx) = |A\|N(z)

(inégalité triangulaire) Vr,y € E : N(x+y) < N(x)+ N(y)

Une norme satisfait alors automatiquement I'inégalité triangulaire inférieure (preuve voir
polycopié “Fonctions de plusieurs variables” de L2)

N(z —y) = [N(z) — N(y)|.
Définition 1.2. distance entre deux vecteurs x et y de E : dist(z,y) = N(x — y)

Définition 1.3. Soit (E,||.||) un e.v.n. (espace vectoriel normé) et (x,)nen une suite
dans E. La suite (z,,), est convergente vers une limite ¢ € E si

Ve > 03N Vn>N |z, -/ <ce
Définition 1.4. (z,) est une suite de Cauchy si :

Ve>03IM VYa,m>M |z, —an| <e

Une suite convergente est de Cauchy. La simple preuve est a savoir absolument.

La réciproque est fausse en général. Pour un premier contre-exemple on regardera en
dimension 1 un espace métrique (qui n’est pas un R-espace vectoriel) puis, plus tard,
un exemple de fonctions continues avec une norme non-compléte — mais C([a,b]) est de
dimension infinie.

Exemple 1.5. Soit () la suite définie par les "n premiers chiffres” de v/2 : 1 =
14 141 1414

1;x2:ﬁl’3—m,l’4—m,
Cette suite est de Cauchy dans R et Q, et 2, —3 /2, dans (R, ].]). Mais v2 ¢ Q : la
suite ne converge donc pas dans (Q,|.|)!

Définition 1.6. On dit que (E, ||.||) est complet si toute suite de Cauchy converge.

Le point important de la complétude est qu’il ne faut pas connaitre un “candidat” /¢
pour limite pour pouvoir montrer la convergence : on démontre la propriété de Cauchy a
la place! En revanche, on saura que (x,) converge, mais on n’aura toujours pas la limite
“en mains”.



Exemple 1.7.
1. R est complet (par construction).
2. n>1,R" est complet. Question : pourquoi n’a-t-on pas spécifié la norme ? ?
Réponse : en dimension finie, toutes les normes sont équivalentes, en effet si ||.||
et ||.|| sont deux normes, il existe A ,B € R tels que A.|z| < |z|| < B.|z].

Convergence et Cauchy pour une norme entraine donc la méme propriété pour
toute autre norme.

Démonstration. On fixe la norme ||.|loo. Soit (x,) une suite de Cauchy dans R" et

R™ - R L N .
Ty la projection de x = (z1,...,x,) € R" sur sa k-itme coordonnée.
T +— Tk
|k (Tn) — Tk (2m)| = |Tk(Tn — 2m)| < ||Tn — Zm||oo- Ce qui montre que (7 (zn)n>1

est de Cauchy pour chaque k, donc convergente dans R vers ¢y : mp(zp,) [y
Soit £ € R™ tel que £ = (¢1,...,0k,...,L,) Ce £ est le “candidat” pour la limite. 11
faut encore montrer la convergence !

Soit € > 0 et M comme dans la définition 1.4. Alors

16 = 2nlloo = [[(_ im 2m) = Znlleo = lm |lzm —2nfeo < e
m——+00 m—+00
pour tout n > M. Ce qui montre que (x,) converge vers ¢ dans R". O

3. Par conséquent, tous les e.v.n. de dimension finie sont complets !

4. E = C([a,b]) muni de la norme || f|lcoc = max{|f(t)], a < t < b} est complet.
Preuve en TD!!

5. E = C([a,b]) muni de la norme “moyenne” ||f||; = f; |f| n’est pas complet, en
effet : Prenons le cas [a,b] = [0, 1]. Soit f, affine par morceaux tel que f,(z) =0
sur [0,1/2 — 1/n] et fo(x) = 1 sur [1/2+ 1/n,1] . Alors (f,) converge en norme
moyenne vers la fonction f et Lj1/2,) s eneffet || fo,— fl1 = 1/n, car c’est la surface
des deux triangles rouges :
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Par conséquent, c’est aussi une suite de Cauchy pour la norme moyenne. Par
contre, la limite 1(; /5 1) est discontinue — donc (f,,) ne converge pas, car la seule
limite possible n’est pas dans le bon espace. C’est un “trou”, une fonction
qui manque. En effet, si on “compléte” les fonctions continues par rapport a la
norme moyenne (intégrale au sens de Lebesgue), on obtient un espace plus large,
appelé L'([0,1]). Ceci sera discuté dans le cours intégration .... Un autre exemple
du méme type (présenté en cours) est la suite (f,) définie par f,(x) = 2™ sur
[0,1] et fu(x) = 1 sur [1,2] qui converge en moyenne vers 1j; o — une fonction
discontinue sur [0, 2]!!

Définition 1.8. Soit F un e.v.n. On dit que la série Zn21 Ty, converge absolument dans
E sila série ) - ||zn|| converge (absolument) dans R.

Il serait plus logique de dire “normalement” convergent, mais ’expression “absolu-
ment” s’est établi en analogie de séries (numériques) o abs. conv signifie que », - [as|
converge. La généralisation faite ici est donc de remplacer la valeur absolue par les
double-traits de norme.

L’expression de “conv. normale” en revanche est réservée a la littérature francophone
(inexistant en lit. anglophone!) et désigne la conv. absolue de séries de fonctions par
rapport a la norme sup.

Théoréme 1.9. Soit E un e.v.n. Alors
E complet < toute série absolument convergente est convergente.

Démonstration. = : On suppose que E est un e.v.n. complet. Soit une suite (z,,) dans
E telle que Y 7, [Jan]] < oo (ie. () est absolument convergente). Soit la suite des
sommes partielles Sy = 25:1 Zp. Alors, pour N < M : ||Sy — Su]| = || Z%:NH I <
> 1zl "% 0 donc (Sy) est de Cauchy donc par hypothése (E complet), elle
converge. Ceci veut dire que ) x,, converge.

< : Soit (xy,) de Cauchy, c'est adire : Ve >0 IM  Vn,m > M ||z, —zn| <e
Pour k > 1, prenons € = 27%. On note y;, := xpp, alors Vk, 1 > My |lye—ui]] < o~ min(k,l)
En particulier >3° ; [|yks1 — ykll < Yoo 27% < oo donc par hypothese (ie abs. conv. =
conv.), la série Y7~ | (yg+1 — yx) converge ce qui équivaut & (y,) converge. En effet, par
télescopage,

K

o0
Y1+ ;(ykﬂ —yr) =y + I(lgnoo;(ykﬂ —Yg) = Kh_{noo YK +1

Donc la suite (z,,) admet une sous suite (y,,) convergente.

Lemme 1.10. Dans ce cas, (z,,) converge vers la méme limite que sa sous-suite.

Démonstration. (du lemme) Soit € > 0. Il existe alors un N avec ||¢ — y,| < /2 pour
tout n > N. De méme, par Cauchy, il existe un M > 0 avec ||z, — x| < £/2 pour



n,m > M. Il suffit de choisir m = M} pour k > N tel que My > M pour assurer via
Tm = TM, = Yk que

Vm>M: lzn =l < oo =yl +llye — Ll <e/2+e/2=e.
O

Conclusion dans la preuve du théoréme : (x,) converge (vers la méme limite que (yy))
donc E est complet. ]

Exercice : revoir le théoréeme de la convergence normale d’une suite de fonctions continues
sur [a, b] comme un corollaire du théoreme 1.9 et le fait que C([a, b]) est complet (exercice
de TD) — ou a lenvers, déduire de ces deux théorémes que C([a,b]) est complet.

1.2. Applications linéaires continues

Définition 1.11. Soient F, F' deux e.v.n; et T : E — F une application.
SiVe,y e B VA, peR, T(Ax+py) = NT(x)+uT(y) alors on dit que T est linéaire.

Théoreme 1.12. Soient E, F deuzx e.v.n; et T : E — F une application linéaire, alors
les propositions suivantes sont équivalentes :

1. T est uniformément continue (rappel : Ye > 0, 36 > 0 tel que Vz,y € E? ||z —
yll <6 =[T(x) =Tyl <e)
2. T est continue (rappel : Yx € E, Ye > 0, 36 > 0 tel que Yy : ||z —y|| < 6 =
IT(x) = T(y)l <e)
3. T est continue en x =0
4. e >0 tel que | Ty||p < c.||z]|B
Démonstration. (1) = (2) = (3) : immédiat.
(3) = (4). On va montrer (non4) = (non3)
D’abord, observons que T'(0g) = T7(0-0g) = 0-T(0g) = O : des applications linéaires
envoient toujours 'origine sur l'origine. Supposons maintenant (non4), donc

Vn > 1, 3z, € E tel que ||T(z,)|r > n?||z,| £

Prenons y,, = mgcn lyn — 0] = [lyn|| = 2 — 0.
Mais [[7(y)| = mrirIT(n)l| > srirn® ]l = n ce qui montre que T(y,) - T(0) =
0 donc T' n’est pas continue en 0, ce qui est (non3).
(4) = (1) Soit ¢ tel que ||T;||r < c.||z||E, Pour montrer cont. uniforme, soit ¢ > 0. On

prend § = £. On a alors ||z —y|| <6 = |T(z) - T ()| = |T(x—y)|| < cllz -yl <e. O

Définition 1.13. On appelle norme d’opérateur de 7' la norme définie par :

def. .
Il e ) == int{c > 0;Var € B; |Tz|p < . ||z] 5}



Muni de la norme d’opérateur, L(F, F') est un e.v.n.

Exercice 1.14. Montrer que [ - || (g, ) est une norme! Ensuite montrer que

I a:HF
1T (e, py = sup{ T2lls x # 0} = sup{||Tz| r; [|=]] < 1}

L’égalité des deux sup’s est relativement simple. Pour ’égalité “inf=sup”, montrer une
double inégalité. Soit

s := sup{ H‘ HHF #0} et I={c>0;Vee E;||Tz|p <c.|z|z}
x
Justifier que ||[Tz|| < s ||z|| pour tout z € E et donc que s € I. En déduire ||T]| < s.
Expliquer pourquoi I C R est un intervalle, pour conclure que (||T'||+¢) € I. En déduire
que s < ||T|| + e. Conclure.

Théoréme 1.15. Si E est un e.v.n. et F est un espace de Banach (e.v.n. complet),
alors L(E, F') est complet si F' est complet.

Démonstration. Soit (T,,) une suite de Cauchy dans L(E; F'). Rappelons que toute suite
de Cauchy est bornée. Il existe donc M > 0 avec ||T,|z(g,ry < M. Alors pour tout z,
(T, x)pest Cauchy dans F. Par hypotheése, Tx := lim T,z existe. Voila le candidat pour
la limite. On a

T(ax + By) =1lim T, (ax + By) = limaT,(z) + BT,(y) = aTx + Ty
d’ou la linéarité de T'. De plus,
[Tz p = [[lim Tzl p = lim || Thxl|p < Mlz||p

ce qui acheve que T' € L(E; F). Reste a montrer que T,, — T dans la norme de L(F; F).
Soit € > 0 et M le rang de la propriété de Cauchy de (7). Alors, pour n > M et
|z]| <1, ona

[Thz = Tz||p = lim | Tyz — Tnzl|lp < ef|z|

Il suit que |7, — T'||z(g;r) < € pour n > M. O

Proposition 1.16. Si E est un espace vectoriel de dimension finie et F' un e.v.n. alors
toute application linéaire de E dans F est continue.

Démonstration. Soit E un e.v. de dimension n. Soit (eq,...e,) une base de E. Alors,
pour tout x € E5; I ay, ..., an} tel que x = Y7 | age;. Notons [|z]| = max;eqy, . nylo :
c’est une norme sur F (vérifier!). Par linéarité de T on a :

- Hiameg | < Z aal|T (el

( glax \041\ Z |Tei||lr = C.|x

1Tl =HT<§ aie)




en posant C' = Y 1" | || Te;l|r. Comme E est de dimension finie, toutes les normes sont
équivalentes (voir cours S3), on a donc C.||z|| < C||z||g d’ou | Tx||r < C|lz| g, donc T
est continue, via le théoremel.12. ]

Remarque 1.17. Si (E, ||.||) est de dimension infinie, il existe des applications linéaires
discontinues.

Exemple 1.18. Soit E = cp9 = {(zn)nen tel que AN € N, ¥n > N, z,, = 0} ('ensemble
des suites stationnaires nulles). Soit la norme ||z,|c = sup,,~1|z»| Rappelons qu'une
base d'un espace vectoriel est une famille libre B telle que tout z € E s'écrit comme
combinaison linéaire (finie!) d’éléments de B. Soit e; = (0,...,0,1,0,0,...) la suite avec
un seul 1 au rang i. Alors B = {e; : i > 0} est une base de E. Soit

F — N

() § n.Tn,

n=1

C’est une somme finie car z,, est nul a partir d’un certain rang.

On a |Te,| =n = n|len)|oo d’out

T T
ap 7oL S o Tenl

2#0 1lloc ~ nen llenlloo B

—+00.

On voit que T n’est pas continue, par le théoreme 1.12.



2. La différentielle

La dérivée de f : I — R (I intervalle ouvert de R) est définie par : f/(a) = limy,_ w =
l si cette limite existe.

Remarque 2.1. attention, cette

définition n’a pas de sens si h est Y

un vecteur. Par contre : (I'existence de

f(a)) & (Ve > 0; 3§ > 0 tel que Vh #

0, |h| < 8 = [Heth=fla) g o ) &

(If(a + h) — fla) = bl| < elh]) < e
([f(a+h) = (f(a) + hi)| < e|h]) Jlazn
Posons g(h) = f(a) + hl; g est la droite

affine qui est tangente au graphe au / Gaq+h
point(a, f(a)). On dit que g(h) est une

approximation linéaire de f, proche de a

(méme si elle est affine).

Définition 2.2. Soit Q2 un ouvert de F un e.v.n., a € Q et F un e.v.n. Soit f: E — F.
On dit f est différentiable en a s'il existe une application linéaire continue L € L(E, F')

telle que le reste 7(h) = f(a+ h) — (f(a) + L(h)) satisfait % L200.

Pour une application f : R™ — R™ on a le concept de dérivées partielles, notées %’
On observe que, si f est différentiable, alors

O = fl@) o S0 L) ket = f@) e 1)
teER—0 t t—0 t t—0 t

= 1(v)

car par hypothese de différentiabilité, ritv) 128

7
Pour v = e; on obtient L(e;) = g—i(a).(par définition de la dérivée partielle). Ainsi L, si

elle existe, est nécessairement représentée par la matrice Jacobienne :
aﬂcl fl T axn fl
Tpla) = | - :

Remarque 2.3.

— On amontré que si f est différentiable en a, alors L est représentée par la jacobienne
Jr(a). La réciproque est fausse en général : existence de la jacobienne n’implique
pas que f est différentiable. C’est vrai si I'application a — J¢(a) est continue (cf
polycopié S3). Revoir le flowchart !
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— On peut noter la différentielle de f au point a : Ds(a) ou df(a), Da(f).

Si f est différentiable en tout point a € €2, on peut définir la fonction

. Q— (‘C(EvF»v HHL(E,F))
“|lar Ds(a) =1L

Proposition 2.4. Propriétés de la différentielle :
1. f différentiable en x = a = f continue en x = a

2. Dyyg(a) = Dy(a) + Dy(a). Ezercice : démontrer ceci! Indication :
(f+9)(a+h) = flat+h)+gla+h)= fla)+g(a) + ..

3. VA€ K, Dy (a) = ADy(a). Ezercice : démontrer ceci! Indication :
A)a+h)=Afla+h)=\f(a)+

4. Soient B, F,G des e.v.n.
Soient Q € E ouvert, et O € F ouvert; f:Q —F, g: O — G tel que f(2) C O.

Alors si f différentiable en a € Q et g différentiable en b = f(a), alors go f est
différentiable en a et : Dyog(a) = Dy(f(a)) o Dy¢(a).

L’ordre des différentielles est important ! “ Dypedly “n’est pas défini, en général, et méme
si, c’est faux. Le bon ordre se mémorise comme : La différentielle de la composée est
la composée des différentielles respectives dans le méme ordre. C’est a dire : la
différentielle de go f (d’abord g) est D0 Dy (d’abord Dy). C’est simplement le résultat
de la preuve qui suit !

Démonstration. Les points 1, 2 et 3 sont laissés en exercices.
Preuve de la propriété sur la composition de différentielle :

(gofila+h) =g(fla+h))
= g(f( ) Df(a)(h) + Tf(h)), par différentiabilité de f en a . On pose k = Dy (a)(h) + 5 (h)

( ) (b)(k’) + Tg(k), par différentiabilité de g en f(a)
= (g0 f)(a ) (Dy(b) © Dy(a))(h) + Dy(b)(rf(h)) + rg(k)
partie linéaire Do s (a) e(h)
le(r)|| h—0

Montrons que Tlhll — 0

1. Montrons que d'une part Dy (b)(rf(h)) 1200
% < [|Dy(d)]| ”Tﬁh” ot [[Dy ()] (la norme d’opérateur) est une constante
réelle (< oo), d’autre part, par différentiabilité de f on a w "29°0. Dou

Dy (b)(ry(h)) “=5 0.
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2. Montrons que rg(k) ( ( )(R) +7'f(f;)) h—>0

()l _ lIra(Dg(a)(h )+7"f(h))|| | Ds(a)(h )+7”f(h)||
1Al |Dg(a)(h) +rp(R)|| |7l
B (1)

I) Par continuité de la différentielle de f en a, kK = D¢(a)(h)+r¢(h h=9 0; puis
f f

par différentiabilité de g W =90
D¢ (a)(h)+r D¢(a)(h)||||h r¢(h re(h)|| h—0 .
(11) 1Ds( )(||h)||+ sl < 1D (a)( )|||||]L||\|+|| sl < |Ds(a) + I |J|c1§||)H a IDs(a)]| qui

est une constante < oo.

Ainsi,le facteur (II) est borné, tandis que le facteur (I) tend vers 0. Le produit
tend alors vers 0.

O
2.1. La formule des accroissements finis
Pour f: — R rappelons la formule
. t+h)— f(t ,
lim LEFR =SB _ g 2.1)

h—0 h

La tangente en (&, f(§)) est parallele a la droite passant par (a, f(a)) et (b, f(b)).

a b

Cette formule est fausse des que f est a valeurs dans R™. Par exemple f(t) = (cos(¢),sin(?)) :
pour a = 0 et b = 27 on a évidemment f(27) = f(0), mais pour tout &, f'(§) =
(—sin(&), cos(§)) est de norme (Euclidienne) 1. Les deux quantités a droite et gauche de
(2.1) ne seront donc jamais égales, peu importe &.

Mais on peut approcher f(z + h) — f(x) autrement. Pour Q ouvert, et x € il existe
une boule de centre z de rayon r > 0 incluse dans Q. On suppose ||h|| < 7. Soit g(t) =
x+th, t € [0,1] (décrit la "ligne droite” de x vers x + h, incluse dans ). Soit f: Q — R
differentlable et w= f 0g:[0,1] = R, de classe C* (dérivable, de dérivée continue). On
a:o(l) fo ¢/ (t)dt ce qui, par la différentielle de la composition donne

1
Fle+h) - /DM Bt = /Df Dg(t)dt:/o IDj (e + th))(h) dt

12



(la différentielle de f en (z+th) appliquée a h.) En prenant la norme & gauche et droite,
on obtient par I'inégalité triangulaire

Proposition 2.5 (Inégalité des accroissements finis). Soit E, F e.v.n. et  un ouvert
de E. Soit f : Q — F différentiable. Alors

1
1@+ k) = f@)lr < ( /O 1Dy (@ + th)ll g,y dt) |10l

< ((max ||Dy(w + th ) I
< (o 1D ( NeEry ) 10l e
ou || - HE(E,F) est la norme d’opérateur induite par les normes sur E et F' respectivement.
Voir aussi le polycopié de L2 p. 39, pour le calcul de ces normes dans le cas E = R"™.

2.2. La différentielle seconde

Rappelons que pour une fonction d’une variable, f/(a) donne la pente de la tangente au
graphe de f en (a, f(a)). A partir de cette définition, nous travaillons depuis longtemps
avec la dérivée comme fonction : on associe naturellement & a la valeur f/(a) et appelle
cette fonction juste f’. Faisons la méme chose en plusieurs variables :

Soit E, F des e.v.n.,  C E ouvert et f: Q) € E — F différentiable en tout point a € §2
On peut donc définir

Dy Q- (‘C(E7F)7 HHE(E,F))
U P Dy (a)

(ot ||.llz(z,F) est la norme d’opérateur). On observe que Dy est elle-méme une fonction
définie sur un ouvert d’un e.v.n. (ici F') a valeurs dans un autre e.v.n. (ici L(E, F)).
On peut alors se poser la question si (oui ou non), cette nouvelle fonction est continue
(alors f sera appelé “de classe C1”), voir si D ¢ est différentiable ? Dans ce cas

def. 2
Dp,(a) =:Dj(a)

sera une application linéaire continue de E — L(E, F'), ¢’est a dire ch (a) € L(E,L(E,F)).

On l'appelle la différentielle seconde, noté Dj%(a).

Remarque 2.6. Soit E, F,G des e.v.n. Comme pour les applications linéaires, une

application bilinéaire b : £ x F' — G est continue si et seulement s’il existe une constante

C telle que
1b(z, y)ell < C.llzlle - yllr

La preuve, qui sera faite en TD suit les mémes idées que celle du Théoreme 1.12)

Proposition 2.7. Il y a une identification naturelle entre L(E,L(E, F)) et BiLin(E x
E,F), Uespace vectoriel (normé) des applications bilinéaires de E x E € F'.
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Démonstration. En effet, si A € L(F,L(F,F)), on peut définir une application bi-

def.
linéaire continue b(z, y) :==[A(z)](y). Vérifier les propriétés d’une application bilinéaire
en développant b(ax + By, A\u + pv).

Réciproquement, si b : ' x EE — F est une application bilinéaire continue, alors A, :

def.
E — F définie par A, (y) = b(x,y) est linéaire et continue. Il suit que

A E— L(E,F)
' T A,

est linéaire et continue. O

Dans le cas E = R™, F' = R™, on identifie D]% (a) & une application bilinéaire de R™ x
R” — R™. Dans le cas m = 1, celle-ci s’identifie agréablement : Soit ¢ : R? — R
différentiable. On a

d
Dy(k) = 3" 9 (a) by = (Va(a) b
j=1 """

Pour g = Dy cela donne

Dam)m =3 22
j=1
Or
0D¢(a) s D¢(a+t.ej) — Dy(a)
i Ly gl (atte) = Y1 S ().
t—0 t
~lim 3 }[g:fl( +tej) gfl(a)} hy
- of /
ZE}%(HM(@HGJ) — (@) )
"9 ,Of
:; &Ej(a%>(a) Ry
Ainsi,
) " 9%f ¢
D) WI) = D37 g (a)u) ks = (hlHessy (a)-K) = b Hessy (a) &
=1 Il=1
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ol Hessy(a) est la matrice des dérivées partielles secondes :

82f 82f 62f

7277 (@)  Fapar (@) - g (@)
> f : 92 f

Hess¢(a) = ‘9901312 (a) : e a{l‘na?fg (a)
9?2 52 . 82 '

dxléfmn ( ) awgafxn (a) e 83,’"8‘);;” (a)

Remarque 2.8. Sia — Hessf(a) est continue (coordonnée par coordonnée), nous savons
de la L2 que Hess¢(a) est symétrique. Il suit par la discussion précédente qu’alors a —
Dj%(a) est continue, ce qui justifie de dire ” f est de classe C?”.

De la méme fagon, les différentielles supérieures se définissent de proche en proche,
en posant
k
D¥(a) = DDz;_1(a).

La différentielle ordre k s’identifie alors a une application k-multilinéaire continue

Dj(a): Ex - x E—F.
~—_————
k fois

2.3. La formule de Taylor

En dimension 1: g € C*"[I],I CR ¢ € (t,t+h)

n—1 (n)
7j=1

ou R,(h) = %h" (reste de Lagrange)
Remarque 2.9. On a aussi la version du reste
1
R, (h) = h"/ (1 —)g™ (¢t + sh)ds
0

qui s’appelle reste de Laplace.

Soit E, F des e.v.n et Q C E ouvert : f: Q — F de classe C™. Posons g : t — f(a + th)
ou a € (2 et ||h|| est petite. En appliquant Taylor on obtient

9(0 +h) = g(0) + ¢'(0)h + 9”2('%2 SEPE 9(:!(5) %

((311:1 9(0) = f(a),g'(0) = Dys(a)(h),g"(0) = £(Dg(a + th)(h))li=o = D3(a)(h,h), etc.

n—1
1 1
fla+h) =3 =D (a)(h,....n) += D (a+¢€h) (h,...,h).€ € (0,1)
:0‘7 W n: N———

j fois n fois
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On peut naturellement écrire en ajoutant et retranchant le terme de rang n :

n

flath)=>" ﬁp;”(a)(h, Lh)+ %[D;n)(a +&h)(h,....h) — DY (a)(h,..., )]
=0

reste

Ce reste “modifié” s’appelle reste de Young. Par multilinéarité,
| D@+ gn)(h,.....h) = DY (@) (..., W) < |A]" | DY (@ + €h) = D (0) | ey

) est continue dans L(E,F) : pour € > 0 il existe donc § > 0 tel que

Observons que D
||| < ¢ implique
|0 (a +&h) = DY (@)l eer <

peu importe & € (0, 1). Par conséquent, le reste est o(||h]|™). On obtient la Formule de
Taylor en dimension quelconque

fla+m) =Y ;!D;J"(a)(h, B+ o(JAI)

J=0

2.4. Extrema locaux

Soit 2 C F un ouvert. On dit que f : © — R admet respectivement un maximum (mini-
mum) local en a € Q s’il existe r > 0 tel que Va € B(a,r) : f(a) > f(x) respectivement
f(a) < f(z).

Si a est un tel extremum local alors pour tout v # 0, ¢g(t) = f(a + tv) est une fonc-
tion différentiable (dérivable) qui admet un extremum local en ¢t = 0 : nécessairement
¢'(0) =0 < Dy¢(a)(v) = 0 C’est une condition nécessaire mais pas suffisante. On
appelle de tels points des points critiques. Puisque Vv # 0, D¢(a)(v) = 0 on a comme
condition nécessaire

Dy(a) = Oz(gr)

Pour étudier ces points critiques, si f € C2, on peut analyser DJ% (a).

Définition 2.10. Une application bilinéaire b est positivement définie si : da >
0 tel que Vz # 0 € E : b(x,z) > af|z||?. Une application bilinéaire b est négativement
définie si : Ja < 0tel que Vo #0 € E : b(x,z) < ofz|?.

Remarque 2.11. Soit F = R". En notant b(z,y) = 2'Ay , A (donc b) est positivement
définie (respectivement négativement définie) si et seulement si toutes ses valeurs propres
sont strictement positives (respectivement strictement négatives). Par le critere de Hur-
witz : A positivement définie < det(A;) > 0 pour toutes les sous-matrices principales

A; de A.
Attention, si A est négativement définie on a det(A;) < 0;det(Az) > 0;det(Asz) <O0...
(Al = (all))(voir polycopié L2 p47-48)

Proposition 2.12. Soit f de classe C?, a € Q un point critique.
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st ch(a) est positivement définie alors f admet un minimum local en a
st ch(a) est négativement définie alors f admet un maximum local en a

st VA € Spec(D]%(a)), Xi # 0 et il existe \; > 0 et \j <0, c’est a dire si b(x,x)
change de signe, alors a est un point de selle.

st une valeur propre au moins est nulle alors on ne peut pas conclure.

Démonstration. Dans le cas : Dj%(a)(a:, r) > al|z||?. Par la formule de Taylor & l'ordre 2,

il existe un 6 > 0 tel que, pour ||h|| < 6, |r(h)| < a?/4]||h|/?. 11 suit

fla+h) = fla) + Dy(a)(h) +%va(a)(h, h) +r(h)
—— :

=0
> f(a) + - lell? + (k)
2
o
> f(a) + el
On voit que a est bien un minimum local (au moins un minimum dans toute la boule
B(a,d), ce qui justifie le mot “local” !).

Méme démonstration dans le cas D?(a)(x,:ﬂ) < alz|?. Pour le point de selle et le cas
indéterminé : p. 49 - 50 du polycopié de L2. ]
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3. Les grands théorémes

3.1. Rappel

Théoréme 3.1. (Théoréme du point fize/ de Banach) Soit F' une partie fermée d’un
e.v.n. (ou d’un espace métrique) complet®, soit ® : F' — F une application telle que

() = @(y)l| < L. ||z -yl

ou L <1 : on parle d’une contraction stricte.
Alors il eziste une unique point five x* tel que ®(z*) = x*.

Exemple 3.2. Pour tout a > 0, la suite o = a, et xn+1%(:cn + ﬁ tend vers y/a dans
R : c’est la “suite de Heron” : cette méthode était déja connue en Mésopotamie vers
Hammurabi I, ~ 1750 avant J.C. Vers 100 apres J.C., Héron d’Alexandrie 'a rédigé
dans son ceuvre “Metrica”). Pour a = 2, la suite (x,) est bien rationnelle mais ne peut
converger dans Q - manque de limite! On voit que la complétude (que R possede, mais
pas Q) est une hypothese nécessaire.

Démonstration du théoréme. — a) Etape 1 : Existence :
Soit zg € F' quelconque, et soit

def.
Tpil — O (xy)

pour tout n > 1. Alors

[#n+1 — znll = [|[@(z0) — P(zn-1)|
< L. ||@p — p—1|
<L? [Zn-1 — Tn—2|]

<< 17— ol

De ce fait, par série géométrique de raison L < 1,

k—1 k=1
|2 — Tnk < Z [Tntj — Tngjpall < L ||zpi1 — 2|
j=0 §=0
<> Doy —xoll = L™ [lay — x| YL
§=0 j=0

Ln
—1_17 |21 — 2o
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Soit maintenant € > 0. Il existe N tel que pour tout n > N on a : ||z, — Tpykl| <
% |1 — x0]] < e. Cest précisément la caractérisation d’une suite de Cauchy. Par
hypothese de complétude cette suite (z,) converge vers une limite z* :

® continue

¥ =lim(z,) = lim(zp41) =lim®(x,) = (lim(zy)) = (z).

D’ou l'existence d’un point fixe.
b) Etape 2 : Unicité du point fixe :

Soit y* un point fixe. On a : ||z* — y*|| = [|®(2*) — ®(y*)| < L.||z* —y*|. Or
L < 1 donc ||z* — y*|| < ||lz* —y*|| Ceci implique ||z* — y*|| = 0 et z* = y* d’ou
I'unicité.

O

3.2. L’inversion locale

Situation en une dimension :

Proposition 3.3. Soit
f:(a,b) =R

de classe C'. Si en un point xq, f'(xq) # _
0, alors il existe U un voisinage de xq et 7
V, voisinage de f(xg) tel que f: U — V
est bijective.

o X
o

u

Démonstration. f'(xo) # 0. Alors f'(xp) > 0 ou bien f’(z9) < 0. On va supposer
1 (x0) > 0 (les deux situations se traitant symétriquement) et montrer qu’alors il existe
r > 0 tel que f'(x¢) > 0 sur (xg — r,29 + 7). [’ est continue, on fixe @ = ¢ Alors
il existe r > 0 tel que |[x — x| < 7 = |f'(x) — f'(x0)] < e. Or f'(x) = f'(xo) + f'(x) —
f(xo) > fl(x0) — € = @ > 0. (i.e : une fonction strictement positive dans un point
est strictement positive dans un certain voisinage de ce point). En conclusion, f est
strictement monotone donc elle est injective. De plus V = f(Uf) est un intervalle (par le

T.V.I.) donc f est bijective. O

Remarque 3.4. Garde! On a montré que “si f' # 0, alors f est inversible”.
Ceci ne veut pas dire “si f’(z) = 0 alors f n’est pas inversible”. Pensez a
f(x) = 2° dans R qui est continue et strictement croissante, donc inversible
(sur tout R), pourtant, f/(0) = 0.

N

Exercice 3.5. Appliquer la proposition & sin(.) sur [—7/2,7/2], & cos(.) sur [0, 7] et &
tan(.) sur (—7/2,7/2). Qu'obtenez vous ?
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Avant d’entamer le cas de plusieurs variables regardons une extension tres utile de la
série géométrique.

Lemme 3.6. (La série de Neumann*) Soit E un e.v.n. complet et A = E — E linéaire
telle que ||A|| = sup{||Az||g : ||z| <1} <q < 1. Alors (Id —A) est inversible,

(Id—A)~ = ZA” et donc  [|(Id—A)"|| < 1—ﬁA||
n=0

Démonstration. On pose
N
S=Id+> A" et Sy=Id+» A"
n>1 n=1
La série converge absolument, donc elle converge (via les théoremes 1.9 et 1.15). Or
N N
SNId—A)=Td+) A" = (A+) A" A)=Td+A-A—-A>+ A®+... =1d—-A"H!
n=1 n=1
(somme télescopique). On obtient de méme (Id —A)Sy = Id —AN*1 donc (Id —A)Sy =
Sy(Id—A). Vu que Sy — S et que
AN < 14]|Y = ¢¥ — 0 quand N — oo
la droite de cette équation tend vers Id, la gauche converge donc également, notamment

vers S(Id —A) = (Id —A)S. 11 suit que S = (Id —A)~!! (ceci ressemble beaucoup a une

suite géométrique avec des matrices a la place des scalaires). Finalement, on conclut par

I(1d—A)Y < ZOHA”H < 2_% 14" = - -

Théoréeme 3.7. Soit E un espace de Banach (i.e. e.v.n. complet), Q C E et f: Q — F,
de classe C* On suppose Dy(a) € L(E) inversible. Alors il existe un voisinage ouvert U
de a et un voisinage V de f(a) tel que :

soit bijective et (f /)" de classe C*

ﬂ'{u SV =fU)
u x = f(z)

Si f €C” alors (f u)~tecC (r>1).

Remarque 3.8. (x) Quand on demande que Dy(a) soit “inversible” dans le théoreme,
il est sous-entendu que l'inverse est prise dans £L(E) — c’est a dire : I'inverse est linéaire
(ce qui est clair) et continue (ce qui n’est pas clair). Heureusement, il n’y a pas besoin

x. d’apres Karl Gottfried Neumann (7 mai 1832 & Konigsberg, mort le 27 mars 1925 & Leipzig), un
mathématicien allemand.
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de le vérifier : en effet, car F est un espace de Banach, toute application T' : £ — FE
linéaire, continue et bijective satisfait que T~ est automatiquement continue (ceci est le
“théoreme de l’application ouverte”). Dans un e.v.n. non-complet ceci n’est pas garanti,
et faux en général. Ce théoreme est hors portée pour ce cours. Deux choix se posent : soit
on l'admet, soit on se place en dimension finie ou de toute maniére “linéaire implique
continue”.

Démonstration. On pose fo(z) = [Dg(a)]"*(f(x)), cela garantit Dy, (a) = Id. Soit
fi(z) = fo(x —a) — fo(a), ainsi f1(0) = 0, Dy (0) = Id. On peut travailler avec fi
a la place de f et supposer f(0) =0, D¢(0) = Id.

Soit h(z) = x — f(x), Dp(0) = Id—1Id = 0. Or f! € C! donc h € C! et Dj, continue.
Donc il existe un r» > 0 tel que pour tout ||z|| < r on a |[[Dy(z)|| < 1/2. Le point
de cette construction est de rendre h une contraction sur B[0,r] via le théoréeme des
accroissements finis.

Soit y € E tel que [|y|| < § et hy(x) = y+h(z). Remarquons que h, est une contraction,
car h en est une. De plus, Vz € E tel que ||z]| < r, on a

1hy(2) = hy(2)[| = [[P(2) = R(2)[| < 3/2lle = 2| < V(2] + [l2]]) <7

On a donc que hy : B[0,7] — B[0, 7] est une contraction stricte. Par le théoréme du point
fixe, théoreme 3.1 il existe un point fixe ,, de hy, i.e. on a hy(z,) = x,. Par simplification,
y+h(zy) =2y ©y+ (zvy — f(zy) = 2y &y = f(xy). On a donc trouvé une fonction
g :y — x, qui est 'inverse locale de f! Cette fonction satisfait g(f(zy)) = g(y) = zy.
On a donc g o f = id. De méme, f(g(y)) = f(zy) =y, ce qui donne f o g = id. Il reste
a vérifier que ¢ est Lipschitzienne (donc continue), différentiable et que sa différentielle
est continue.

E’tape 1 : Montrons que g est Lipschitzienne. On prend désormais la notation de x, & € U,
et y = f(z), y = f(&), ou, la formule retourné, g(y) = z,g(g) = Z. On a

|z — Z[| = |[h(z) = h(Z) + fz) = f(@)] < [lo — Z]]
= [h(z) = h(@)| + [If(x) = f(@)] < %Ilﬂj —Z| + [f(z) = f(@D)]]
car h est 1/2-contractante. D’oit
|z =[] < 2[[f(z) = f(@)] < llg(y) — 9@ < 2[ly — 7l (3.1)

ou donc g est 2-Lipschitzienne.

Etape 2 : Montrons que g est différentiable.
On commence par “deviner” la bonne formule : observons qu’en une variable réelle,

(FY () = s

En termes de différentielle (opposé a la dérivée), le “1 sur” dans la formule correspond
a inverser la différentielle de f au point x. SVP, essayez de comprendre ceci. Arrétez
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vous le temps qu’il faut pour y réficchir. Ceci amene a un “educated guess” : on tente
d’écrire

9(9) = g(y) + L(y — ) + reste
ot L = [Ds(z)]7! : par la discussion ci-dessus, c’est le candidat “naturel” pour la
différentielle de g! On a déja que L est linéaire et continu par hypothese (voir aussi
la remarque). Pour voir que c’est la “bonne” application linéaire , on doit montrer que
le reste est négligeable devant y — g = f(x) — f(Z) en norme. Allons y :

lg(y) — 9(@) — [Dy(x)] "y = D)l = llg(y) — 9(§) — [Dy(x)] " (f(z) — f(@))]-

L’hypothese que f est différentiable donne f(Z) = f(x) 4+ Ds(x)(Z —x) +7r7(Z —x)) avec
un controle du reste. On injecte tout et on simplifie :

=llg(y) — 9(@) — [Ds(x)] " (y = D)l
= llg(y) — 9(§) — [Dy()] " (Ds(2) (& — x) —rp(Z — x))||
=lg(y) — 9(§) — (@ — x) — [Dyg(x)] " (rs(@ — 2))||

Rappelons que || Dy (z)||z(g,p) < 1/2 pour |[z]| < 7. Par la série de Neumann,

- B 1
D5 @)™ = 11 =D))< T <2

Ceci implique que le reste satisfait :

lo(w) - () - [Dy(@)] - )l < 2= e - )
<24 ey - .
via (3.1). Puisque § — y implique & — z et
Iy = Dl 30

[l — ]

par notre hypothese sur f, on a bien que g est différentiable et Dy(y) = L = [D(x)] 71!

Etape 3 : Montrons que y — Dy(y) est continue
On observe que sur ) = {T € L(E,E): T est inversible} 'application inv : T+ T~}
satisfait par la série de Neumann que
o0
(T+H) ' =@-T'H)"'T" =) (T'H)"T!
n=0
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des que |[[H| < r 2ot ﬁ En particulier, on voit que 7' € © implique B(T,r) C Q ce
qui prouve que € est un ouvert. De plus, inv : T — T~ ! est C*, car développable autour
de tout T' € Q) en série entiere de rayon r > 0!

Puisque inv, D¢, g sont continues, leur composée D, = invo Do g I'est également. De la
méme maniére, en procédant de proche en proche, on a le résultat f € CF = g e Ck. O

: R? — R? . e
Exemple 3.9. Soit f : Cette fonction est C* et sa différentielle
{(x, y) = (2% —y°, 2zy)

2z =2y
2y 2z
sur R?\(0,0). Par le théoréme d’inversion locale, il existe pour tout (z,y) € R?\(0,0)
un voisinage ouvert U tel que fly : U — f(U) est inversible. De plus Jfl(f(x,y)) =

(T (2, )~

Remarque 3.10. L’application z — 22 dans C est donnée par f de I’exemple ci-dessus,
si on identifie z = = + iy & (x,y). Par exemple, 2 = —1 devient f(0,1) = (—1,0) et

F ~N(-1,0) = (;’ ‘02>_1.

On voit que, localement, z — z? admet une inverse dans C\{0}, sans qu’elle ne puisse
étre globale. Une solution de trouver une “racine” est de se restreindre a C\(—oo,0]
— ce qui enleve Pambiguité de signe, que p.ex. 22 = (—2)? = 4. L’étude de fonctions
complexes est réservé au M1.

est représentée par Jr = ( > dont le déterminant det Jr = 422 + 4% est non nul

3.3. Théoreme des fonctions implicitement définies

L’idée : soit une fonction f : R> — R. -
L’ensemble {(x,y,z2);z = f(z,y)} (donc
le graphe de f) est représenté par une sur- -
face, comme la surface d’'une montagne :
chaque ligne de niveau serait une courbe
pour un certain z fixé : Question : en un
point, puis je trouver une courbe isocline,
c’est a dire ou la hauteur est constante?
Et est-ce que je peux caractériser cette
courbe ?

Généralisons : Soit 2 C R" un ouvert, m < n et f : & — R™ et un "ensemble de
niveaux” (qui n’est pas nécessairement une ligne) :

N. = {z € Q tel que f(z) = c}.

En se plagant dans I'exemple, ou n=2 et k=1 cela nous donnera la ligne de niveau “locale”
pour f(z,y) = c. On cherche a effectuer une résolution locale : de certaines variables par
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rapport aux autres : on a x = (21,...,2y,). On pose z = (2/,2") ou 2’ = (x1,...,z1) et
z" = (2}41,...,2,). On cherche alors une application “locale”, v : U — R"* définie

dans le voisinage U d’un point z{, tel que

fl@' (@) =ec.

Le cas des applications linéaires

Exemple 3.11. Résoudre certaines variables par rapport a d’autres peut étre une
démarche “perdue d’avance”, par des arguments de dimension (théoreme du rang). Com-
mencons avec un exemple : soit

flr,y,z) =z +y+z,

qui est une fonction linéaire. L’équation f(z,y,z) = 42 définit un hyperplan affine
H = Ny : il ne pourra pas étre completement décrit, méme localement, avec deux
fonctions g et h dépendant d’un seul parametre : quoi qu’on fasse avec g et h, 'ensemble
{(t,9(y),h(t)) : t € R} ne sera quune courbe (unidimensionnelle) dans I’hyperplan
(deux-dimensionnel). En revanche, on peut facilement résoudre une seule des 3 variables
par rapport aux deux autres : par exemple,

flx,y,42 —x —y) = 42 pour tout (z,y) € R

Exemple 3.12. Soit g : R> — R2. Pour rester dans le cas linéaire, prenons
[ r+tyt=z
g(x’yvz)_<x_y >

Alors le systeme d’équations g(z,y,z) = ¢ = (42,36) est un systéeme de deux équations
(indépendantes) pour 3 inconnues. L’ensemble des solutions, intersection de deux hyper-
plans, est donné par une droite affine, notamment

32 1
yt)y=1 -4 | +t 1 teR
14 -2

qui se paramétrise facilement en fonction d’une seule des trois variables : par exemple
g(z,z — 36, =2z + 78) = (42, 36)" Ve e R

ce qui résout (y,z) par rapport & x. De méme on peut résoudre y par rapport a (z, z)
ou z par rapport a (z,y).
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La situation observée dans les deux exemples est générique pour des applications linéaires :
soit A une matrice m x (k 4+ m) de plein rang (rang m) et f(z) = A.x. Le “plein rang”

sert & assurer f(RFF™) =R™ i.e. & atteindre tout ¢ € R™ comme valeur sous f. Quitte

a permuter des colonnes, nous pouvons alors supposer que

alr  --. Ak a1 k+1  --- Qlk+m
A=11": U : L = (A1]A2)

am,1 --- Amk Umk+1 -+ Amk+m

avec la deuxieme matrice, Ao, inversible (elle est de rang m et de taille m x m). Alors
pour tout ¢ € R™ et tout 2/ € R¥ il existe un (unique) z” € R™ tel que

m/
A( o ) = A1’ + A = ¢

notamment 2 = Ay (c — Aj2’). Ainsi, si f(2/,2") = A(z', 2")*,
V' € R¥: f@', Ay (e — A2)) = c.

La variable “plein rang” (ici #”’) permet donc une “résolution”, on peut 1’écrire comme
fonction de Pautre variable (ici 2’). Puisque la structure est linéaire, on peut résoudre
“globalement”, sur tout R¥, 2” comme fonction de z’. Cela change dans

Le cas général.

Le cas d'une fonction f € C! générale (non-linéaire) est évidemment plus complexe ;
entre autre on ne peut pas espérer une résolution “globale”. Le théoréme suivant est
frappant : il montre que si la linéarisation A = Dy(a) d’une fonction f autour d'un
point a permet une résolution de certaines variables (accumulées par permutation en z”,
comme ci-dessus) par rapport aux autres (les variables de 2’), alors la résolution de z”
comme fonction de z’ reste est vraie pour la fonction f, au moins dans un voisinage de
a.

Théoreme 3.13. Soit E, F deux espaces de Banach, U C E ouvert et V C F ouvert.
Soit f:U XV — F de classe C", pour r > 1. On note D, f et D, f les différentielles par
rapport a x ety respectivement.

Si f(zo,y0) = co € F et si Dy f(xo,y0) est inversible, alors il existe des ouverts Uy C U
et Vo CV et une fonction g : Uy — Vy tels que pour tout x € Uy on ait f(x,g(x)) = cp.
La fonction x — f(z,g(z)) est donc constante sur Uy !

Démonstration. Soit

(@,y) — (2 f(z,y))
Or feC et r>1,il en est de méme pour ¢ et D, satisfait

idg 0
Do = ( D.f Dyf>

.{UXV — EXF
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a Deffet que Dy est inversible (“matrice par blocs”). Par le théoréeme de l'inversion
locale, il existe un voisinage de (xg,yo) dans U x V sur lequel ¢ est inversible. On peut
le restreindre d’avantage a la forme Uy x Vy souhaitée. Soit ¢ I'inverse locale de . Cette
fonction s’écrit nécessairement comme (z,y) = (x,h(z,y)) avec z € E et y € F. On
pose g(xz) = h(z,cp). Puisque f et donc ¢ sont C" par le théoreme d’inversion locale
Y eC";onaainsiheC" et doncgelC”. Ona

(2, (2, 9(2))) 2 ¢ o(z, g(2)) “EE 9 oz, Az, 0)) “EE " (0o p) (@, o) VEE (3, ¢0)

sur Uy ce qui donne, par comparaison de la deuxieme composante, I’équation

f(xhg(x)) =0

souhaitée ! 0

Remarque 3.14. Si f : R¥™ — R™ nous choisissons £ = R¥ et I = R™, ce qui
veut dire que nous avons “ordonné” les variables en deux blocs : 41, ... Tk4+m qui sont
“a résoudre” par rapport aux variables (x1,...xzy). Ceci n’est évidemment pas limitant
quant & 'utilisation! Par exemple, la fonction C> donnée par f(z,vy,2) = 22 + sin(y) +
cos(z), satisfait V£(0,0,0) = (0,1,0). Vu que 3—5(0, 0,0) =1 # 0, on peut exprimer y en
fonction de (z, z), proche de (zg, z0) = (0,0). En effet, il suffit d’appliquer le théoreme &
f.

g :R? x R — R définie par g((z, 2),y) Lt f(z,y,2) : On écrit X = (x,z) et Y =y, puis
Xo =(0,0) et Yy = 0. Alors Dy g(Xo, Yo) = %(0,0,0) = 1 est inversible dans R ...

3.3.1. Dérivation implicite

Des que h(z) = f(x,g(x)) = ¢ sur Uy on a Dy(x) = 0 sur Up. Mais :

Dy(z) = (D1f)(x, 9(x)) + (D2f)(x, g(x)) 0 Dy()
d’ou :

Dy(x) = ~[(D2f)(z, g(2))] " .(D1f)(z, g(x))

Exemple 3.15. Soit
R? - R
-

(v,y) > 22 —3zy +y> — 7

On a f(4,3) = 0 et (Vf)(z,y) = (2z — 3y, =3z + 3y?), donc (Vf)(4,3) = (-1,15). La
dérivée par rapport a la seconde variable est non nulle, donc d’apres le théoreme des
fonctions implicitement définies il existe un voisinage de 4 (Uy = (4 — 0,4 + §))et une
fonction g : Uy — R, C* (car f € C*) avec g(4) =0 et f(z,g(x)) =0 On a donc

fo(@,9(2) + fy(z, 9(2)).g'(x) = 0,Vz € Uy
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d’olt g'(4) = —(—1) x 1= = 1= (car (fy(4,3))™" = ). On re-dérive, on obtient 'expres-

0= fealz,9(2)) + fay(z, 9(x)).g'(x)
+ foy(x,9(x)).g"(x) + fy(x,9(x)).9" (x) + fyy(z,9(x)).g'(x).g'(x)

ce qui donne, aprés simplification, g”(4) :

_u
125

Ceci permet d’avoir une bonne approximation de g autour de 4, en effet, on utilise un
développement de Taylor, et, connaissant ¢'(4) et ¢”(4) on a :

9"(4) = —(fou(4,3) + fay(4,3)9 (4) + fay (4,3).9'(4) + fyy (4,3.9'(9))).(fy(4,3) "

h h? 14
4 = T x 2y,
g(4+h) 3+15+ 5 X 125+o(h)

La méme chose en 4 variables, pour mieux illustrer les différentielles :
Exemple 3.16. Soit

2
z* 4+ 22 — 2y + ucos(x) + arctan(v
o = o+ o)

zy + cos(zv) — e’ + (z — 1)u
a Deffet que

7= 2x 4+ 2 —usin(x) -2 COS(QZ’) ﬁ
y—wvsin(zv) +u  x —2ue" —1 —xsin(av)

Au point (0,0,0,0) on obtient

2 =211 1
L7f(0707070):< 0 0 -1 0>

ou D1£(0,0,0,0) est représentée par ((2) _02) est non inversible. Mais (_11 (1)) qui

représente Dy f(0,0,0,0) est, elle, inversible. Donc d’apres le théoréme il existe une
voisinage Uy de (0,0) (les deux premieres coordonnées) et une fonction g : Uy — R? telle
que ¢(0,0) = (0,0) ('image des deux premieres coordonnées du vecteur est égale aux
deux autres, on se rappelle g(z') = 2)) et f(z,y,g(x,y)) = 0. On calcule la jacobienne

de g en (0,0) : LN e o 0 0
\79(070):_<_1 0) '(0 0>:<—2 2>

9(0+z,0+y) = ¢(0,0) + <_02 g) . <§> +o(v/22 + ) = <

D’ou :

> +o(v/z? +42)

—2x + 2y
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Deuxieme partie

Equations différentielles
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1. Introduction

Exemple. On cherche une fonction y telle que 3/ (t) = f(t,y(t)). En chaque point (¢,y),
on a donc la pente de la solution prescrite par les valeurs de f. Si on dessine la direction
indiqué par ces valeurs, voici ce qui se passe. En bleue, vous avez une solution indiqué.

AT A7 5 5 5 5 5 5 >3]

1

et e B N N

v
' ///7,_)_,\)\)\)\)\)‘_)_)/7/7/
V
%

0.5

L ¥ ¥y

N
NN
NN
NN
NN

_0'5{”"\>\\\
T TS S NN N N w s> T
i Je NN
////).)‘,\,\,\,H)A,/)/Yﬂ/
P AA 7 > 5 5 5> 5> s3]
A2 A ANx 7 710 g3 mAFA]

-1 -0.5 0 0.5 1

Pouvez vous dessiner la solution qui satisfait y(0) = —1/27
Cette solution doit suivre le champ de directions dans les deux sens ...

Le vocabulaire “on cherche une fonction” suggere qu’on puisse toujours “résoudre” une
équation différentielle, peut-étre méme de fagon ’algorithmique’, comme la résolution de
Az = b par le pivot de Gauss. Malheureusement, ceci n’est pas si simple. Pour certaines
classes de probleme ceci sera possible, mais la plupart des problémes provenant “du mode
réel” on sera content de pouvoir démontrer qu’une solution existe (nous voila rassurés!)
et qu’elle est unique (le grand luxe). C’est une autre facon de regarder un probléme, le
focus n’est pas seulement sur la résolution.

1.1. Vocabulaire

Une équation différentielle (ordinaire), noté EDO est une relation entre une fonction
inconnue (notée y) et ses dérivées, par exemple y' = ay. Formellement, si on définit une
fonction F: I x R% x - x R* — RY, et étudie
F(t, y(t), y'(1),...,yP () = 0 (EDO)
ou bien F(t, y(), v'(1),..., yW (@) = y* ()
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La permiere version est une équation implicite, tandis que la deuxieme est explicite dans
le sens que la plus haute dérivée de I'inconnue y est isolée a droite. Exemple.

(y(t) +6)* + (¥ (8))* = 0

est une éaution implicite. Elle n’a pas de solution par ailleurs, car le deuxiéme carré
exige ¥’ = 0 docn y constant, alors que le premier demande y(t) = t. L’équation

(y(t) +1)* +4/(t) = 0
est explicite : le ¥/ est “isolé”. Il y a une infinité de solutions, & savoir
1
y(t)zl—t+ )\e2t—1/2’ )\GR
(mais qui n’existent pas pour tout ¢, le dénominateur n’ayant pas droit de s’annuler).

Définition 1.1. a) L’ordre de I’équation différentielle est le plus haut degré
des dérivées. Dans (EDO) ci-dessus, l'ordre est donc k pour I’équation implicite et
k41 pour I’équation explicite.

b) Attention : malgré le fait que y prenne valeurs dans R?, la variable ¢ est toujours
réelle : on pensera au temps. Opposé a cela sont des équations différentielles d’une
fonction y de plusieurs variables (souvent : temps et espace) : c’est le domaine des
équations aux dérivées partielles (EDP) qui ne seront pas traitées dans ce cours.
Puisque y dépend donc d’une variable réelle, une solution y : I — R? est une
courbe paramétrée dans ’espace Euclidien. En particulier, les dérivées se calculent
coordonné par coordonnée, pas de différentielle, ni de jacobienne, etc.

c) Sidans (EDO), on a d > 1 on parle de systéme d’équations : les “fonctions
coordonnées” de F' donnent d équations scalaires. Exemple.

2(t) = sin(a(t) + (1)
y(t) = a(t)+2y(t)

peut s’écrire de fagon vectorielle en notant Z = (x,y), Z' = (2/,y') et donc Z' =
F(Z) ou F(a,b) = (sin(a) + b, =+ 2b). Inversement, ’équation Z' = F(Z) peut se
lire “ligne par ligne” et re-donne un systeme de deux équations pour les fonctions
inconnues z, y,

d) Sion ajoute (EDO) des conditions du type

(y(to), ' (t0), .- -, ¥V (t0)) = (yo. y1, -, 1)

on parle d’'une condition initiale. En général on choisit | égal au degré de
I’équation. Il est important que ty dans une condition initiale soit partout le méme.
Donc : une condition du type y(0) = 0,y(7) = 1 n’est pas une condition ini-
tiale, mais une condition “aux bords”. On ne traite que anecdotiquement de telles
équations p.ex. en exercices de TD (elles sont plus difficiles en général).

e) Le probleme (EDO) + (condition initiale) est appelé probléme de Cauchy.
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f) Quand F ne dépend pas de ¢, mais que de y et ses dérivées, on dit que le probleme
est autonome, et sinon, on ’appelle non-autonome.

Exemple 1.2.
a) Soit a réel. Alors ¢y = ay a pour solution y(t) = exp(at)y(0).
b) De méme, 3’ = —a?y a pour solutions yi(t) = cos(at),y2(t) = sin(at); ce qui
donne l'ensemble des solutions : {ay; + Sy2, «, 5 € R}, il y a donc une infinité de
solutions (on verra ceci en détail plus tard).

¢) y'(t) = /y(t), avec y a valeurs dans Ry a pour solution 0, ¥, (t) = 1(t — a)?, et
by(t) sit<b
Pbc = 0 sib <t<ec

Volt) sit>ec
Ces exemples montrent : il va falloir étudier I’existence d’une éventuelle solution, et voir
dans quels cas elle est unique, ou non.

1.1.1. Réduction d’ordre — et I'importance de I'ordre 1

Si on souhaite étudier ’équation explicite
v =ty oy Y) ()

t
ou f: R x R™ on peut poser Y (t) = (y(t), y'(t),... ,y("_l)) . Alors :

/ /

y y
i y//
Y'(t) = =
y(nf 1) y(nfl)
y(™) Fty),y' @), ...,y ()

Si 7w :R?® — R™ ! est la projection de Y sur ses n — 1 dernieres coordonnées, donc
7 (a1,az,...,a,) = (ag,...,a,)t, et sin définit F(¢,Y(t)) := (7(Y), f(t,Y)). Alors (%)
se réécrit

Y(t) = F(t.Y (1)). (%)
ce qui est un syteme de n équation ordre 1 - comparé a (%) qui est une équation d’ordre
n.
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n—1
Exemple 1.3. On veut résoudre y™ = 3" axy®, ap € R, et pose Y = (y,7/,:, y™ 1)t
k=0

ce qui donne Y’ = (¢/, 4", y™)t. On a alors

y 0 1 0 .. 0 y
y’ 0 0 1 0 0 y
_ 0 :
: : : - .. - 0 :
T o0 0 0 0 1 y(n=2)
y(m) ag a1 ... ... Gp—2 Gp_1 y=1
Deux illustrations concretes : si n = 2, on résout y”" = —y en posant Y = (y,7/), alors

Y// — (y/7y//) et

, (0 1
Y_<O )Y

ce qui rejoint Pexemple d’en haut pour w = 1. Si on cherche & résoudre y®) = y+2y/+3y”

01 0\ [y
"1=10 01 Y
1 2 3

1

L’importance de cette réécriture en ordre 1 est la suivante : si ¢ est solution de (%),
alors (go(t), e w(”_l)(t)) est solution de (%*). Inversement, si (wo(t), e ﬂ/Jn—l(t)) est

solution de (xx) alors ¢(t) := 1p(t) est solution de (*). Il suit que toute la théorie d’exis-
tence et ou unicité a développer pour des problemes d’ordre 1 se généralise directement
a lordre supérieur. Ce qui explique I'importance d’étudier 'ordre 1! Allons y.

1.2. Equations d’ordre 1 : techniques de résolution

On s’intéresse pour le reste de ce chapitre & y' = f(¢,y) dans le cas ou f : Q — R avec
Q C R? ouvert.
Une observation gratuite : si f ne dépend pas de y, on a 3/ = f(t), et

t
o(t) =9(0)+ [ f(5)ds.
0
On peut donc “intégrer I’équation”. Dans le cas général, on a
t
y(t) =9(0)+ [ fs.u(s)ds.

0

Ceci ne permet pas de résoudre directement I’équation, mais on verra son utilité bientot.

Aussi il explique une formulation un peu désuette d’“intégrer I’équation” pour dire “la
résoudre”.
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1.2.1. Séparation des variables

Théoréme 1.4. Soient f : I — R, et g : J — R*, continues, et une valeur initiale
(to,yo) € I x J donnée. On pose :

t y(t)
P = [ fs)ds Glutt) - / g(ls)ds

Y = f(t)g(y(t))
y(to) = yo

Si K C I est un intervalle et F(K) C G(J) alors { admet une solution

unique qui satisfait G(y(t)) = F(t).

Démonstration. Analyse-Synthese

y' = f(t)g(y(t))

y(to) = yo

y'(s) = f(s)g(y (s)), comme g # 0, on a g(y = f(s). On integre de chaque c6té de
y

I'égalité ft
obtient f v

Analyse : Supposons que y soit une solution du systéeme { (%) Alors

(S = ft s)ds. En falsant un changement de variable y(s) = u on
du = G(y( ) donc y, si elle existe, satisfait G(y(t)) = F(¢).

g
049 u)
Syntheése : G'(y) = g( # 0, et continue, donc strictement positive, ou strictement
négative partout. G est donc strictement monotone, donc injective. G' continue et injec-
tive, ceci implique qu’elle est surjective, donc bijective, donc inversible. Posons H = G~ 1.
Par définition y(t) = H(F(t)). Donc une telle fonction y existe.

Montrons qu’elle satisfait le probleme (x) : y(to) = H(F(tg)) = H(0) = yo d’une part.
D’autre part y est dérivable et on a :

Y(t) = (H(F(1)) = H'(F@))F'(t) = (G (Ft)F'(t) = G'(Gli((t;(t))) = g(y() f ().
O
xemple Soi 4 onc par rapport au thm, 1) =t *
E ple 1.5. Soit {y(l) _ donc p pport au th {g(y) .y (%)
F(t) = ﬁ%to = Gly) = [ ‘is = In(y) — In(2) = In(¥) continue, strictement

croissante, et on a G ( ) = 2exp(x).

La solution est donnée par y(t) = G~1(F(t)) = 2exp(t27_1).

On controéle toujours le résultat ! ! : On dérive la solution obtenue, et regarde qu’elle

vérifie bien I'edo souhaitée. y/'(t) = 2t exp(t ) = ty(t) ; y(l) =2.

Par exemple, un erreur de signe, & savoir de confondre 7/ +f1/ = 0 avec y' = ty introduit

G(y) = —In(y/2) = In(2/y). On va donc obtenir 2 exp(— f—j) qui n’est pas solution. Ce

genre d’erreur est fréquent, et facile a éviter : pas de pardon a ’examen la-dessus.

Une méthode un peu “symbolique” facile & mémoriser : on note y' = fg, ce qui donne
dy

==/ (t)-9(y)
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On multiplie sans se soucier avec “dt”, et divise par g(y) :

Ceci “sépare les variables”. Puis on écrit [ gauche & droite, pour obtenir

/go(lly/) :/f(t).dt

ceci donne la solution “générale” (c’est a dire : sans respecter la cond. initiale)! Si on

veut l'intégrer, on note
Y q t
/ o :/ f(s).ds
Yo g(U) to

Pour éviter des confusions et puisque t et y sont dans les bornes de l'intégrale, on change
les variables 'muettes’ de l'intégration. Ainsi, dans ’exemple concret, ou f(s) = s,g(u) =
u) on a

Iny) ~ In(yo) = 3 (#* ~ )

242
et on obtient y = yp exp(%), comme avant. Ce calcul étant un peu symbolique, on

controle toujours le résultat.

1.2.2. Equations linéaires

Soient a,b: I — R des fonctions continues. On pose le probleme

y'(t) = a(t)y(t) + b(t)

b = 0, on dit que I’équation est homogene. Sinon, on appelle b le second membre et
I’équation non-homogene.

Proposition 1.6 (L’équation homogene). Toute solution du probléme homogéne est de

la forme
t

yn(t) = c.exp (/ a(s) ds)

to

ot ¢ est une constante réelle.

Démonstration. on procede par séparation des variables en posant f(t) = a(t) et g =
id O

Proposition 1.7 (Structure des solutions). Toute solution du probléme linéaire est de
la forme

y(t) = yp(t) + c.yn(t)

ot c € R, y, est une solution particuliere et yy est solution de I’équation homogéne.
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Démonstration. Soit y, une solution particuliere fixée.
Alors pour tout ¢ € R, y = c.yy, + y, satisfait

y':y;,Jrc.y;l:ayp+b+c.ayh:a(yp+c.yh)+b:ay+b

on a donc “créé” autres solutions.

Inversement, si y est une autre solution, alors (y —y,)" = (ay+b) — (ay, +b) = aly —yp).
Ceci montre que y — y,, est solution de ’équation homogene. Donc y — y, = c. exp(A(s))
ol A est la primitive de a qui s’annule en tg, voir la proposition précédente. O

Structurellement, ’ensemble des solutions est donc un sous-espace affine de dim. 1 de
C(R)! Autrement dit : puisque la direction y, est facile a calculer, il suffit donc de
déterminer une solution particuliere y, de I'’équation linéaire pour connaitre toutes les
solutions. Pour cela, on utilise une technique qui s’appelle :

1.2.3. Méthode de la variation de la constante

Lemme 1.8. Soit I un intervalle, F : I x I — R, continue et C* dans sa deuziéme
variable. On pose f(t) —fo (s,t)ds. Alors f € CY(I) e

£ = Pt 1) + /O %F(s,t) ds

Démonstration. Posons G(u,v) = [' F(s,v)ds. Ona f(t) = G(t,t), c'est adire f(G(h(t)) =
G o h(t) en posant h(t) = (t,t) En dérivant on obtient

f'(t) = VG(h(t).N (t) = VG(t,1).(1) = Gult,t) + Gu(t, t) = F(t,t) + /0 Fy(s,y)|y=tds

Dériver sous l'intégrale. Mais ai je le droit 77?7 La réponse en 2 étapes.

a) Siune suite de fonctions continue (¢y,) converge uniformément vers ¢, alors 'intégrale
de Riemann f; op dr — f; (), dz. Exercice! Ou relire son cours “suites et séries
de fonctions”.

b) Soit ® est de classe C'1 sur [a,b]. On 'étend sur R de fagon affine (pour ¢ > b,

O(t) = ®(b)+(t—b)P"_(b), pareil & gauche de a). Ceci évite des “trous de définition”
dans ¢, (x )’f L@z + L) — @(x)). On observe que

et que, par continuité uniforme de @ sur [a — 1,b + 1], il existe pour tout £ > 0
un ¢ > 0 tel que [t — z| < ¢ implique |®'(t) — ®'(x)| < e. Il suit que ¢, converge

. , def. _,

uniformément vers ¢ :=— .
Conclusion : si F est C' dans la deuxieme variable, G, se calcule “en dérivant sous le
signe intégrale”. O
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On cherche une solution particuliere ¥, qui satisfait

Yy, = ayp + b (%)

Ansatz : On suppose y, = c(t)y(t), ol yp, est une solution de I’équation homogene. Alors
yp résout (%) si, et seulement si :

Yp(t) = (O)yn(t) + c(t)yp(t) = a(t)yp(t) + b(t) = a(t)(c(t)ya(t) ) + b(t)

par le Ansatz. D’autre part, on a y) (t) = a(t)yn(t), ce qui donne

(t)yn(t) + cBattyyr(t] = ab)elyr(T] + b(t) < ' (Hya(t) = b(t)

Si yp(t) # 0, on trouve ¢(t) = ybh(—g), en primitivant, cela donne y,(t) = ¢(t)yn(t) donc la
solution particuliere supposée convient. Pratique : y; est une exponentielle de (...) donc

certainement strictement positive !

Théoreme 1.9. Soient a,b : I — R, continues sur un intervalle I et tg € I. Alors le
probleme de Cauchy

y'(t) = a(t)y(t) + b(t) avec condition initiale y(to) = yo
a pour solution unique

o0 oxp( [ atr) i+ [ el [ty i) s

0 to
Vv

Yh Yp

Démonstration. Explication : A(t) = ﬁ‘; a(s)ds est la primitive de a qui s’annule en t.
Ainsi, la partie homogene, y, = exp(A(t))yo assure la bonne valeur initiale et satisfait
y;, = ayp. Ensuite, la procédure expliquée ci-dessus nous amene a primitiver ¢, puis de
multiplier avec yy,.

yn(t) /tt d(s)ds = yn(t) /t b(s) ds = /tt b(s)exp(— /ts a(r)dr). exp(/t a(r)dr)ds

. to Yn(s) 0 0 to
_ /: exp! / o) dr)b(s) ds

ou on utilise la relation de Chales pour simplifier les deux exponentielles. Pour vérifier
I'existence : on utilise le lemme précédent pour re-dériver le y posé dans 1’énoncé. La
partie y; étant claire, on se concentre sur y,, :

yi(t) = exp ( /t "ol d7«> b(t) + /tt exp < / o) dr> a(t)b(s) ds = b(t) + a(t)y,(t)

F(tt) 9 (sy)ly=t

pour voir qu’il s’agit bien d’une solution. Unicité : si z est une deuxiéme solution, alors
w :=y — z est solution de w’ = aw avec w(tg) = 0. Par unicité du probléme & variables
séparées et le fait que w = 0 est une solution, on déduit y = z. ]
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1.2.4. Autres méthodes explicites
Substitution
e Pour résoudre : ¢y = ay™ + by, n # 1. (On suppose y # 0).
On pose z = y' ™", I’équation devient

Z ==y = (1 -n)y"(ay" +by) = (1 = n)a+b(1l—n)y' ™",
—— N —

a b

on se ramene alors & une équation linéaire : 2/ = a + bz

e Pour résoudre y' = f(¥). On pose u(t) = y(t) , on dérive :

i (t) = y (@t —yt) _y'(t)  y) _

t2 t t2

| =

Equations exactes

On a le probléme suivant :
p(t,y) + v (H)alt,y) =0 (E)
ot ¢ # 0 (sinon, ce n’est pas une équation différentielle). Si on trouve g tel que (p, q) = Vg

alors (E) devient 2 (g(t,y(t))) = 0 donc g(t,y(t))) est une constante. Cela donne une
solution implicitement définie — existence locale assurée car ¢ # 0.

Remarque 1.10. Sur un domaine étoilé, une fonction (p, q) est le gradient d’une autre
fonction de classe C? si, et seulement si, a Lp(x,y) = (x y) (voir polycopié L2).

Il se peut que (p,q) ne soit pas un gradient, mais s’il existe m : R? — R* satisfaisant
”(mp, mq) est un gradient”, alors on peut résoudre 1’équation. On parle d’un facteur
exact.

Exemple 1.11. On cherche & résoudre 2y +2zyy’ = 0. On pose p(z,y) = 2y%, q(z,y) =
2xy. On voit que ¢a ne peut pas étre un gradient (4y # 2y), mais si on trouve m(x) telle

px,y) = (

)2y
q(z,y) = m(x)2ry

Le choix de chercher m comme fonction de x (et pas de y) est arbitraire - on tente,

soutenu du fait que les dérivées partielles de (p, ¢) ne dépendent que de y. Alors

que (p, ¢) soit un gradient avec : on pourra trouver une solution.

d . d _ /
oY) = dym(a) () = 2ym(@) + 2aym(x)

(ac y) = Lg(z,y) < dym(z) = 2ym(z) + 2xym’(z) < 2ym(z) — 2zym/(z) = 0 c’est
une equatlon hnealre homogene que l'on sait résoudre : m(x) = e fo 1/zdx) = x On

prend done (p, q) = (2zy*,22%y) = Vg(a,y), alors g(z,y) = 2°y* = y() dOHC y(z)
satisfait z2y? = c et y(z) = ££
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1.3. Théoreme d’existence et d’unicité

Cadre : f: R x R" — R". On s’intéresse a l’existence d’une solution au probleme

{y'<t> = f(t,y(1)
y(to) = %o

On cherche & approcher y par une fonction polygonale par morceaux.

Définition 1.12. Soit F C C([a,b],R"™) une famille de fonctions.
On dit que F est uniformément équicontinue si

Ve>030>0Vf e FVr,y€lab]: (lx—yl<d=|f(x)— fly)| <e)

Remarque 1.13. a) si F = {f} on retrouve la définition de continuité uniforme;
b) si F={fi,..., fn} est finie, cela signifie que chaque f; est uniformément continue
(nécessaire), mais aussi suffisant : il suffit de prendre 6 = min{dy,...,d,} ou d; est
choisi pour € > 0 fixé par rapport a la continuité uniforme de f;.

Exemple 1.14. Soit F < C!([a,b],R"?) tel que chaque f satisfait une condition de
Lipschitz pour un “équi” unique L > 0. Ceci est en particulier vrai si || f'(§)|| < L pour
tout £ € [a, b] et toute fonction f € F, alors F est uniformément équicontinue. En effet,
soit € > 0, on pose § = £. Alors pour tout f € F et tout z,y tels que |z — y| < J, par
I'inégalité des accroissements finis on a :

1
1f(z) = fF)ll < /0 £ (y +tly — x)) || dt. |z — y| <e.

~~

<L <5=%

Théoréme 1.15 (Arzela-Ascoli). Soit A C C([a,b],R). Alors on a équivalence entre
a) D’un coté
i) A est uniformément équicontinue.
ii) A est bornée.
b) et de Uautre que toute suite (fn)nen € A admet une sous-suite uniformément
convergente.

Remarque 1.16. A est bornée = IM € R tel que Vf € A, || flloc < M. Si on passe de
A a A, on a donc une caractérisation de la compacité dans C([a, b], R).

Démonstration. Idée de la preuve (a) = (b) :

1. on prend (d,)nen une suite dense dans [a, ]

2. on construit une sous-suite ( f%,(n)) qui converge ponctuellement en chaque point
dy,. Pour ce faire, on a besoin que (f,(d;))n>0 soit bornée, d’ou ’hypothese que A
soit bornée.
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3. on fixe ¢ > 0 et on choisit § > 0 pour qu’il convienne pour tous les f;. Ainsi

il existe un nombre fini de points di,...,dy de la suite dense tels que [a,b] C
UM (dy, — $;di, + 3). Soyons précis : N = 1+ E((b—a)/J) ou E désigne la partie
entiere, est possible.

i o A \ [ N
t { o } { 1
a1 do ds dn b

. Transfert de la propriété de Cauchy de (fy(n)(di))n>0 sur (fum)(z))n>0 @ soit z €

[a,b] fixé, et € > 0 et 6 > 0 comme avant. Fixons d; tel que = € (d; %,di + g)

Alors

‘f(p(m)(x) - fcp(n)(x)‘ < |f<p(m)(x) - fgo(m)(dj)l

<e par équicontinuité

<e pour n‘;nZM,- car <e par éq?l?continuité
(fo(n)(di))n>0 est Cauchy

pourvu que m,n > M def. max (M, ... My). Ici il est utile de n’avoir qu’un nombre
fini de M; a considérer ! On voit que (f,,(n)(7))n>1 est de Cauchy. Il suit convergence
ponctuelle de (f, ) (7))n. Puisque M a été choisi indépendamment de , on peut
donc laisser m — oo dans l'inégalité ci-dessus et récupérer la convergence uniforme
en ”"bootstrap”. ]

Théoréme 1.17 (Théoreme de Peano (1886)). Soit @ C RxR", ouvert, et (to,y0) C Q.
Soit f : Q — R™ continue. Alors il existe une solution locale au probleme de Cauchy

{y’(t) = f(t.y(1))
y(to) = Yo

avec t € [a,b] et ty € (a,b).

Démonstration.
RTL

Yo

Pour tout €2 ouvert, il existe [a, b] et R > 0 tels que
K = [a,b]x B[yo, R] C Q Sur K, qui est compact, f
est bornée. Posons L = max{||f(¢,y)]], (t,y) € K}.
Soit € > 0, on va construire la fonction polygonale
suivante :

Premiere étape :

a) Calcul de pente : mg = f (0, y0)

b) approximation affine py(t) = yo + mo(t — to)
| c) longueur de pas t; = sup{t € [to,b], Vs : tp <
| s <t:llmo— f(s,po(s))] < e}

‘ R d) point final : y; = p(t1).
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Comme f est continue, t — (¢, po(t)) aussi, on a t; > to. La longueur de pas est telle que
la pente initiale, mg = f(to,y0) ne dévie pas trop de celle, f(s,po(s)), au point estimé
po(s)-
Deuxieme étape comme la premiere :

a) Calcul de pente : my = f(t1,91)

b) approximation affine py(t) = y1 +mq(t — t1)

c) longueur de pas ty = sup{t € [t1,0],Vs : t1 < s <t:|m1— f(s,p1(9))] <e}.

d) point final : yo = p(t2).
Et ainsi de suite. Montrons que cette procédure s’arréte apres un nombre fini d’étapes :
c’est a dire qu’il existe N tel que ty = b. Supposons par I’absurde que ce ne soit pas le
cas : dans ce cas, (tn)n>0 est croissante et ¢, < b. Il suit que (¢,)n>0 converge vers une
limite t*. Pour n > k on a

1yn = gkl < lyn = yn—1ll + lyn—1 = yn—2ll + - + llyk+1 — il
< mallltn = tnal + lImn-llltn—1 — tn—al + -+ + [[magal[[te+1 — tl
< L|(tn - tnfl) - (tnfl - tn72) T (tk+1 - tk)|
< L|tn - tk|

Cela montre que la suite (y,)n>0 est de Cauchy car (t,),>0 I'est. Donc (yn)n>0 converge
vers une limite y*. Ainsi, € = [[my — f(te+1, Y1) | = |1 (te, yi) — f(tkt1, Ya+1) || — O par
continuité de f et convergence de (t,, yn)n>0, ce qui signifie ¢ — 0, c’est absurde. Donc

il y a un nombre fini d’étapes.
17~ ~->55.,,,,5>~>~7 La “vraie solution” (bleue) suit les pentes

777> 55w s>>777 que le champs de vecteurs f(t,y) indique
a tout point. La solution approché (rouge)
essaie de faire pareil, mais elle recorrige sa
direction que dans les points t; quand la
différence entre la direction prise et la di-
rection que le champ de vecteurs suggere
devient trop grand (contrdlé par ).
—05F 77w an ~ s w > > 7 Reste a montrer que ’on obtient une solu-
T s s =2 T o valable si e — 0. Posons

A S RN 2 4

v ¥ ¥ ¥ ¥
v ¥ ¥ ¥

/

////7/79‘)\)\)\)‘_)4,/)/7/7/
PATA 7 5 5 > 5 > s r a7 A:{ytg’ge(o’l]}
AAAAA 3 710 g3 077

-1 =05 0 0.5 1

Alors on a
1. y. est est constante par morceaux. Suivre le trait polygonal de (tg,yo) & (¢, y=(t))
revient a fixer k avec t € [tx, tg41] et de calculer

t

k
Y=(t) = yo + Z(ti—i—l —ti)m; + (t — tg)mg = yo + / y=(§)d¢ (1.1)

i=1 to

11 suit que ||y=(t)]] < |lyoll + (b — a)L car y. € {mg,...,mn} et ||m;]| < L. Ceci
montre que A est bornée.
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2. Montrons que A est équicontinue on utilise (1.1) et la relation de Chéles :

1y=(t) — y=(s)| = I/ ye(r)drll < (t = s)L

A nouveau, [|y.(r)|| < L comme ci-dessus. Il suit que A est equi-L-Lipschitz, donc

uniformément équicontinue (il suffit de prendre 6 = 7).

On peut donc appliquer le théoreme d’Arzela-Ascoli : on extrait une sous-suite conver-
gente de (y,) en prenant :V(ey,), lim, o £, = 0 de fagon que ||yz, |lcc = ¥ € C([a, b], R™).

t

ly(@) —yo = | f(s,u(s))dsll = lly(t) = e, () —/ [f(s,y(s)) — o, (s)]ds]

< ly() =y, O+ | [f(s,5(5)) = f(s,9e, (DIdsl[ + | [ [f(s,9a(s)) — uL, (s)]ds]
S— to to

@ ®)

1. (@ : tend vers 0 par convergence uniforme ;
2. comme f est continue sur K (un compact), donc uniformément continue et que
Ye,, tend uniformément vers y, 2) tend vers 0.
3. @)= en(t —ty) tend vers 0 car &, tend vers 0.
On a montré que |ly(t) —yo — ft’; f(s,y(s))ds|| = 0. Donc y(t) = yo +ft'; f(s,y(s))ds. En
tant que primitive de la fonction continue f(s,y(s)) le coté droit est méme C!, le coté

gauche donc aussi. En dérivant les deux cotés on obtient 3/(t) = f(¢,y(t)) tandis que la
valeur initiale suit en évaluant en t = tg. ]

1.3.1. Théorémes d’unicité
Soit 2 C R x R", ouvert, et f: 2 — R™ continue.

Définition 1.18. On dit que f est Lipschitz par rapport a la deuxiéme variable
il existe L > 0 tel que ||f(t,y) — f(¢,2)|| < L.||ly — 2|, V(t,v), (t,2) € Q. On dit alors
que f est globalement Lipschitz en la deuxieme variable.

On dit que f est localement Lipschitz dans la deuxiéme variable si pour tout
(t,y) € €, il existe un voisinage U de (t,y) sur lequel f est (globalement) Lipschitz en
la deuxieéme variable sur U (a la place de Q).

Exemple 1.19. Soit f(t,z) =t + \/z sur Q LR« (0,00). Alors

F(ty) — F(t2)] = |VE - vz| = J252

Tant que x,z > ¢, f est Lipschitz avec constante L = ﬁ Mais pour deux points de 2,

par exemple si on choisit z = 4x, on a

[f(ty) = f(t o)l =lo— 2] x 5=

41



et le facteur ﬁ n’est clairement pas borné par un L > 0 quelconque, puisque z peut
s’approcher a zéro autant que I'on veut. Ainsi, f est globalement Lipschitz sur R X
[e,+00), mais pas globalement sur €.

Théoréeme 1.20. Unicité de la solution Soit @ C R x R™ un ouvert, et f :  — R"
localement Lipschitz en y.

y'(t) = ft,y)

admet au plus une solution
y(to) = wo

Alors le probleme de Cauchy {

Démonstration. Remarque : le théoreme n’énonce pas existence. La logique de la preuve
est : “s’ll y a deux solutions, alors elles sont égales”.

— Etape 1 : Soit I un intervalle, ty € I et y, z deux solutions sur I. On veut montrer
que y = z.

t t t

y(t)==2(t) = yot [ f(s,y(s)) ds—(yo+ [ [(s,2(s))ds) :/ (f(s,y(s)—f (s, 2(s)) ds
to to to

Comme f est localement Lipschitzienne, il existe un voisinage U C Q de (o, yo)

sur lequel f est Lipschitzienne en y. Par continuité des fonctions t — f(¢,y(t)) et

t— f(t,z(t)), il existe un & > 0 tel que (|t — to| < §) = (¢,y(¢)), (¢, 2(t)) € U).

Pour |t —tg| < ¢ il suit

ly(&) =z = |l t f(s,y(s)) = f(s,2(s))ds|| < t 1£(s,5(s)) = f(s,2(s5))l|ds

< Ljt—to] max [y(s) - ()|

< L.6. ma —

< 1.6 ma [ly(s) - =(5)]
Quitte & diminuer 6 davantage, on peut supposer que 6.L < 1. En prenant le
maximum & gauche et a droite sur [tg —0/2,top+ /2] (ou un autre intervalle fermé
dans (to — 6,0 + d)) on obtient maxy,_s <s/2 [y — 2| < 6. L maxy,_s<s/2 |y — |- Et
comme 6.L < 1 cela implique que maxj,_<5/2|y — 2| = 0, on a démontré que
y =z sur [tg—0/2,tg + 0/2].

— Etape 2 : Posons t; = sup{t >ty : Vs € [to; t], y(s) = z(s)}. Deux possibilités :

e soit t1 < sup (/). Par continuité y(¢t;) = z(¢t1) On a donc un ”nouveau”

/
probleme de Cauchy {x (t) = f(tr, )
z(t1) = y(t)
mais par I’étape 1 de la preuve, comme (¢1,y(t1)) € Q et f localement Lip-
schitzienne, on a y = z sur [t1;t; + '] ce qui contredit la construction de t;
comme le sup tel que les solutions sont égales.

qui admet deux solutions y et z,

e soit t1 > sup I, dans ce cas, on a bien y = z sur I. O
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Solutions maximales ou non-prolongeables

/
= f(t,
Définition 1.21. Une solution y : I — R™ du probleme de Cauchy y(t )f( y) (%)
Y{to) = Yo
est dite maximale, ou non-prolongeable, s’il n’existe pas d’intervalle J tel que I C J,
sur lequel le probleme de Cauchy admet une solution.
On dit qu’une solution est globale si elle existe pour tout ¢ € R.

Toute solution globale est maximale (évident), mais la reciproque est fausse.

! 1+ 2
Exemple 1.22. Le probleme de Cauchy {y(()) Oy a pour solution y(t) = tan(t)
y =
sur (—m/2;7/2). La solution n’est pas définie en 7 /2, d’ailleurs (—m/2;7/2) est I'inter-
valle connexe maximal que 1’on peut avoir, car évidemment, y(t) n’est pas défini en tout
point ¢t = 7/2 4+ km. Ainsi, y n’est pas une solution globale.

Proposition 1.23. On suppose qu’il existe localement une solution autour de tout point
indtial (t1,y1) € Q. Si ¢ est solution du probléme de Cauchy (%), alors il existe un
prolongement mazximal.

Démonstration. Soit ¢ une solution de (x) que 'on fixe. On cherche a I’étendre de fagon
maximale. Pour deux solutions y et y définies respectivement sur J et .J, on définit la
relation d’ordre partiel y < gsi J C J. Alors gy =y

Soit M = {z solution : ¢ < z}. Ce sont donc toutes les solutions définies “plus large-
ment” que le ¢ de départ. Soit € = {z,, @ € A} une chaine croissante (sous partie de 9
totalement ordonnée) de 9. On appelle J,, le domaine de la solution z,.

: K —R" : . .
Soit K = Ugecada et 2z : ) . Cette fonction est bien définie et
t— 2q(t) sit e Jy

z > zo Va € A, donc z est I’élément maximal pour € Par le lemme de Zorn * il existe un
élément maximal de 901, c’est a dire une solution maximale qui prolonge ¢. ]

Remarque 1.24. Si y est une solution maximale de (%) sur un intervalle I alors I est
nécessairement ouvert. En effet : supposons y solution sur I = (a; b], alors ”par extension
locale”, il existe un £ > 0 tel que y soit solution sur (a;b+ €).

Théoréme 1.25. Soit 2 C RxR™ un ouvert, f : @ — R™ donné et on suppose existence
et unicité du probléme de Cauchy y' = f(t,y), y(to) = yo pour tout (to,yo) € Q dans un
invervalle I autour de tg.

Soit y la solution donnée sur un intervalle I borné autour de ty . Alors y est prolongeable
(ou non-mazimale) si, et seulement si, Q0 contient un compact K tel que le graphe I'y =
{(t,y(t)); t € I} est inclus dans K.

Démonstration. : On suppose la solution prolongeable, il existe donc un intervalle
J, I C J tel que y est solution sur J. I C J =1 C J or I est borné donc I est compact

*. (pour appliquer le lemme de Zorn, il n’est explicitement pas nécessaire que z appartienne a €!)
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(fermé borné). Comme y est continue, I'image d’un compact par une application continue
est un compact donc y(I) est compact. Le produit de compact est compact donc I x y(I)
est compact, et 'y C I x y(I) C Q

: On suppose qu'il existe un compact K tel que I'y C K C Q. Or f est continue donc
f(K) est compact. Il suit que ¢’ est borné sur K car y/'(t) = f(t, y(t)) satisfait max; |y/| <
maxg || f|| ;= L. Par I'inégalité des accroissement finis, y est donc L-Lipschitz.

On pose w = sup([). Soit (¢,) une suite de I qui converge vers w, alors (¢,) est Cauchy,
et par conséquent y(t¢,) est de Cauchy car y est L-Lipschitzienne, donc y(t,) converge
vers une limite zg. Cette limite ne dépend pas de la suite (¢,) : si (s,) converge vers w,
alors ||y(sp) —y(tn)|| < L|sp —tn| — 0. On résout alors un nouveau probleme de Cauchy,

{z’(t) = f(t, 2(t))

z(w) = 29

ce qui permet de prolonger la solution y par une solution égale A ysit € I et zsit € I.
En effet, la fonction “recollé” est continue par construction de zg, puis y et z sont C!.
Seul la continuité des dérivées au “point de recollement” est & discuter. La dérivée de z
en west f(w,z(w)) = f(w,z0) = limy, f(tn,y(ty)) ce qui montre que la fonction recollé
est C! et une solution sur I'intervalle agrandi.

R

O]

Exemple 1.26. a) Soit f : R x R? — R? “définie partout”. Alors y : I — R? est
maximale si et seulement si limy_in¢(p) [[y(t)[| = +oo et limy_,qup (1) ly(2)]] = +oo.
Revenons concretement a l'exemple 1.22, qui illustre bien le résultat : soit la so-
lution y est prolongeable, soit elle quitte tous les compacts du domaine de f (ici,
domaine(f) = R? — quitter tous les compacts de R? signifie alors la solution ”ex-
plose” (vers co). Si on trouve la solution y(t) = tan(t) disons sur [—a,a] avec
a < /2, la solution reste bornée, donc son graphe dans un comapct de R?. Par
contre, pas moyen de prolonger au-dela de (7/2,7/2) car la solution y explose.

b) Par contre, si f est définie sur un ouvert @ C R x R? la solution peut cesser
d’exister lorsque la solution s’appréte a “toucher le bord”. Rappelons qu'un com-
pact K inclus dans un ouvert {2 a une distance strictement positive au bord de
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Q. “Toucher le bord” veut donc dire : quitter tous les compacts de Q! Exemple
explicit :

Soit y' = f(t,y) = t/y* avec y(0) = yo (donc ty = 0). Cette fonction f est définie
sur {2 =R x R*. On a dessiné en rouge le bord de 2.
i) Pour yy > 0, la solution y(t) = {¥/5/2t% 4+ yJ ne s’annule jamais (c’est & dire :
son graphe reste dans ), n’explose pas et existe donc en tout temps : elle
est globale.

i) Mais si yo < 0, la solution y(t) = —{/|yo|® — 5/2t? définie proche de 'origine
“touche” la ligne y = 0 en un temps fini ¢, :

4

|

son graphe quitterait donc 2! Est-ce vraiment un probleme ? Observons que
Yy (t) = —5t(|yo|® — 5/2t2) /> explose quand t — t,—. Quoi qu’on fasse pour
définir y sur [t«,t« + €), y ne sera pas dérivable sur [0,t, + ¢), car elle sera
non-dérivable en t,. Il ne peut donc pas s’agir d’une “solution”. On voit donc
que la solution existe sur (—t,t,) seulement et s’éteint en +t,, comme le
théoreme le prédit.

Les itérations successives de Picard-Lindelof

Un peu d’histoire... Peano montre qu’il existe au moins une solution locale au probleme de
Cauchy en 1886 ; en 1887 Lipschitz montre qu’une fonction globalement Lipschitzienne
dans sa deuxiéme variable admet au plus une solution, puis en 1893/1894, Picard et
Lindel6f montrent que : si f: Q C R x R” est continue et globalement Lipschitzienne en
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y, (2 ouvert), alors la suite d’itérations successives :

def.
Yyo(t) =0

def.

dnia(t) 2y + / £(5,yn(s)) ds

converge uniformément sur tout intervalle compact [a, b] vers y, la solution du probléme
de Cauchy y/'(t) = f(t,y(t)), y(to) = yo. Cette solution est le point fixe de 'application
T défini par

(Tx)(t) = yo + t f(s,z(s))ds.

Démonstration. On veut montrer que la suite ainsi définie converge. On va montrer que
L™ |t—to|™ X
lyns1(t) — yn(B)|| < % Par hypothese

3L > 0 tel que ¥(t,a), (t,b) € Q: [ f(t,a) — f(t,b)] < Llja —b]

II suit que

[Ynt1(t) —yn (D) < t 18, yn(s)) = f(s,yn-1(s))l[ds < L t lyn(s) — yn—-1(s)l| ds

On raisonne par récurrence sur n.
o pour n =1 on a [y (t) = yo(t)l| < L [y, ly1(s) = yo(s)l|ds < L.|t — to|

e On suppose la proposition |[yn+1(t) — yn(t)]| < W vraie au rang n.

e Aurangn+1:

/t Ln’8 o t()‘n Ln+1|t _ to’nJrl
—ds =
t,

t
s (B (D] / Iona(6) (o)l ds < 1 [ FEE0 T

. . . L™ t—to|™
Ce qui signifie que 25, [gmin(t) — a(t)] < S22, A0 < exp(Llt — to]). Pax
conséquent, la suite > >, (ynt1 — Yn) converge normalement sur tout [a,b] € R. Par

télescopage
n—1
Un =vo+ > _(yj — yj-1)
j=1

ce qui montre que (y,) converge uniformément sur tout [a, b]. On pose y(t) = limy, o0 Yn(£).
Alors

t
y(t) =yo+ Hm ypy1(t) =yo+ lim [ f(s,ya(s))ds.
n—oo n—oo t()

Puisque (y,) converge uniformément et f est Lipschitz dans sa deuxiéme variable on
peut intervertir intégrale et limite :

t t
vy =+ [l fun()ds s+ [ fls.u(s)ds

to

Alors une fabuleuse auto-amélioration démarre :
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1. y est continue en tant que limite uniforme des (y,) qui sont continues.
2. s+ f(s,y(s)) est donc continue, car f est continue.
3. y est une primitive d’une fonction continue, donc y € C'!
On peut donc dériver la formule intégrale et obtient y/'(¢t) = f(t,y(t)), et y(to) = yo. O

Remarque 1.27. L’itération de Picard-Lindel6f s’applique si f est continue sur €2 C

R x R™ et si % est continue. Pour tout [a, b] et K tels que [a,b] x K C Q on a alors par

accroissements finis : L = max(, p)» i ”%(t’ y)|| < oo.

Exemple 1.28. Soit f(¢,y) = A.y ou A est une matrice de réels fixée. On a alors

Yo(t) = vo
¢
y1(t) = yo + A.ypds = yo + Ayo(t — to)
to
! 2 o (t—to)?
yo(t) = yo + / (Ayo + A%yo(s —to)) ds = yo + Ayo(t —to) + A Yorg
to

ok
yn(t) = ZAkyo(tkfo)-

On a donc limy oo Yn(t) = exp(A(t — to)).yo On a une solution explicite au systéme
y' = Ay, y(to) = yo. Encore faut il calculer exp(s.A) ... ou pas!

Premier cas : A est diagonalisable :

Soit \jv; = Av; et U = (v1| e ]vn) Alors U est une matrice de passage qui satisfait
A =UDU™! (avec D = diag()\;)), ce qui donne A" = U"DU"! et donc exp(sA) =
U exp(sD)U~ . Clairement,

oS
exp(sD) =
oAns
a -
Sion pose yo = | : | on a alors la solution |y(t) = Zak exp((t — to)\k).vg | Ce qui
o, k=1

veut dire : pas besoin de calculer ’exponentielle, on peut donner toutes les solutions
homogenes juste avec les valeurs / vecteurs propres.

Second cas : A n'est pas diagonalisable Pour toute valeur propre A de multiplicité
algébrique m, on calcule une base de ’espace caractéristique. En pratique, on commence
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par ker(A — \). Pour tout vecteur propre v on résout (A — A\)w = v, puis (A — Nz =w
etc ...
Soit {vg)‘), e ,v,(ﬁ‘)} une base de I'espace caractéristique ainsi obtenue. On pose pour

0</<m-—1
l

A), .\ def. th(A—XNF
yé )(t) :=—exp(At) Z (k')v§ )
k=0

Alors on a m solutions y[())‘) (t),.,y

est de taille n x n.

(M)

o1 (t). Au total, on trouvera donc n solutions, si A

y'(t) = A(t)y(t)
y(to) = yo
R™ x R™ n’a PAS pour solution ¢(t) = exp(ft'; A(s)ds)yo!! En effet

B t+h t
pt+h)—o(t) _ 1eXp(/ A(s) ds) —exp(/ A(s) ds)

Remarque 1.29. Le probleme matriciel linéaire { , avec A : [a;b] —

h h to to
mais
t+h ¢ t+h
exp( A(s)ds) #exp( | A(s)ds).exp( A(s)ds)
to to t

si les A(s) ne commutent pas pour tout s € [to,t]. Au résultat, la dérivée de ¢ existe
bien, mais ne vaut pas A(t)p(t)!

1t . .
Par exemple pour (0 2) on peut calculer y et ¢ explicitement. Exercice!

Théoréme 1.30. Soient I un intervalle et A : I — R™™ et b: I — R" deux fonctions
continues. On consideére le probléme

“ {y'(t) = A(t)y(t) + (1)
y(to) = yo

a) Pour tout (to,yo) € IxK™ le probléme de Cauchy (x) admet une solution unique.

b) si b(t) = 0Vt € I, l’ensemble des solutions Ly de l’équation (homogéne) est un
espace vectoriel de dimension n

¢) Pour 1<k <n eti,..., v €Ly les propositions suivantes sont équivalentes :
i) {1,..., U} est une famille libre dans Ly
it) il existe to € I tel que {11(to),...,Yx(to)} soit une famille libre dans K"
iii) pour toutt € I, {¢1(t),...,¢Yx(t)} est une famille libre dans K™

Démonstration.

a) L’équation s'écrit comme y' = f(t,y), y(to) = yo avec f(t,y) = A(t)y(t) + b(t).
Comme f est continue, on est assuré de I'existence d’une solution. De plus || f(¢,y)—
ft,2)]| = JA@)(y — 2)|| < maxeer ||A(t)]|||ly — z]| (avec la norme matricielle induite
pour A). Il suit que f est Lipschitzienne en y, d’ott I'unicité de la solution sur I.
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b)  *0e Ly
* soit Y, p € Ly; a,f € K. On a:

(0 + Bp) = o)’ + Bo" = a(A()¥ () + B(A()e() = A()(a¢ + Bp) € Ln

donc Ly est un sous-espace vectoriel de C(I,K")

c¢) Pour démontrer dim(Lyg) = n on va d’abord montrer ¢). On a immédiatement
(1it) = (i) = (i). Reste & montrer i) = 4ii). Par contraposée. On suppose
Vvt € I que {¢1(t),...,¢¥r(t)} est une famille liée. En particulier, soit o tel que
{Y1(to), ..., ¥r(to)} est lie. Cela implique qu'’il existe A1,..., A, € K non tous
nuls tels que > ;" A\iphi(to) = 0. Posons 9(t) := Y1 Nithi(t). Or ¢(tg) = 0 résout
(%) avec la condition initiale yp = 0. Par unicité de la solution, et le fait que la
fonction nulle est aussi une solution & ce probleme on a (t) = 0Vt € I donc
{1,...,9r} est liée dans Lp.
Calcul de la dimension de Ly : Soit e; = (0,...,0,1,0,...,0) Par a) il existe
yj tel que yg = A(.)y; et y;(to) = ;. De ¢) on déduit que {y;,1 < j < n} est libre,
donc dim(Lpg) > n. Par ¢) si {y;,1 < j <n} C Ly avec | > n alors la famille est
liée donc dim(Lp) < n.
O

Définition 1.31. Soit (¢1,...p,) une base de Ly. Alors on appelle {¢1,...p,} un
systéme fondamental.

On pose ®(t) = (¢1]...|pn) € Myxn la matrice du systéeme fondamental.

y est solution du probléme homogene signifie que y(t) = > 1" | ¢;p;, ol les ¢; sont des
scalaires. Ce qui équivaut a y(t) = ®(t).c en posant ¢ = (c1,...,c,)". Vu que ® est
dérivable coordonnée par coordonnée, donc dérivable, et on a :

(1) = (1. 1¢(®) = (ADP®)]. . [AB2a(D)).

Ceci montre que la matrice d’un systéeme fondamental satisfait I'équation | ®'(t) = A(t)®(¢t)|.

/
=—w
Exemple 1.32. Soit le probleme {y} b2 En dérivant la premiere équation, on
Yo = WY1
obtient : 3/ = —wy) = —w?y; On résout cette équation : le polyndome caractéristique

est X2 4+ w?, qui a pour solutions iw, —iw, ce qui nous donne deux solutions comme
combinaisons linéaires de sin et cos :

y1(t) = asin(wt) + Beos(wt) et yo(t) = dsin(wt) + 7 cos(wt).
Reste & ”comparer” les «, 8,7,0. En effet, yj = —wys impose 7 = —a et — = 4.

Mais d’autre part, on peut réécrire le probléme sous la forme 2’ = Az, avec z = (y1,y2)"
ol
0 —w
A= .
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On remarque que @q(t) = <_czlsr(la(::§)> et vp(t) = (Z?SEZI;) sont deux solutions

du probleme matriciel. Or ¢,(0) = <(1)) et ¢p(0) = <(1)) : ces deux vecteurs sont

linéairement indépendants, par le théoréme ils forment un systeme fondamental, et toute
solution ¢ est de la forme

o(t) = apa(t) + bop(t) = (—a sin(wt) —|—bcos(wt)> _ <— sin(wt) bC;)iSn(Eft))> <cbz> _

acos(wt) + bsin(wt) cos(wt)
Ceci coincide avec le calcul “a la main” du haut. On remarque aussi que det(®(0)) = —1
et det(®(t)) = —1, ce qui illustre ce qu’on a vu dans le théoreme : si la famille est libre

en un point %y, ici tg = 0, elle est libre pour tout t.

Variation de la constante reloaded - cas matriciel

Soit le probleme y/(t) = A(t)y(t) + b(t)(*)

Ansatz : on suppose qu’il existe une solution particuliere de la forme y,(t) = ®(t)c(t),
on a donc : y,(t) = A(t)y,(t) + b(t). D’autre part, en dérivant ce y,(t) supposé, on a :
yp(t) = @'(t)c(t) + @(t)c'(t). Or @'(t) = A(t)®(t), en remplacant dans I'expression, on
a:

yp(t) = A (t)c(t) + P(t)c (t) = A(t)P(t)c(t) + b(2)

c’est & dire : ®(t)c/(t) = b(t). En primitivant ¢/(t) = ®(¢)~1b(¢) on trouve c(t), puis y,(t)
et enfin, toutes les solutions de (x) seront données par

ly(t) = yp(t) + (t)e,  ceR"|

Astuce calcul : ne pas inverser ® mais résoudre le probleme linaire ®.xz = b et poser
d(t) = x(t).
1.3.2. Application aux équations linéaires a coefficients constants
Résolution du probleme
S _pary® =0 LY =AY ()
y(ti) =y; vie{0,...,n—1} Y(to) = (yos- -+ Yn—1)

L’idée est de se passer de calculer les vecteurs propres et de donner “directement” la
solution. A ce fin, on pose P(X) = > }_, ar X}, le polynoéme caractéristique. On écrira

D= % et formellement I’équation différentielle devient P(D)y =Y, _, ak% =0

Lemme 1.33. On a les propriétés suivantes sur les objets P(D) définis ci-dessus :
1. si P = Py + P, dans C[X], alors P(D)f = Pi(D)f 4+ Pa2(D)f. Ceci est immédiat.
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2. i Q = PPy dans C[X] alors Q(D)f = Pi1(D)[P2(D)f]. Ceci nécessite une preuve.

Démonstration. Preuve de (2) Soient Py(X) = Zi\fzo ap X Py(X) = Z;CV:O Xk €
C[X] avec (ay) et (by,) deux suites finies (N = max{n € N tel que a,, # 0 ou b,, # 0})

k
Q(X) = P1P2(X) = chXk avec C — Z ajbk,j
k 7=0
Alors
k
QD) f = chf(k) = Zzajbk—jf(k)
k

k j=0

= Z Z ajbk_j(%)jf(k_j)

i k>
= Yy S
j k>
= Pi(D)[P2(D)f] = PLP(D) f = B[Pi(D)f] O

Lemme 1.34. Soit P € C[X] tel que P(X) = Y, axX"; X € C. Alors P(D)eM =
S apAFer = XM P()\) On a donc

P(D)eM =04 P(\) =0

Dans ce cas, y(t) = e est une solution au probleme homogene P(D)y = 0.

Cas diagonalisable

Théoréme 1.35. Soit P € C[X]| un polynome de degré n scindé en n racines simples
A,y A Alors {eMt, .. eMt) forme un systéme fondamental pour le probléme P(D)y =
0.

Démonstration. ¢ (t) = e est solution de P(D)y = 0 pour tout k = 1,...,n Ce qui
signifie que ®4(t) = (K, Pk, - - -, golgn_l)) est solution de ®' = A® Cette équation linéaire
admet un systéme fondamental de n solutions, il suffit dont de montrer I'indépendance

des ®;, On écrit la matrice des solutions

eMit e etnt
AeMto Apernt
o = (q>1|...yq>n) -
ApTteMt o AnTledat
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On se place en t = 0 puisqu’on sait que I'indépendance en un point équivaut a I'indépendance
en tout point.

1 - 1
)\1 >\n

®(0) = :
AP et

On reconnait un matrice de Van Der Monde, qui est inversible car les \; sont deux a
deux distincts. Donc les & sont bien linéairement indépendants, et les ¢ aussi. O

Remarque 1.36. Si les \; sont réels, on a une preuve analytique simple : on or-

donne les A; tels que A1 < --- < A, . On forme une combinaison linéaires des so-
lutions : Y, a;pi(t) = 0 et on multiplie par e~ on obtient Y"1 | a;p;(t)e Mt =
a1 + 31, a;i(t), puis on fait tendre ¢ vers 400 : S, azpi(t) "5 0. 1l reste a; = 0.
Par récurrence, on obtient a; = 0 pour tout ¢ =1,...,n.

Exemple 1.37. y®) —2y24+4/ -2y =0 (%) . En identifiant au probleme P(D)y =0
ona P(X)=X3-2X?4+X —2 = 0. On observe que 2 est racine de P, puis en
faisant la division euclidienne de P par (X — 2) on obtient P(X) = (X —2)(X%2+1) =
(X —2)(X —i)(X 4+ i) Donc P est bien scindé a racines simples, et on a un systéme
fondamental {2, e~ e}, Mais on préfere se ramener & un systéme réel. On observe que
Papplication (x,y) — (xTer, 5¥) est inversible, en I'appliquant a (e, e~) on obtient
(cos(t),sin(t)). Donc un autre systéme fondamental pour le probléme (x), réel cette fois,
est {e?, cos(t),sin(t)}, ainsi les solutions sont de la forme : y(t) = ae? 4 cos(t)+ sin(t),

ou «, 3,7 sont réels.

Cas Général (du systeme homogene)

Lemme 1.38 (Lemme 1). Soient A € C, f € CF(R) Alors | (D — A)*(eMf) = M f®) (1)

Démonstration. Par récurrence sur k. Pour k=1 on a
(D = M) (Mf)=[eMf)] =AM f(t) = e f/(2).

Supposons la proposition vraie au rang k : (D — A\)F(erMf) = eMfR)(t); au rang k + 1
on a alors

(D =N M) =(D=X) (D =-N"("f®)
=e*t f(K)(t) par hypo. de rec.

= D(M B () — XM fF) (1)) = M (1) O

Lemme 1.39 (Lemme 2). Soit P € C[X], X € C telle que P(\) # 0. Si g est un
polynéme d’ordre n de C[X] alors| P(D)[g(t)eM] = h(t)e* | ou h € C[X] ; deg(h) =n
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Démonstration. On pose P(X) = 3 ci(X — A\)¥. Comme P(\) # 0 on a ¢y # 0. Par
le Lemme 1 on a P(D)[g(t)eM] = S cu(D — NF[gt)eM] = 3 g™ (t)eM. On pose
h(t) = S erg®(t), cest bien un polynéme de C[X]. De plus, comme co # 0, on a
deg(g) = deg(h) = n. O

Théoréme 1.40. Soit P € C[X] et A\1,..., A, ses racines, de multiplicité, respective-
ment, mq, ...m, Alors l’équation différentielle P(D)y = 0 admet un systéme fondamen-
tal de la forme

{tje)‘kt; j=0,...ompy—1; k=1,...,r}

Démonstration. Etape 1 : on montre que t/e*! est bien solution de P(D)y = 0. Pour
k=1,...,r on écrit P(X) = (X — \)"™*Qx(X).

P(D)[FeM!] = (D — \,) ™ [Qx(D) (HFe)]
= Qr(D)[(D =A™ (¢ )]

d - d
— Mg 4G\ AT P < _ M
Qr(D) ((dt) t))e orj<myp—1= (dt) 0
—_—

Lemme 2 avec g(t)=tJ

=0

Donc @, x(t) = t/e ! est bien solution de P(D)y = 0. On a alors n solutions (la somme
des multiplicités des racines).
Etape 2. Montrons que ces solutions sont linéairement indépendantes : Supposons

r mgp—1

Ve 0= > mixpikt)

k=1 j=0

une combinaison linéaire des ¢; ;. On va montrer que les coefficients p; 5 sont tous nuls.
On pose g (t) = Z?:ko_l ikt gi € C[X] et on a deg(gg) < my, — 1. Alors

T mk—l

.
0= pikpik(t) =D gr(t)e!
k=1 j=0 k=0

Supposons par 1'absurde que le coefficients y; ne sont pas tous nuls. Quitte a permuter
les A et réduire r si besoin, on peut alors supposer que aucun des polynomes gi n’est
identiquement nul. On applique (D — \.)™ & Y7 _ gr(t)e!

r r—1
(=™ (o ate) = 3 me + ()™ gy

— lemme 2

lemme 1
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Or ((%)m"gr) = 0 car deg(gr) < m, — 1 De plus deg(hi) = deg(gx) pour tout k =
1,...,r—1

(D — )\T)mr(i gk(t)e’\kt) — (D~ M\_p)™ ( z_:l hk(t)e’\k't>.
k=0 k=0

Par récurrence, on obtient le dernier terme : f(t)eM* = 0 ot f € C[X] tel que deg(f) =
deg(g1) mais g1 n’est pas identiquement nulle, et f l'est, ce qui est une contradiction,
donc pj ) = 0 pour tout j € {1,...,mp —1} et k€ {1,...,r}. O

Exemple 1.41. y®* +8y” +16y = 0. Le polynéme caractéristique est P(\) = A*+8)\2+
16 = (A—2i)%(A\+2i)? On a donc deux racines de multiplicité 2. Un systéme fondamental
est donné par {e%* e=2 te=2 te?'} Ce qui donne comme systéme fondamental réel
{cos(2t),sin(2t), t cos(2t), tsin(2t)}, donc toutes les solutions sont de la forme y(t) =
acos(2t) + [sin(2t) + vt cos(2t) + ot sin(2t) avec a, 3,7,9 € R.

Le probleme linéaire non homogeéne

On souhaite résoudre P(D)y = b.

Remarque 1.42. 1. Si y, est une solution du probléme, alors on connait toutes les
solutions, qui sont de la forme y = y, + c.yp, o y; est solution du probleme
homogene P(D)y = 0.

2. Par le principe de superposition, si b(t) = > b;(t) et P(D)y; = b; alors P(D)(>_y;) =
> b =b.

Dans le cas général, on a la méthode : utiliser les solutions homogenes pour déterminer
un systeme fondamental (i.e. on prend
def. 1

i (t) == (1), 1 (1), o)
ou {pr : k = l.n} est le systeme fondamental obtenu avec la méthode décrite en
haut via le polynoéme caractéristique). Puis puis appliquer la méthode de la variation
de la constante a la réécriture du systeme au premier ordre. Cependant, dans certaines
situations, on “sait d’avance” a quoi la solution va ressembler, ce qui offre un raccourci
et important gain de temps.
D’abord, si b(t) = 2?21 g;j(t), par superposition des solutions, il suffit d’étudier chaque
second membre g;(f) séparément. On va s’intéresser au cas que g;(t) = e!i'p;(t) avec
p;j € C[X]. Ici, p; complexe est expressément autorisé, mais sera systématiquement
réécrit en cos(a;t)e’t et sin(a;t)e’t ot p; = aj +ib;. Iy a deux cas : soit P(u) =0, on
parle de cas raisonnant, soit u n’est pas racine de P, c’est le cas non raisonnant.

Théoréme 1.43. Soit l'équation différentielle P(D)y = g(t)et

1 si P(u) # 0, il existe une solution particulicre de la forme @(t) = h(t)e! ou
h € C[X]; deg(g) = deg(h).
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2 si P(u) = 0, avec la multiplicité de pu égale a k, alors p(t) = h(t).tFett est une
solution particuliere du probléeme, avec h € C[X] ; deg(h) = deg(g)

Démonstration.

e Cas non raisonnant :P(u) # 0 Posons m = deg(g). On procede par récurrence : si
m=0onab(t) =Xt ; X\ € COr P(D)e! = P(u)ett En multipliant & gauche par
la constante ﬁ, on obtient P(D)ﬁe“t = e, donc ¢ = %e“t est solution

particuliere, avec h(t) = ﬁ, polynéme de degré 0.

Supposons la proposition vraie pour tout g de degré inférieur ou égal & m. Au rang
m+ 1 : soit g de degré (m + 1); P(D)(t™ tett) = go(t)ett avec deg(go) = m + 1
par le lemme 2. Posons g;(t) = g(t) — cgo(t), en choisissant ¢ € C de maniére a ce
que deg(g1) = m. On peut appliquer 'hypothese de récurrence pour g; : il existe
un polyndéme hy de degré m tel que P(D)(hy(t)ett) = g1(t)

Posons h(t) = hi(t) + c.t™ ! On a alors P(D)(h(t)e!) = P(D)(hy(t) + c.t™t1) =
(g1(t) + c.go(t))ett par linéarité de D, c’est & dire P(D)(hy(t)ett) = g(t). La pro-
priété est vraie au rang m + 1.

e Cas raisonnant : P(u) = 0 On pose P(\) = Q(A)(A — p)* de facon que Q(u) # 0.
Par (1) du théoréme, il existe hy de degré deg(g) tel que Q(D)(hy(t)e!t) = g(t)et.
Soit h une primitive k-ieme de la forme h(t) = t* Z?igo(g ) a;t). Par le lemme 1, (D —
w)*(h(t)er') = hi(t)er dott P(D) = [Q(D)(D — p)*|(h(t)e) = Q(D)hi(t)et)

0

Exemple 1.44. o y3) — 3y 4+ 2y = ¢2. Un systéme fondamental pour le probleme
homogene est {e?,e’}. On cherche une solution particuliere au probleme non
homogene, en remarquant que b(t) = 2% : comme P(0) # 0 on est dans le
cas non raisonnant, c’est a dire qu’il existe une solution particuliere de la forme
yp(t) = at? + bt + c. On calcule les dérivées successives, puis on injecte dans
I’équation différentielle : 2a — 3(2at + b) + 2(at? + bt + ¢)t> = 2 ce qui donne, par
comparaison des coefficients devant ¢/ le systeme linéaire

2a —3b+2c =0 (coeff. de t?)
—6a+2b = 0 (coeff. de t)
20 = 1 (coeff. constant)

dota =1/2; b =3/2; ¢ = 7/4, et une solution particuliere est : y,(t) =
RN T
2 T2 g
Alors 'ensemble des solutions est donné par
2 3t 7

y(t):ae2t+ﬁet+5+§+1 a,BeR

Pour un probleme de Cauchy (avec valeur initiale), il faut calculer 1'unique (!)
(a, B) avec les valeurs initiales.
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° y(3) — 3y’ + 2y = t2e!. Puisque P(1) = 0, on est dans le cas raisonnant, de plus
c’est une racine simple, donc on aura une solution particuliere de la forme y,(t) =
t2(at? + bt + c)el! De la méme fagon on calcule les dérivées successives de y,(t).

yn(t) = (at* + (4a + b)t3 + (3b + ¢)t? + 2ct) e

yn(t) = (at* + (8a + b)t* + (12a + 6b + ¢)t* + (6b + 4c)t 4 2¢) €
u$D(t) = (at* + (12a + b)t3 + (36a + 9b + )t + (24a + 18b + 6¢)t + (6b + 6¢))et

En injectant dans I’équation différentielle il vient

a—3a+2a = 0 (coeff. de t*)
(12a +b) —3(4a+b)+2b = 0 (coeff. de t3)
36a = 1 (coeff. de t?)
240+ 18 = 0 (coeff. de t)
6b+6c = 0 (coeff. constants)

Le systeme est triangulaire. La premiere ligne intéressante est celle de ¢? qui donne
a = 1/36. Puis celle de t donne b = —1/27, et finalement ¢ = 41/27. Il suit qu’une

solution particuliere est
th B 2,
)= (o= — — + —

Alors toutes les solutions sont données par

A I 2
— — — + —)et, (a, B) € R2.

N = ael 2
y(t) = ae’+ e + (35— 35+ 35

e y'(t) + y(t) = sin(t). Les racines de p(X) = X2 + 1 sont +i, ce qui donne le
systeme fondamental réel {sin(¢), cos(t)}. On est dans le cas résonnant, une solution
homogene ne peut étre particuliere. On cherche donc, comme avant, la solution sous
la forme y,(t) = t(acos(t) + bsin(t)) (en multipliant avec ¢ puissance multiplicité
de la racine). On dérive deux fois :

y'(t) = (bt +a)cos(t) — (at — b)sin(¢)
y'(t) = (—bt —2a)sin(t) — (at — 2b) cos(t)

et injecte dans ’équation différentielle. Il suit
—2asin(t) + 2bcos(t) = sin(t)
ce qui suggere a = —1/2 et b =0. On a donc
yp(t) = —t/2cos(t).

On voit qu’il a été sage de ne pas négliger le terme du cos dans le Ansatz en haut !
Le fait que b(t) contient qu’un sinus ne présage rien sur la solution particuliére :
c’est une somme de sinus et cosinus, en général! La solution générale est donc

y(t) = (o —t/2) cos(t) + B sin(t) (o, B) € R%
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1.4. Méthodes qualitatives

Manque de temps, ce chapitre est passé a la trappe en 2021.

1.4.1. Barriéres

A lire dans Hubbard-West, si envie.

1.4.2. Problémes autonomes.

Soit © € R? un ouvert et F; Q2 — R¢ continu. On s’intérese au probleme autonéme

y' = F(y)

Si F'(y*) = 0, alors y(t) = y* est une solution constante, on dit stationnaire. Si F est de
classe C', la différentielle de F' en y* donne

y'(t) = F(y(t)) = 0+ Dp(y")(y(t) —y*) +r(y(t) —y*) = Ayt) — Ay" +r(y(t) —y")

ce qui donne envie de percevoir I’équation comme une “perturbation” du systeme linéaire.

1.4.3. Linéarisations : un théoréme de stabilité

1.4.4. Linéarisations : un théoréeme d’instabilité
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