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Question1  (Baréme indicatif: 2.5 points) Pour t > 0 on considere I'équation différentielle

y(t)=%nly) —n@®) +1)  y(1)=4
(@) Montrer qu'il existe une unique solution dans un voisinage U de t = 1. La fonction a droite sat-
isfait f(t,y) = ¥ (In(y) — In(t) + 1) = h(y/t) avec h(xz) = z(In(z) + 1). Ainsi, |a%f(t7 y)| =
|10/ (y/t)] < 1/amax{|2 + In(&)| : ¢/b < & < d/a} sit € [a,b] avec 0 < a < b, ety € [c,d]
avec 0 < ¢ < d. Ainsi, f est Lipschitzienne par rapport a y - on a donc une solution ‘locale’
autour de (¢,y) = (1, 4) par le théoreme de Cauchy-Lipschitz.

(b) Soit y cette solution. Quelle équation différentielle satisfait alors z(t) := @ sur U?

On calcule la dérivée, remplace I'edo et simplifie: 2/ () = ¢/ (t)/t —y(t) /2 = 1z1In(z). Cette
équation est a variables séparés.
(c) Déterminer z, puis en déduire y, et vérifier qu’il s’agit bien de la solution recherché. On a z(1) =

y(1)/1 = 4. Alors
z t
#(m/ 1ds
/4 z In(z) 1 s

L'indication est de dériver g(u) = In(In(u)) : ¢'(u) = —~—. On voit donc que la séparation des

wlin(u)*
variables donne
In(In(z)) — In(In(4)) = In(¢) — In(1)

ou bien In(z(t)) = tIn(4) ou bien z(t) = exp(In(4)t) = 4. (Test: z(1) = 4! = 4 et 2/(t) =
In(4)z(t) = z(¢) In(2(¢))/t. OK.) Ainsi y(t) = tz(t) = t4".

Question 2 (Bareme indicatif: 2 points) Trouver toutes les solutions de
y () =y (8) — " () =y (t) — 2y(t) = —2¢> — 3¢t
Indication: le polyndme caractéristique posséde deux racines simples, qui sont faciles a deviner. P(t) :=

t* —t3 —t2 -t —2gannuleent = 2ett = —1 (ontestet = 0,1,—1,2,—2,3,—3..). Une divsion
avec reste revele P(t) = (t +1)(t — 2)(t* + 1). Ainsi on a les solutions homogenes

yi(t) =e? ya(t) = e y3(t) = sin(t) ya(t) = cos(t)
Reste a trouver une solution homogene. Par le cours, y,(t) = at? 4+ bt + c. On injecte dans l'eq.

diff:
0—0—(2a) — (2at +b) — 2(at® + bt +c) = —2t> — 3¢

on compare les termes (commengant avec t?), et obtient a = 1, b = 1/2, et ¢ = —5/4. Toutes les
solutions sont donc

y(t) =t +1/2 = 5/4 + ae~" + be*' + csin(t) + dsin(t)
avec a,b,c,d € R.

Question 3 (Bareme indicatif: 3.5 points) Donner toutes les solutions de y' (t) = Ay(t) avec
-1 00
A= 1 11
2 01
Trouver 'ensemble E C R? des valeurs initiales yo pour lesquelles le probléme de Cauchy

y'(t)=Ay(t), y0)=wecE



ait une solution 'stable’ c’est a dire, satisfaisant , lir+n y(t) = 0. A a deux valeurs propres, £1. Pour
——+o00

A = 1 (val. propre double) on a le VP (0,1,0). Pour A = —1 on ale VP (1,0 — 1). Ceci donne
déja 2 solutions indépendantes, y;(t) = €'(0,1,0) et y3(t) = e ¥(1,0 — 1). Pour une troisieme
solution on compleéte v; = (0,1,0) en une base de ker((I — A)?). Le plus simple est de résoudre
(I — A)vy = v1. On trouve vy = (0,0, 1). Alors un systéeme fondamental est

0 0 0 1
et 1 ],¢é 0 |+t 1 et 0
0 1 0 -1

Toute solution est combinaison linéaire de ces 3 fonctions. En ¢ = 0, on a donc

0 0 1
y0)=yo=a| 1 | +b[ 0 | +c| 0
0 1 1

La condition . 1i£rn y(t) = 0 ne permet pas les termes e’ dans la solution. Il faut donc enforcer
— 100

a = b = 0 par le choix de yo. Puisque {v1,v2, v3} forme une base de R3, il suit que yo doit étre

collinéaire a vs = (1,0, —1).

Question 4 (Baréme indicatif: 3.5 points) Soit X : I — R?, X(t) = (z(t),y(t))*. On souhaite
étudier le probleme de Cauchy suivant :

X1 = (yt) — x(t)®, —a(t) — y(t))"
(E) {X(O) = (z0,%0)"

(a) Montrer que E admet une unique solution maximale, qu’on notera (X, I).

Soit I, := IN[0,00) et - = IN(—00,0). La fonction F(t,z,y) = (y — 23, —z — y?)
est continue et continument différentiable en x,y, donc localement Lipschitz dans “les
variables espace (z,y)” . Ainsi, pour toute valeur initiale (x¢, yo) il existe ¢ > 0 et une
solution locale sur [—¢, ]. Celle-ci permet une extension maximale (thm des bouts).

(b) On définit I'énergie H(t) := z(t)? + y(t)2. Montrer que H(t) est décroissante sur I, puis
expliciter L. H'(t) = 20/ (t)a(t) = 25/ ()y(t) = 2a(1)(y(t) — 2(1)®) + 2y(t) (—a(t) — y(1)°) =
—2(x(t)* +y(t)*) < 0 d’ou la décroissance de H. I est de la forme [0, M) avec M finie ou
M = +o0. Si M était finie, on aurait une “explosion” de la solution avec t — M — par les
thm des bouts, donc H(t) — +o0. Mais H(t) < H(0) exclut ceci. Forcément, I, = [0, +00).

(c) Montrer qu’on a, pour tout t € I,

—2H?(t) < H'(t) < —H?(t).
H(t)? = z(t)* + 22(t)?y(t)? + y(t)* d’du I'inégalité de droite. Celle de gauche provient de

(a—1b)?
(d) En déduire que I_ est minore proposer un minorant explicite de I en fonction de xq et yo. Ob-
servons que H (t) = ) + fo H'(s)ds implique
H(0 —2/H2 )ds < H(t) < H(0 /H2
Autrement dit, H est encadré par les deux solutions de ¢/ = —2y? et de y/ = —y?, avec
y(0) = H(0) = 22 + y2 dans les deux cas. Ainsi,
1 1
2t a it
La minoration explose quand 2t + e +y2 =0, ie t = W donc H(t) aussi. Ainsi,

I_C 0.
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(e) Montrer que X admet une limite lorsque t — +o0; la déterminer. On voit par la derniere
double-inégalité que H(t) — 0 quand ¢t — +o0, donc X (t) — (0,0).

Question 5  (Bareme indicatif: 2 points) Soit

F(z,y,u,v) = ( 2% + 22 — 2y + ucos(x) + arctan(v) > |

zy + cos(av) — e + (z — 1)v

(a) Enoncer le théoreme des fonctions implicitement définies. Cours.
(b) Montrer qu'il existent deux voisinages U,V de (0, 0) dans R? et une fonction g : U — V de classe
C1 tel que, F(z,y,g(x,y)) = 0 sur U.

2
w z—1

T (@, y,u,0) = < 2z +2 —usin(z) —2 cos(z) (1+0?)7! )

y—wvsin(zv)+v = 2ue

F est de classe C! sur R* car ces 8 fonctions sont continues.
2 =2 1 1
JF(0>07070)_ ( 0 0 0 -1 )

La sous-matrice des deux derniéres colonnes au point (0,0, 0, 0) est < (1) _} ) et donc

inversible. On conclut par le théoréeme des fonctions implicitement définies.
(c) Quel est le polynome de Taylor d’ordre 1 de g au point (0,0)? On a

D00 = ~ro0) ooy =—( o 1) (2 2)=(22)

Ainsi, g(z,y) = ( 8 ) + ( 7(2) (2) ) ( N ) + r(z,y) avec “‘r((;;’))”” — 0. L'approximation

Y
—2z 4 2y )

polynomiale d’ordre 1 autour de (0, 0) est donc Py(z,y) = 0

Question 6  (question de cours) (Baréme indicatif: 2.5 points) Soit 2 C R"™ un ouvert et a € Q.
Soit f: Q\ {a} — R de classe C'(Q2\ {a}). Supposons que lig1 f(z) = € existe. On pose alors
>~ flx) si zeQ\{a}
f(x)'_{ﬂ si z=a

(a) Montrer que si dj := lim 6—% f(x) existe pour tout k = 1..n, alors J?est différentiable en
T—ra °

z=a; de plus, sa différentielle est représenté par le vecteur en ligne Vf(a) = (d1,...,dy).
Indication: relier f(a) et f(a + h) par une courbe paramétré (une ligne droite, par exemple) pour

utiliser le théoreme fondamental du calcul différentiel.
1
fla+h) = f(a)+ | Djs(a+th)hdt
0

Donc

1
1f(ath)— F(a) — (du....dn)h| < (/ ||Df<a+th>(dl,...,dmndt) I

et l'intégrale tend vers zero quand h — 0 par hypothese d’existence des limites d;.
(b) Justifier que f est méme de classe C*(12). Les dérivées partielles de f sont contuinues sur (2.



Question 7  (Bareme indicatif: 5 points) Soit Q2 un ouvert de R et F' : Q — R" de classe C2. On
suppose que F'(z*) = 0 et que la différentielle D (z*) est inversible.

(i) Montrer que la différentielle D (x) est inversible pour tout x € B(z*, R), pour un certain R > 0.
La différentielle est continue par hypothese. Si son déterminant est non-nul dans un point,
alors il est non-nul dans un voisinage de ce point.

(i) Montrer que Dp(z* + h)~! — Dp(2*)~t = O(||h||) lorsque h — 0.

Indication: l'identité A~ — B~! = A=1(B — A)B~! s'avere utile.

Dp(a* +h) ™ — Dp(a*)~ = —Dp(a* + h) " (Dp(z* + h) — Dp(a*))Dp(z*) "

et (Dp(z* + h) — Dp(z*)) = D%4(z*)h + r(h). les deux autres différentielles sont bornés
dans tout voisinage de z*.

(iif) Expliciter le polynome de Taylor de degré 1 de F' au point x*.
P(z) =0+ Dp(z*)(x).

(iv) Pour z € B(z*, R), soit N(z) = x — Dp(x)~!(F(x)). Montrer que N est différentiable en
x = x* en développant N(z* + h) — N(x*). Expliciter Dy (z*)

N(z*+h)— N(z*)=N(z" +h) —z*
= h— Dp(z* +h) " (F(z* + h))
=h—Dp(z* +h) " (0+ Dp(z*)(h) + r(h))
=h+ (Dp(@*)™' = Dp(z* +h) ") (h+7r(h) —h
= (Dr(z*)"' = Dp(z* + h) 1) (h +r(h))
la différence des différentielles est O(||||), donc N(x* +h) — N(z*) est O(||h]|?). On déduit

N differentiable en z* avec Dy (z*) = 0!
(v) Montrer qu'il existe 0 < r < R tel que |[Dy(z)| < § pour tout x € A := Blx*,r]. En déduire

que N(A) C A
Dy est continue car F est de classe C?. D’out I'existence du 0 < » < R. N(x) — z* =
N(z)—N(z*) < rmax{||Dy(tz*+(1—t)x)|| : 0 <t < 1} parinégalité des accroissements

finis. D’out N(A) C A.
(vi) Déterminer la limite de la suite récursive, définie par xq € Aet

i1 = N(xy) pour n > 0.
Enoncer le théoreme utilisé et vérifier soigneusement les hypothéses. Thm du point fixe (cours).

N est une contraction stricte sur 4, il suit (z,,) — 2* = N(z*), 'unique point fixe de N sur
A.

— FIN —



