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Inversion locale & fonction implicitement définies

Exercice 1. (Un contre-exemple utile) On considére la fonction f définie par f(x) := = +
z?sin(Z) pour z # 0 et f(0) = 0. Montrer que f est dérivable sur R, que f'(0) # 0, mais que f
n’est inversible sur aucun voisinage de 0. Commenter.
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voisinages U,V de (0,0) tel que f : U — V est un inversible. Déterminer la différentielle de la
fonction réciproque f~! au point (0,0).

Exercice 2. Soit f : R? — R? donnée par f(x,y) = Montrer qu’il existe des

sin(z) +y? + yz
Exercice 3. Soit f : R* — R3 donnée par f(z,y,z2) = 2+ y? + 22 . Montrer qu’il existe
3_ .3
Yo — 2
un voisinage U de (0,1,1) et V de (2,3,0) tel que f : U — V est un inversible. Déterminer la
différentielle de la fonction réciproque f~! au point (2, 3,0).

Exercice 4. (Racine et logarithme)
a) Montrer qu'il existe o > 0 tel que toute matrice A vérifiant ||/, — A|| < a admette une racine
carré dans M, (R). C’est a dire qu'’il existe B € M, (R) tel que B = A.
b) Montrer qu’au voisinage de 0, I’exponentielle matricielle est un difféomorphisme local. Est-il
global?

Exercice 5. Montrer que le systéeme

B = 1
TYZz =1

PP . . . .. . , . d
defiinl(t ;mpllcltement une fonction (y, z) = ¢(x) au voisinage du point (1,1,1). Déterminer (1)
et 22(1).

dx

Exercice 6. Soit f : R™ — R" de classe C'*. On suppose qu’il existe k tel que
V(. y), [1f(@) = fFWll = [lz =yl

a) Montrer que f est injective et que f(R"™) est fermé dans R".
b) Montrer que pour tout z, d, f est inversible.
¢) (%) En déduire que f est un C'-difféomorphisme global.

Exercice 7. On considére I’exponentielle complexe sur R? définie par

f:(z,y) € R* = (u,v) = (% cos(y), e"sin(y)) € R?,  z:=x+iy, f(2)=u+iv.



a) Montrer que f est un C! difféomorphisme local.
b) Est-ce que f est un C' difféomorphisme global ?

Exercice 8. On considére ’application

& — R* = R?
| @y, 2) = (4R y+ 2R 2+ a?)

a) Déterminer I'ensemble 2 C R? des point ot le jacobien de ® ne s’annule pas.
b) Soit (ug, vy, wo) = P(x0, Yo, 20), (%0, Yo, 20) € 2. On note

(z(u, v, w), y(u,v,w), z(u,v,w)) = & (u, v, w)

dans un voisinage de (uq, v, wp). Déterminer les dérivées partielles %7 %, et g—z en fonction

de (7,y, 2).

Exercice 9. Soit F(x,y, z,v) = xsin(y) + ycos(z) — zsin(v) — v cos(x). Montrer qu'il existe un
voisinage U de ug = (m,7/2,7) et une fonction g : U — R de classe C™ satisfaisant g(ug) = 7/2
telle que F(z,y,z,g(x,y,2)) = 0 sur U. Déterminer le gradient de g au point uy.

Exercice 10. Considérer I’équation
y® + cos(x) + 2> — cosh(xz) = 2

dans un voisinage de (0, —1,1). Montrer qu'il existe une fonction z = g(z,y) de classe C*(U), ou U
est un voisinage de (0, —1), telle que des solutions sont données par le graphe de g|y. Déterminer
le polynéme de Taylor ordre 1 de g.

Exercice 11. (Examen 2020) Soit N une norme sur R".
a) Soit B = B(a,r) une boule ouverte. Justifier que N n’admet pas de maximum sur B.
b) Soit Q C R" ouvert et f : Q — R" de classe C" telle que D; est inversible en tout point.
Montrer que g(z) = N(f(x)) n’a pas de maximum local dans 2. Indication: inversion locale

Début des équations différentielles !

Exercice 12. (Equations différentielles linéaires du premier ordre) Résoudre les équations
différentielles suivantes:

(&) = 2y(a); () = “y(a); y(x) = 2y(a);
/ —iI' /w_ea:x. /x_xy(m),
y(x)—ny( ); y'(x) = e"y(z); y()——m,

Y (z) = In(z)y(x); Y (z) = sin(z) cos(z)y(x).

Exercice 13. Résoudre les équations différentielles suivantes sur des intervalles appropriés :

v =5y, y +3%y =2 2% +ay=1 xy —y=2"sin(z).



Exercice 14. (Equations différentielles séparables). Résoudre les équations différentielles
suivantes, ot ¢t — () est une fonction dérivable:

a) v = 2y ; b) ¥y = 1; Q) Yy =t ; d) v = ¢ ; &)y =yt
' 3Int+1
& % - % g Y+ (tant)y = 05 h) (F 4+ 1)y -2y = 0 ;

Dt +t+1y — (2 —1y=0; j) (6t2+t—1)y —5y=0.

Exercice 15. (Equations différentielles séparables). Résoudre les équations suivantes (déter-
miner les solutions maximales définies en t = 0) :

T
y' = g cos(t)(1+ v?); Y =(1-yy;

Y =ty1—y% Yy =t.

Exercice 16. Une équation différentielle de la forme p(x,y(z)) + q(z,y(z))y' (x) = 0 est dite
exacte quand il existe g : R x R telle que Vg = (p, q). Les solutions d’une telle équation vérifient
g(z,y(x)) = ¢, avec ¢ € R une constante, ce qui permet de résoudre.
a) Montrer que (F) 2y*(z) + 2zy(z)y'(z) = 0 n’est pas exacte.
b) Déterminer p : R — R telle que I'équation 2u(x)y?(x) + 2u(x)zy(z)y' () = 0 soit exacte.
Résoudre (E).
¢) Meémes questions pour (2 +sin(2z)) sin(y) cos(y) + (z* +sin(z)?)y'(x) = 0 (facteur intégrant
de la forme p(y)).

Exercice 17. a) Soit f une fonction de classe C'. On veut résoudre le systéme

On effectue le changement de variable z(t) := 4. Que peut on dire?
b) Résoudre 'équation différentielle
ou t — y(t) est une fonction dérivable.

Exercice 18. Chercher les fonctions ¢ +— y(t) développables en série entiére et solutions de
I’équation différentielle
ty —ty —y=0.

Exercice 19. Chercher les fonctions ¢ +— y(t) développables en série entiére et solutions de

I’équation différentielle
2y —t(t+4)y +2(t + 3)y = 0.

Exercice 20. Résoudre sur | — 1, 1] 'équation différentielle suivante en recherchant des solutions

développables en série entiére :
(1 —t2)y" — 4ty — 2y = 0.



Compléments

Exercice 21 (Continuité des valeurs propres). On se propose de démontrer le résultat suivant :
"Le spectre d’une matrice symétrique dépend de maniere C'*° de la matrice tant qu’il n’y a pas de
racine double”.

On fixe un entier n.

a) Montrer que le polyndme caractéristique, vu en tant que fonction sur les matrices symétriques
X: M e S,(R) — xu € R,[X] est une application de classe C™.

b) Soit Py € R,[X] un polynéme scindé & racines simples. Montrer qu’il existe un ouvert U
contenant F tel que tout polynéme P € U soit scindé a racine simple et tel que ’application
PeUw (a1(P),...,an(P)) € R" soit de classe C, ou a1(P) < ... < a,(P) sont les racines
de P ordonnées par ordre croissant.

c¢) Conclure.

Exercice 22 (Réduction des formes quadratiques et lemme de Morse). (%)

a) Soit Ay € S,(R) NGL,(R). On pose p: M € M, (R) — M'A M € S,(R).
a) Montrer que ¢ est différentiable en I,,. Déterminer le noyau et 'image de dj, ¢.
b) Montrer qu’il existe V, voisinage de Ay dans S, (R), et ¢: V — GL,(R) de classe C*

tel que pour tout M € V., M = (M) Agp(M).
a) Soient U un ouvert de R™ contenant 0 et f: U — R de classe C*. On suppose que dof = 0
et df est de signature (p,n — p).

a) Montrer qu’il existe @ : U — S, (R) de classe C"! telle que

Vz e U, f(z) = 2'Q(x)x.

b) Montrer qu’il existe un difféeomorphisme u entre deux voisinages ouverts de 0 dans R",
Qy et Qy tel que f(z) — f(0) =uf4 - +ul —ul — - —uj.

Exercice 23. (Toute dérivée vérifie le TVI). On se propose de montrer le résultat suivant :

Theorem 1 (Darboux). Soit f: [a,b] — R une fonction dérivable. Alors pour tout réel X compris
entre f'(a) et f'(b) (au sens large) il existe un réel ¢ compris entre a et b tel que f'(c) = A.

a) Que se passe t’il pour A = f’(a) ou pour A = f/(b)?
b) En posant g(t) := f(t) — At, montrer que 'on peut se ramener au cas A = 0.
c) Montrer que f admet un extremum global sur ]a, b], puis conclure.



