ANNEE UNIVERSITAIRE 2015/2016
SESSION DE PRINTEMPS
CODE UE : M1MI2011 ( Analyse 1))
Devor . . College Sciences
evoir surveillé terminal. _
Date : 13/05/2016 Heure : 14h00 Durée : 3h00 §Technologies

université
“BORDEAUX

DISVE

A Documents : Non autorisés. La calculette homologuée par
Pdle Licence

I'Université est le seul matériel électronique autorisé.

EXERCICE 1. [4 points]

(1) Rappeler les définitions d’une fonction «f continue en xo» et d’une fonction « f dérivable en g »
(2) Donner le développement limité de la fonction In (1 — ) a l'ordre 2 en 0 .
(3) Soit la fonction f :] — oo, 1[— R donnée par
—In(1—2x .
f($)={ (-2 si x#0,

x
1 si ax=0.

En utilisant la question (2), montrer que f est une fonction continue sur | — oo, 1.
4) Montrer que f est dérivable sur | — oo, 0[U]0, 1] et calculer f'(x).

5) En utilisant la question (2), montrer que f est dérivable en 0 et donner la valeur de f'(0).
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6) La fonction f est elle continue en 0?
)
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(
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7) Soit la fonction h : [0, 1[— R donnée par

h@ﬁﬂnﬂ—@+1x

—_— x :
Calculer h/(z). En déduire que h est strictement croissante et que h(x) > 0.

(8) En déduire le signe de f’(x) pour z €]0, 1[. Dresser le tableau de variations de f et tracer l'allure de
son graphe sur [0, 1] (On pensera a calculer la limite de f en 1).

EXERCICE 2. [3 points]

(1) Enoncer le théoréme de Rolle.

(2) Soit f une fonction dérivable sur R , telle que f'(0) = f(1) =1 et f(0) = 0. On définit une fonction
g sur R par

(a) Calculer lim M
z—0 X
(b) Montrer que g est continue sur [0, 1] et dérivable sur |0, 1.

(¢) Montrer qu'il existe ¢ €]0, 1] tel que

EXERCICE 3. [ 3 points]

(1) Soit f: R — R une fonction indéfiniment dérivable. Enoncer le Théoréme (ou la formule) de Taylor-
Lagrange a ’ordre n en 0 pour la fonction f.
1




(2) Montrer que pour tout réel z on a
1= sz <1 ””2+$4
_ Y < cosx _T 4T
2 41

EXERCICE 4. [5 points] Pour n € N, on note
1 n
Uy = xidx.
0o V1+a?
(1) Rappeler la définition d’'une suite convergente.
(2) (a) Calculer la dérivée de la fonction In (z + /1 + 22) et en déduire la valeur ug.

(b) Calculer la dérivée de la fonction /1 + 22 et en déduire la valeur de u;.

1
(¢) Montrer que 1 < V1422 < V2 pour z € [0,1] et calculer / z"dx pour n > 0. En déduire que
0

pour tout n € N, on a
1 1

— < u, < —.
V2n+1) — " T n+1
En déduire que (uy,)nen converge et donner sa limite.

(3) On note maintenant
Up = Up4+2 + Un, n € N.

1
vn:/ 2"V 1+ 22dz, n € N.
0

(4) (a) En intégrant v, par parties, montrer que
(n + 2)upio + (n 4 Du, = V2.

Montrer que

(b) En revenant a la définition de u,,, montrer que (u,)nen est décroissante.

(¢) Déduire de 4a et 4b que (2n + 3)uni2 < V2.
(d) En utilisant 2c et 4c que , montrer que la suite (nuy,)nen est convergente et déterminer sa limite.

EXERCICE 5. [ 4 points] Calculer les limites suivantes :

sinex —x
1)1 _
( ) xl—H>%) :cln (1—1’2)

e —1— 22 — 222
2) lim .
( ) z—0 3
EXERCICE 6. [ 4 points] En interprétant les suites ci-dessous comme des sommes de Riemann, calculer

les limites suivantes :

S nkffwnif

(2) Soit
n
an
S =Y
n(Oé) kz::l n2 4+ (Oéki)2
avec o € R*. Calculer d’abord lim S,(1), ensuite calculer lim S, («) pour a € R*. Déterminer o
n—+oo n—+o00

telle que nEIJIrlOO Sp(a) = 1.



